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面向大规模稀疏优化的分层多目标萤火虫算法
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摘    要：针对多目标萤火虫算法在处理大规模稀疏多目标优化问题中存在的 Pareto 最优解稀疏性维持困难以

及种群难以收敛的问题，提出了一种得分引导与特征选择的分层多目标萤火虫算法 (hierarchical multi-objective
firefly algorithm based on score guidance and feature selection, HLsMOFA)。该算法提出得分引导的初始化策略，计

算决策变量初始得分，生成稀疏性状态的初始种群；构建特征选择的得分更新机制，引入 Relief 算法计算特征

权重，在每次迭代时结合特征纯度共同更新决策变量得分，进一步维持 Pareto 最优解的稀疏特性；设计分层学

习模式，将萤火虫种群按比例进行分层，减少移动过程中个体受全吸引模型影响而产生的振荡，提升算法在大

规模决策空间中的收敛性能。实验结果表明，HLsMOFA 较选择的对比算法具有更好的收敛性与多样性。

关键词：萤火虫算法；多目标优化；大规模稀疏优化；稀疏性；特征选择；Relief 算法；种群分层；收敛性

中图分类号：TP18       文献标志码：A       文章编号：1673−4785(2026)02−0461−15

中文引用格式：裘梓榆, 赵嘉, 王奔, 等. 面向大规模稀疏优化的分层多目标萤火虫算法 [J]. 智能系统学报, 2026, 21(2): 461–475.
英文引用格式：QIU Ziyu, ZHAO Jia, WANG Ben, et al. Hierarchical multi-objective firefly algorithm for large-scale sparse optim-
ization[J]. CAAI transactions on intelligent systems, 2026, 21(2): 461–475.

Hierarchical multi-objective firefly algorithm for
large-scale sparse optimization
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Abstract: Aiming at the problem that the multi-objective firefly algorithm is difficult to maintain the sparsity of Pareto
optimal solutions and the population is difficult to converge in dealing with large-scale sparse multi-objective optimiza-
tion problems, a hierarchical multi-objective firefly algorithm with score guidance and feature selection (HLsMOFA) is
proposed. The algorithm proposes a score-guided initialization strategy, calculates the initial score of the decision vari-
able, and generates the initial population of the sparse state. The score updating mechanism of feature selection is con-
structed, and the Relief algorithm is introduced to calculate the feature weight. At each iteration, the decision variable
score is jointly updated with the feature purity to further maintain the sparse characteristics of the Pareto optimal solu-
tions.  A hierarchical  learning model  is  designed to stratify the firefly population proportionally,  reduce the oscillation
caused  by  the  influence  of  the  full  attraction  model  during  the  movement  process,  and  improve  the  convergence  per-
formance of the algorithm in a large-scale decision space. The experimental results show that HLsMOFA has better con-
vergence and diversity than the selected comparison algorithm.
Keywords: firefly algorithm; multi-objective optimization; large-scale sparse optimization; sparsity; feature selection;
Relief algorithm; hierarchical population; convergence

现实场景中，多数优化问题呈现多个目标相

互冲突的特征，该类优化问题被定义为多目标优

化问题 (multi-objective optimization problem,
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MOPs)[1-3]。例如，特征选择 [4] 旨在减少特征数量

的同时提高分类性能，神经网络训练 [5] 希望最大

化训练准确率的同时最小化神经网络的复杂度。

鉴于 MOPs 目标函数间往往存在互相制约的关

系，其求解目的不是找到唯一的最优解，而是挖

掘出一组平衡各个目标的 Pareto 最优解集 [6]，该

解集在目标空间中的映射被称为 Pare to 前沿

(Pareto frontier, PF)。
MOPs 依据其特性可划分为若干子类，其中

一类因涉及高维空间而备受关注。具体而言，当

MOPs 的目标函数个数超过 3 个，则将其定义为

高维多目标优化问题 (many-objective optimization
problems, MaOPs)[7]；当 MOPs 的决策变量维度不

小于 100 时，定义为大规模多目标优化问题 [ 8 ]

(large-scale multi-objective optimization problems,
LMOPs)；当 MOPs 的决策变量维度不小于 100 且

大多数决策变量为零时，定义为大规模稀疏多目

标优化问题 (large-scale sparse multi-objective op-
timization problems, LSMOPs)[9]。实际应用中，诸

多优化问题均呈现 LSMOPs 特征，例如稀疏信号

重构、投资组合优化等[10-11]，但其求解面临两大核

心挑战：1）维度灾难[12] 导致搜索空间规模指数级

增长，算法复杂度非线性激增；2）Pareto 最优解的

稀疏分布[13-14] 加剧收敛难度。

针对上述双重难题，学者们提出了诸多改进

策略以求解 LSMOPs。
应对搜索空间维度过高的策略可大致归为

3 类：1）决策变量分解策略。将决策变量分为若

干子集，针对各子集实施独立优化。例如 Anto-
nio 等 [15] 提出的合作协同进化在解决大规模多目

标优化问题中的应用 (use of cooperative coevolu-
tion for solving large scale multiobjective optimiza-
tion problems, CCGDE3)，该算法采用随机分组策

略将决策变量随机分配至等规模子组，但因未考

虑变量间的潜在关联性，面对具有复杂变量交互

的大规模多目标优化问题时效果受限。2）问题转

化策略。将大规模问题转化为小规模以缩小决策

空间的搜索范围，达到降维目的。例如 Zille 等[16]

提出的基于问题转换的大规模多目标优化框架

(framework for large-scale multiobjective optimiza-
tion based on problem transformation, WOF)，此框架

采用变量分组与加权转换技术处理原始问题，但

对重构解的依赖性较强，其性能受分组策略影响

显著。3）特殊子代生成策略。通过设计高效子代

生成机制提升算法性能，实现高效搜索 [17]。例如

He 等 [18] 提出的面向大规模多目标优化的自适应

子代生成方法 (adaptive offspring generation for
evolutionary large-scale multiobjective optimization,
DGEA)，该方法动态调整生成策略平衡算法的探

索与开发能力，提升其在高维决策空间中的优化

效率。

针对 Pareto 最优解稀疏特性的处理研究，该

领域主流方法可归结为两大类：1）基于先导信息

的方法。例如 Tian 等 [19] 在 2019 年提出了一种求

解 LSMOPs 的进化算法 (evolutionary algorithm for
sparse multi-objective optimization problems, Sparse-
EA)，其采用二进制混合编码策略以标记非零决

策变量，通过动态调整二进制掩码以挖掘 Pareto
最优解的稀疏分布，但受限于种群初始化阶段决

策变量得分的静态特性，难以精准刻画变量在优

化进程中的动态贡献度。2）基于搜索空间降维的

方法。例如 Tian 等 [20] 在 2020 年提出一种基于

Pareto 最优子空间学习的大规模稀疏多目标进化

算法 (multi-objective evolutionary algorithm based on
pareto optimal subspace learning, MOEA/PSL)，其采

用双无监督神经网络学习决策变量的稀疏分布和

紧凑表示，然而高昂的计算开销及优化过程中稀

疏性先验知识的缺失，制约了算法的效能发挥。

群智能算法 (swarm intelligence algorithm,
SIA)[21] 因鲁棒性强、对问题环境无依赖性，在 LS-
MOPs 求解中具有重要价值。其中多目标萤火虫

算法 (multi-objective firefly algorithm, MOFA)[22] 作

为 SIA 中的经典算法，因其易于实现、参数设置

简单以及鲁棒性良好等优势在 MOPs 中得到广泛应

用 [23-24]。但 MOFA 在求解更具挑战性的 LSMOPs
时往往表现不佳，主要原因在于：1）未针对各决

策变量制定差异化学习策略，难以维持解稀疏

性。2）全吸引模型导致萤火虫个体移动振荡，收

敛困难。

综上所述，本文提出一种得分引导与特征选

择的分层多目标萤火虫算法 (hierarchical multi-ob-
jective firefly algorithm based on score guidance and
feature selection, HLsMOFA)。具体而言，提出的

HLsMOFA 包括 3 个主要特点：1）提出了一种得

分引导的初始化策略，计算决策变量初始得分以

保证 Pareto 最优解的稀疏性状态。基于得分引导

生成 3 个具有稀疏特性的子种群，经环境选择后

合并为初始化种群，该种群质量高且稀疏性显

著；2）构建了一种特征选择的得分更新机制，引

入 Relief 算法得到每个特征的权重，同时定义特

征纯度概念。根据特征权重与纯度动态更新决策

变量得分，在每次迭代中准确评估各维度为非零
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位概率，进一步保证 Pareto 最优解的稀疏性，帮助

种群收敛到真实 Pareto 前沿。3）设计了一种分层

学习模式，按比例将萤火虫种群划分为 3 层，各层

级萤火虫采用差异化搜索策略，降低全吸引模型

对个体移动振荡的影响，提升种群在大规模决策

空间中的收敛性能。实验结果表明，HLsMOFA
在 8 个基准测试函数与 2 个实际应用问题中获得

的种群较对比算法具有更好的收敛性与多样性。 

1   相关理论知识
 

1.1    多目标优化问题

n m

为不失一般性，以最小化问题为例。一个具

有 维决策变量、 个目标函数的多目标优化问

题，其数学模型为 min y = F (x) = ( f1 (x) , f2 (x) , · · · , fm (x))
x = (x1, x2, · · · , xn) ∈ X ⊂ Rn

y = (y1, y2, · · · , ym) ∈ Y ⊂ Rm

x n X n y = F (x)

m Y m

式中： 为 维决策向量， 是 维决策空间， 
为 维目标向量， 是 维目标空间。

xi, x j ∈ X对于任意两个决策向量 ，当且仅当：ß ∀ l ∈ {1,2, · · · ,m} : fl (xi) ⩽ fl

(
x j

)
∃ h ∈ {1,2, · · · ,m} : fh (xi) ⩽ fh

(
x j

)
xi x j xi ≺ x j称为 Pareto 支配 ，数学表示为 。 

1.2    多目标萤火虫算法

MOFA 基本原理在于萤火虫的亮度吸引行

为：亮度较低的个体向亮度较高的移动，移动方

向由位置更新公式决定。全体萤火虫完成移动

后，亮度值根据目标函数更新，并依据吸引力规

则进行下一轮位置调整。其中，萤火虫亮度与目

标函数值相关，个体间吸引力与亮度正相关，与

距离负相关。

N D
i (i = 1,2, · · · ,N)

Xi (xi1, xi2, · · · , xiD) i Ii

设萤火虫种群数为 ，决策变量数为 ，第

只萤火虫在搜索空间中的位置可

表示为 。萤火虫 的亮度 表示为

Ii = I0e−γ
2
i j

I0 i r = 0 γ

ri j i j

式中： 为萤火虫 位于 时的亮度； 为光吸收

系数，一般设置为 1； 为萤火虫 与 之间的欧氏

距离。

i j萤火虫 与 之间的吸引力表示为

βi j = β0e−γr
2
i j

β0 r = 0 βi j

i j

式中： 为最大吸引力，即 时的吸引力； 为

萤火虫 与 之间的吸引力。

i j

i

i

多目标萤火虫算法中，萤火虫个体之间的关

系由 Pareto 支配而决定。若萤火虫 被萤火虫 支

配，则表示萤火虫 的亮度更弱，为在搜索空间中

找到更优的位置，此时萤火虫 按下式朝萤火虫

j移动：

xi (t+1) = xi (t)+βi j

(
x j (t)− xi (t)

)
+αε

xi (t) x j (t) t i j

ε α

式中： 与 为第 代萤火虫 与 在搜索空间

中的位置， 为服从均匀分布的随机数向量， 为

步长因子。

i

i

若萤火虫 不被种群中任何萤火虫支配，则萤

火虫 按下式进行位置更新：

xi (t+1) = g∗+αε
g∗式中 代表萤火虫种群当前的最优位置。 

1.3    Relief 算法

特征选择（feature selection, FS）[25] 作为机器学

习和数据挖掘的关键步骤，旨在从原始的数据集

中选择出信息量最大，对模型预测性能贡献最大

的特征子集，从而优化模型的分类表现。

Relief 算法作为一种特征选择方法，最早由

Kira 等 [26] 提出，专为解决二分类问题而设计。该

算法以特征作为衡量特征和类别之间相关性的依

据，为特征赋予不同的权重值，以此判断特征的

重要程度。

p F
{

f1, f2, · · · , fp

}
S n

S
xi ∈ S m xi p (xi1, xi2, · · · ,
xip

)
xik xi k

假设一个模型的特征数为 ， 即

为特征集。 为样本量为 的训练样本集，将样本

集 分为两类不同的样本后，随机选择一个样本

，抽样次数为 。样本 由 维向量

组成，其中 为 的第 个特征值。

xi NHit

NMiss xi NMiss

NHit

xi x j

在样本 的同类样本中选择最近邻样本 ，

在异类样本中选择最近邻样本 。若 和

在某个特征上的距离大于和 上的距离，则表

明该特征益于模型分类，故提升其权重值。反之，

降低该特征的权重。两个样本 和 特征值之间

的距离可定义为

diff
(
xik, x jk

)
=
(
xik − x jk

)
/vk

xik yik xi x j k vk

diff

式中： 与 分别为样本 和 的第 个特征值；

为归一化单位，目的是把 值归至 [0,1] 区间中。

k Wk第 个特征的权重 可由下式计算得出：

Wk =Wk −diff2(xik,Nk
Hit

)
+diff2(xik,Nk

Miss

)
Wk k Nk

Hit

k

Nk
Miss

k

式中： 为第 个特征的权重值， 为当前样本

在同类样本中的最近邻样本在特征 上的值，

为当前样本在不同类样本中的最近邻样本在

特征 上的值。

m

τ

将上述过程循环 次后，最终得到各特征的权

重。判断一个特征是否为相关性特征时，可以设

定一个特征阈值 ，并计算每个特征的相关系数：

rk =
1
m

Wk

rk k k式中： 为特征 的相关系数，若特征 的相关系数
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rk ⩾ τ，则表示该特征是一个相关的特征且益于分

类，反之则为无关的特征。

受上述研究启发，本文引入 Relief 算法计算

特征权重，量化决策变量各维度对目标函数的贡

献程度，实现 Pareto 最优解稀疏性的动态维持。 

2   得分引导与特征选择的分层多目
标萤火虫算法

 

2.1    得分引导的初始化策略

由于 MOFA 未针对决策变量维度制定差异

化的学习机制，这将难以保证 Pareto 最优解的稀

疏性。此外，MOFA 的随机初始化策略虽能产生

具有良好多样性的初始种群，但因未结合问题特

性进行设计，对 Pareto 最优解的稀疏性优化作用

有限。鉴于此，提出得分引导的初始化策略，通

过决策变量得分区分各维度，旨在生成具有稀疏

性特征的高质量种群。

x d m
D

该策略引入 SparseEA 中决策变量的表示方

法，采用一种混合解的形式对决策变量进行编码

表示，该形式融合了两种编码形式。具体而言，

决策变量 由实向量 与二进制向量 两部分构

成。针对 维决策变量，其表述为

(x1, x2, · · · , xD) = (d1×m1,d2×m2, · · · ,dD×mD)
di i mi

i

式中： 表示决策变量维度 当前的最优值， 为

二进制数值，决定决策变量维度 是否为零。该决

策变量表示方法的具体操作示意如图 1 所示。
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图 1    决策变量表示法

Fig. 1    Decision variable representation
 

得分引导的初始化策略分为 3 步：计算决策

变量得分、生成子种群与环境选择。

D

D Q d
i

m i m
Q

Q i

i

1）计算决策变量得分。对于 维决策变量，

构造出含 个解的种群 ，其中各解实向量 中的

元素被设置为变量区间内的随机值，第 个解的

部分的第 个元素被设置为 1， 中的其他元素

被设置为 0。种群 的示例如图 2 所示。对种群

执行非支配排序操作，将排序后第 个解所在的

层数作为决策变量第 个维度的得分。为降低偶

然性因素带来的影响，将得分计算过程循环 4 次，

所得之和作为各维度的初始得分。得分越低的维

度被赋值为零的概率越低，反之亦然。
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Q图 2    种群 的示例

QFig. 2    Example of population 
 

2）生成子种群。该策略一共生成 3 个子种

群，分别为初始得分子种群、得分排序子种群与

得分翻转子种群。

Q
(a) 初始得分子种群：由得分计算过程构造的

4 个种群 合并得到。

D

P d
m i

i

P m

(b) 得分排序子种群：首先构造一个具有 个

解的子种群 ，其中实向量 构造方法与求解决策

变量得分时相同。对于二进制向量 ，第 个解中

得分前 名的决策变量维度为 1，其余维度为 0。
种群 的 部分示例如图 3 所示。
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P m D = 9图 3    得分排序子种群 ， （ ）的示例
P m

D = 9
Fig. 3    Example of the score-ranking subpopulation ，

( )
 

m
图 3 中方阵上方数字表示所在维度得分排名，

得分最佳的第 2 维在 9 个解当中 值都为 1，而得

分排名最后的第 7 维仅在 1 个解中存在非零值。

N

R N d

m m

rand(·)×D

rand(·)

(c) 得分翻转子种群：首先构造一个具有 个

解的子种群 ，其中 为种群规模。实向量 中元

素被设置为变量区间内的随机值，二进制向量

中元素全为 0。种群构造完成后，将各解的 部

分元素赋值为 1。选取这些元素的原则为：基于

决策变量得分，采用二元锦标赛[27] 挑选

个元素，其中 为 [0,1] 区间内的随机数。
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3）环境选择。将上述 3 个子种群合并进行环

境选择操作，采用优胜劣汰的思想，选择的方法

是 (improving the strength pareto evolutionary al-
gorithm, SPEA2)[28] 中的环境选择策略。

f1 f2

为直观展现得分引导的初始化策略的有效

性，图 4 给出了该策略与随机初始化策略得到的

初始种群在 SMOP6 测试函数 [19] 上的分布情况。

图 4 中 与 分别代表 SMOP6 的两个目标函数，

灰色实心圆表示该策略生成的初始种群，黑色三

角形代表随机初始化策略，黑色实心点连成的黑

线为真实 Pareto 前沿。由图 4 可见，灰色实心圆

相较于黑色三角形更接近 Pareto 前沿，且分布更

为均匀。
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图 4    本文策略与随机初始化策略生成的初始种群对比
Fig. 4    Comparison  of  the  initial  populations  generated

between  our  strategy  and  the  random initialization
strategy

 

综上所述，得分引导的初始化策略计算决策

变量得分以评估各维度对目标函数的贡献，并依

据得分引导生成了稀疏特性的高质量初始种群，

从而为 LSMOPs 的求解提供有效支撑。 

2.2    特征选择的得分更新机制

m决策变量得分是判定二进制向量 中各元素

取值的重要依据，然而在种群初始化阶段仅进行

一次得分计算，难以在后续迭代中维持 Pareto 最优

解的稀疏分布特性。鉴于此，提出一种特征选择

的得分更新机制，引入 Relief 算法计算特征权重，

在每次迭代时结合特征纯度对决策变量得分进

行协同更新，进一步保证 Pareto 最优解的稀疏性。

为更精准评估特征对模型分类性能的影响，

提出特征纯度的概念，进一步获取特征包含的信

息。特征纯度：特征在全体样本中呈现非零值的

比例，其数学定义为

pi =
fi

N
pi i fi i

N

式中： 为第 个特征的特征纯度， 为特征 中非

零值的数量， 为样本集合规模。

特征选择可类比为选择决策变量维度的过

程。LSMOPs 的 Pareto 最优解中仅小部分决策变

量为非零值，这些变量对目标函数具有显著影

响。当某决策变量维度在种群中为非零值的频次

越高，表明该维度对目标函数影响程度越大。基

于此，可依据特征纯度挑选出算法所需的决策变

量维度，以提高算法应对 LSMOPs 时的性能。

特征选择的得分更新机制的具体操作过程

如下：

Wi

ri τ = 0

首先对萤火虫种群进行非支配排序，将 Pareto
层级为 1 的个体视为优秀个体，其余为普通个体。运

用 Relief 算法计算特征权重 与各特征的相关系

数 ，并选取特征阈值 ，相关系数大于零的特

征视为相关特征，相关系数小于零的特征视为无

关特征。最后计算各决策变量维度的特征纯度，

结合特征权重共同对决策变量得分进行动态更新。

根据特征纯度进行首次得分更新：

si = si+ (max pi− pi)×N

si i max pi

N

式中： 为决策变量 当前得分， 为本轮迭代

中特征纯度的最大值， 为种群规模。

根据特征权重再次进行得分更新：®
si = si− pi×N, Wi ⩾ 0
si = si+ pi×N, Wi < 0

Wi i式中 为第 个特征的权重值。

针对相关特征，鉴于其有益于种群区分优劣

个体，采取降低其得分的操作，提高对应决策变

量维度被赋值为非零值的概率。而对于无关特

征，则提升其决策变量得分。

为直观展现特征选择的得分更新机制的有效

性，图 5 对比了采用该机制前后，算法在 SMOP 测

试函数集上的非零决策变量的比例变化。根据

图 5 可知，HLsMOFA 获得的解集在非零决策变

量占比上显著低于未采用该机制的对比算法，且

均接近问题预设的稀疏度 0.1。
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图 5    非零决策变量占比对比

Fig. 5    Comparison  of  the  proportion  of  non-zero  decision
variables
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综上所述，该机制旨在动态调整决策变量得

分，并依据得分及特征权重，对二进制向量 中元

素进行更新。其基本原则为：得分越低，决策变

量被置为零的概率越小；特征权重越高，对应决

策变量维度被赋值为非零值的概率越大。迭代过

程中，二进制向量 不断更新的同时进一步维持

了 Pareto 最优解的稀疏性。 

2.3    分层学习模式

萤火虫移动过程中，个体受到所有亮度高于

自身的萤火虫吸引，这易引发萤火虫出现振荡现

象 [29]，种群难以收敛到真实 Pareto 前沿。为应对

上述问题，提出一种分层学习模式，该模式可大

致分为以下 3 步。

1）对萤火虫种群进行非支配排序。

2）对萤火虫种群进行分层操作。经过实验分

析发现，将萤火虫种群按 1∶4∶5 的固定比例划分

为 3 个层级，能使算法取得更优效果。其中占据

种群数量 10% 的为精英层，存放着排序后种群的

前 10% 只萤火虫，占据 40% 与 50% 的层级分别为

优秀层与潜力层。萤火虫分层示意如图 6 所示。
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图 6    萤火虫分层示意

Fig. 6    Firefly hierarchical illustration
 

3）萤火虫移动。

(a) 精英层。精英萤火虫占据种群的极小部

分，引领萤火虫种群进化。为保证精英萤火虫自

身携带的信息不丢失甚至获取更有效的信息，规

定精英萤火虫仅在自身周围运动，其移动公式为

xi (t+1) = xi (t)+ g+αε (1)
g式中 为高斯变异所产生的随机向量。

0.1×D

0.1×D 0.1×D

若萤火虫移动后的目标函数值能够 Pareto 支

配原来的，则用当前位置取代之前的位置，否则返

回原位。值得一提的是，高斯变异仅在 个决

策变量维度上产生随机数，选择的依据是决策变

量得分。通过 轮二元锦标赛选择出

个决策变量进行变异，其中 0.1 为问题设定的稀

疏度即非零决策变量数占决策变量数的比例。

(b) 优秀层。优秀层的萤火虫适应度仅次于

精英层中的萤火虫，它们将朝着精英萤火虫移

动。为有效防止种群陷入局部最优，优秀层的萤

火虫采用双样本学习的方法，在精英层中随机选

择两只萤火虫并朝它们移动。

xi (t+1) = xi (t)+a1β1

(
x j (t)− xi (t)

)
+

a2β2 (xk (t)− xi (t))+αε
(2)

x j xk

a1 a2

a1+a2 = 1 β1 β2

i j k

式中： 与 为精英层中随机选择的两只萤火虫，

和 为 [0,1] 内服从均匀分布的随机数。为避免

过度学习 [30] 的情况，令 ； 与 分别为

萤火虫 与萤火虫 和 之间的吸引力。

i
j k

如图 7 所示，萤火虫 在精英层中随机选择两

只萤火虫 和 并朝它们移动。相较于每次移动只

朝一只萤火虫移动，选择两只萤火虫作为移动对

象的方式更容易帮助种群探索到未知区域，跳出

局部最优解。
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图 7    优秀层萤火虫移动过程

Fig. 7    Excellent layer firefly movement process
 

(c) 潜力层。潜力层中的萤火虫适应度较差，

应侧重于算法的全局搜索。故规定其在精英层与

优秀层中各随机选择一只萤火虫进行移动。

xi (t+1) = xi(t)+b1β1

(
x j (t)− xi (t)

)
+

b2β2 (xk (t)− xi (t))+αε
(3)

x j xk

b1 b2

b1+b2 = 1

式中： 为精英层中随机选择的萤火虫； 为优秀

层中随机选择的萤火虫； 与 为 [0,1] 内服从均

匀分布的随机数，为防止萤火虫个体出现过度学

习的现象，令 。

(d) 变异过程。在种群中所有萤火虫移动之

后，种群进入变异过程。首先计算位置更新后萤

火虫的目标函数值，随后萤火虫根据下式进行变

异操作：
xi (t) = xi (t)+ g

0.1×D
与精英层移动公式中的高斯变异相同，该变异操

作仅在 个决策变量维度上进行变异。拥有

更佳得分的决策变量进行变异的概率越大，目的

是使变异更加高效，种群中的萤火虫能够在决策

空间中搜索到亮度更高的位置。
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分层学习模式有效缓解了全吸引模型导致的

个体振荡所带来的影响，显著提升了种群在大规

模搜索空间中的收敛能力。该模式下，实向量

在迭代中持续优化，驱动种群逐渐逼近真实

Pareto 前沿。 

2.4    算法步骤

综上所述，该算法的基本流程步骤如下。

N D
M max FE

γ α β0

1） 初始化参数。种群规模 ，决策变量 ，目

标个数 ，算法最大评估次数 ，光吸收系数

，步长因子 ，最大吸引力 。

2） 构建初始得分子种群，对其进行快速非支

配排序，得到各决策变量维度的初始得分与初始

得分子种群。

3） 依据决策变量得分生成得分排序子种群。

m rand(·)×D
4）  通过二元锦标赛与决策变量初始得分对

二进制向量 翻转 次，得到得分翻转子

种群。

5） 将子种群合并，经环境选择后得到初始化

种群。

max FE6）  当算法评估次数小于 时，重复步骤

7）~14）。
7）  运用 Relief 算法计算决策变量的特征权

重，将特征权重与阈值比较，判定各决策变量的

相关性。

8） 计算各维度的特征纯度，综合特征的相关

性与纯度，对决策变量得分进行更新。

m m
9）  依据决策变量得分与特征权重对二进制

向量 进行翻转，得到更新后的二进制向量 。

10）  对萤火虫种群进行非支配排序，并将其

划分为 3 个层级。3 个层级中的萤火虫分别按照

式 (1)~(3) 进行移动。

11） 萤火虫变异过程。

N
d

12）  对萤火虫种群进行环境选择，选择出最

优秀的 只萤火虫的空间位置作为更新后的实向

量 。

d m13）  将更新后的实向量 与二进制向量 相

乘，得到的解集作为下一代种群。

FE = FE+N14） 计算算法评估次数 ，直至满足

算法终止条件。 

2.5    算法时间复杂度分析

N D
m

O
(
D×N2

)
设种群规模为 ，决策变量维度为 ，Re-

lief 算法中的抽样次数为 。MOFA 的时间复杂

度为 。HLsMOFA 在 MOFA 的基础上

添加了得分引导的初始化策略、特征选择的得分

更新机制以及分层学习模式。在算法的初始阶

段，得分引导的初始化策略相较于随机初始化策

O(m×D×N)
O(D×N)

O(D×N)
O(m×D×N)+O(D×N)+O(D×N)

O(m×D×N)

O
(
D×N2

)

略更复杂，由于二者均独立于算法的核心迭代过

程，其时间开销相较于算法整体运行时间可忽略

不计。特征选择的得分更新机制中，特征权重的

计算时间复杂度为 ，特征纯度的计算

时间复杂度为 。分层学习模式改变了

MOFA 的全吸引模型，将原本双层循环嵌套简化

为单层，因此分层学习模式的时间复杂度为

。综上所述，HLsMOFA 的时间复杂度为

。最终HLsMOFA
的时间复杂度为 。由于减少了循环

嵌套层数，HLsMOFA 在数量级上低于 MOFA 的

时间复杂度 。 

3   实验结果与分析
 

3.1    实验设置

为验证 HLsMOFA 在 LSMOPs 上的求解性

能，实验选取了 6 种用于求解 LSMOPs 的多目标

优化进化算法与 HLsMOFA 进行对比分析，其中

包括 SparseEA、MOEA/PSL、SECSO(enhanced
competitive swarm optimizer for sparse optimization)[31]、

PMMOEA(pattern mining based multi-objective evol-
utionary algorithm)[32]、TELSO(two-layer encoding
learning swarm optimizer)[33] 与 DKCA(dynamic
knowledge-guided coevolutionary algorithm)[34]。

1）基准测试问题。实验选取具有稀疏特性

的 8 个多目标基准测试问题 SMOP1~SMOP8[19]。

由 Tian 等 [19] 设计的 SMOP 系列测试问题包含多

种适应度情景，并且每个问题的 Pareto 最优解稀

疏度与决策变量维数都可以进行扩展，能够在多

种不同环境下测试算法的性能。其中每个测试问

题的决策变量维数设定 3 种不同的数目，分别为

100、500 和 1 000，目标数目设为 2，Pareto 最优解

稀疏度设置为 0.1。
2）实际应用问题。为进一步验证 HLsMOFA

在实际测试问题中的性能，选择 2 类包含大规模

多目标稀疏优化特性的实际应用，分别为投资组

合优化问题 [35] 与稀疏信号重构问题 [36]。投资组

合优化问题旨在挖掘出最大投资回报和最小收益

风险的组合，决策变量维数设定为 100、500 和

1 000。稀疏信号重构问题希望在找到最稀疏的

信号的情况下使误差最小，决策变量维数设定为

128、520 和 1 024。
3）种群规模与算法终止条件。为保证实验

的公平性，所有多目标优化算法的实验环境均为

Intel(R) Core(TM)i7-14700K CPU@3.40GHz,
64 GB 内存，Windows 11 64 位操作系统，且均在
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100×D

同台计算机的 PlatEMO(platform for evolutionary
multi-objective optimization)[37-38] 平台上完成。基

准测试问题中，算法终止条件即函数评估次数设

置为 次，种群规模设置为 100。实际测试

问题函数评估次数固定为 25 000 次，种群规模设

置为 50。
4）性能指标与统计方式。基准测试问题的实

验中，本文选取反世代距离 (inverted generational
distance, IGD) 作为性能指标，该指标表示真实

Pareto 最优前沿中各个解，到算法生成的近似前

沿中最近解的距离平均值，其值越小代表算法生

成的近似前沿越接近真实 Pareto 最优前沿。IGD
指标的数学公式为

IGD(P∗, A) =
1
|P∗|

∑
y∗∈P∗

min
x∈P

d(y∗, A)

d(y∗, A) =min
y∈A

{√
m∑

i=1

(y∗i − yi)2

}

P∗ A
m

式中： 为真实 Pareto 前沿， 代表算法生成的近

似 Pareto 前沿， 是目标个数。

由于投资组合优化问题与稀疏信号重构问题

无真实 Pareto 前沿，故在实际应用问题的实验中

采用的性能指标为超体积 (hypervolume, HV)，该
指标表示算法生成的近似前沿与参考点在目标空

间中所围成的超立方体的体积。HV 指标值越

大，代表算法的收敛性与多样性越好。HV 指标

的数学公式为

HV(S ) = VOL
(
∪
x∈S

[ f1(x),zr
1]× · · ·× [ fm(x),zr

m]
)

VOL(·) m zr =

(zr
1, zr

2, · · · , zr
m)T

式中 : 为勒贝格测度， 是目标个数，

表示目标空间中定义的参考点。

实验中所有算法在各测试函数的不同测试环

境下独立运行 30 次以得到 IGD 和 HV 指标的均

值与四分位差 (interquartile range, IQR)。实验采用

显著性水平为 0.05 的 Wilcoxon 秩和检验，评估各

算法所得近似解集的统计性能差异。其中表 1~4
最后一行中，“+”、“−”和“=”分别表示对比算法在

IGD 或 HV 指标上显著优于、劣于及无显著差异

于 HLsMOFA。

γ β0

α

α = 0.92
FE

N FE

N

5）参数设置。实验中对比算法均使用 PlatEMO
平台的默认参数。由于在 MOFA 中，光吸收系数
与最大吸引力 一般取值为 1，故在 HLsMOFA

中仅需要确定的参数是步长因子 。为确保算法
在迭代初期实现高效的全局探索能力，并在迭代
后期提升局部开发精度，故将步长因子设计为随
迭代次数增加而动态减少的值，最终设定步长因
子 ，其中 为算法当前的评估次数，

为种群规模。该取值在搜索效率与精度之间实
现了有效平衡。 

3.2    分层比例有效性分析

为验证分层学习模式采用 1∶4∶5 比例的有效
性，设计实验方案如下：目标函数选择基准测试
问题 SMOP 测试集，实验环境、种群规模与算法
终止条件设置如前文所述。表 1 给出了 7 种比例
设置与在 24 个测试环境下取得的 IGD 指标的均
值与 IQR。

 

表 1   分层比例 1∶4∶5 的有效性分析实验
Table 1    Effectiveness analysis experiment of the layered ratio of 1∶4∶5

 

测试问题 M D 3.3∶3.3∶3.4 3∶3∶4 2∶3∶5 2.5∶2.5∶5 1∶2∶7 1∶3∶6 1∶4∶5

SMOP1 2

100
1.035 7×10−2

(3.72×10−3)−
9.537 2×10−3

(7.29×10−3)−
6.516 6×10−3

(6.93×10−3)−
5.843 1×10−3

(8.16×10−3)−
4.164 8×10−3

(5.19×10−3)=
6.609 2×10−3

(8.13×10−4)−
4.108 3×10−3

(2.34×10−4)

500
1.276 5×10−2

(2.09×10−3)−
1.010 7×10−2

(8.47×10−3)−
7.149 0×10−3

(1.82×10−3)−
6.766 3×10−3

(8.81×10−3)−
5.718 1×10−3

(8.92×10−4)=
8.213 7×10−3

(6.98×10−3)−
5.653 4×10−3

(2.46×10−3)

1 000
2.259 9×10−2

(5.20×10−3)−
1.753 9×10−2

(6.89×10−3)−
8.324 1×10−3

(3.22×10−3)+
9.617 2×10−3

(2.15×10−3)=
1.176 2×10−2

(4.87×10−5)−
1.127 2×10−2

(5.61×10−3)−
9.537 8×10−3

(4.28×10−3)

SMOP2 2

100
7.394 6×10−3

(1.53×10−3)−
8.054 2×10−3

(9.01×10−2)−
7.283 4×10−3

(8.18×10−2)−
6.006 2×10−3

(9.02×10−3)−
7.776 2×10−3

(8.27×10−4)−
7.376 1×10−3

(5.89×10−3)−
5.153 9×10−3

(5.72×10−4)

500
3.161 5×10−2

(6.69×10−3)−
3.018 9×10−2

(5.44×10−3)−
4.742 9×10−2

(6.59×10−3)−
5.876 7×10−2

(1.58×10−3)−
2.982 1×10−2

(2.89×10−4)−
4.763 2×10−2

(6.18×10−3)−
2.467 7×10−2

(8.14×10−3)

1 000
6.637 7×10−2

(4.49×10−3)−
6.026 2×10−2

(7.81×10−3)−
6.134 5×10−2

(7.41×10−3)−
4.489 2×10−2

(2.90×10−3)−
5.756 1×10−2

(1.90×10−2)−
6.276 1×10−2

(7.73×10−3)−
3.362 2×10−2

(7.31×10−3)

SMOP3 2

100
6.073 4×10−3

(5.26×10−3)−
3.852 1×10−3

(5.31×10−3)+
4.098 7×10−3

(1.73×10−1)=
7.756 1×10−3

(7.41×10−3)−
7.021 5×10−3

(8.04×10−5)−
5.214 2×10−3

(7.73×10−4)−
4.058 4×10−3

(4.11×10−5)

500
1.082 3×10−2

(4.03×10−3)−
6.476 1×10−3

(7.01×10−3)−
4.986 2×10−3

(6.98×10−3)−
8.975 1×10−3

(8.06×10−3)−
9.538 8×10−3

(5.29×10−4)−
8.982 1×10−3

(7.48×10−3)−
4.587 2×10−3

(1.71×10−4)

1 000
9.472 3×10−3

(1.83×10−2)−
7.741 5×10−3

(7.98×10−3)−
7.765 1×10−3

(6.23×10−3)−
1.705 4×10−2

(7.70×10−3)−
1.230 3×10−2

(7.23×10−4)−
9.225 6×10−3

(1.64×10−3)−
5.854 2×10−3

(7.41×10−3)
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表 1 数据表明，采用 1∶4∶5 分层比例的 HLs-
MOFA 在基准测试问题上展现出显著优势。其

中，1∶4∶5 的分层比例在 8 个测试函数的 24 种不

同测试环境下获得 13 次最优值，尤其在 SMOP2
与 SMOP8 测试函数中。表 1 的 Wilcoxon 秩和检

验结果，进一步验证了 1∶4∶5 分层比例在实验中

较其他分层比例表现更佳，证明其在解决 LS-
MOPs 时的有效性。

分层学习模式采用的 1∶4∶5 分层比例通过理

论设计与实验验证，在收敛性与多样性之间取得

了有效平衡。其精英层确保算法不丢失优质解，

潜力层的高比例增强了全局探索能力，在 LS-
MOPs 中展现出了良好的性能。 

3.3    基准测试问题实验结果分析

HLsMOFA 与 6 种对比算法在基准测试问题
上得到 IGD 均值与 IQR 的对比结果如表 2 所示。

续表 1

测试问题 M D 3.3∶3.3∶3.4 3∶3∶4 2∶3∶5 2.5∶2.5∶5 1∶2∶7 1∶3∶6 1∶4∶5

SMOP4 2

100
4.235 4×10−3

(3.63×10−5)−
5.189 3×10−3

(3.13×10−4)−
4.012 7×10−3

(3.93×10−5)+
3.960 1×10−3

(4.73×10−5)+
4.013 7×10−3

(7.11×10−5)+
4.367 4×10−3

(7.41×10−4)−
4.127 6×10−3

(4.81×10−5)

500
4.217 4×10−3

(6.82×10−5)−
5.300 7×10−3

(5.91×10−4)−
4.022 4×10−3

(7.41×10−4)+
3.972 0×10−3

(5.38×10−5)+
4.037 8×10−3

(4.23×10−6)+
4.382 4×10−3

(2.56×10−4)−
4.145 9×10−3

(2.89×10−5)

1 000
4.202 1×10−3

(6.72×10−5)=
5.578 5×10−3

(8.88×10−4)−
4.083 2×10−3

(6.72×10−5)+
3.913 3×10−3

(2.16×10−5)+
4.076 4×10−3

(2.16×10−6)+
4.408 6×10−3

(5.60×10−4)−
4.162 2×10−3

(3.78×10−5)

SMOP5 2

100
5.679 3×10−3

(8.21×10−4)−
6.032 2×10−3

(4.71×10−4)−
5.693 2×10−3

(3.37×10−3)−
5.896 2×10−3

(7.11×10−4)−
7.025 6×10−3

(7.28×10−3)−
5.900 1×10−3

(4.52×10−4)−
5.238 1×10−3

(8.09×10−4)

500
7.873 2×10−3

(5.38×10−5)−
7.531 1×10−3

(4.29×10−4)=
7.392 7×10−3

(8.94×10−3)=
1.906 7×10−2

(1.87×10−3)−
8.187 2×10−3

(5.09×10−4)−
7.916 5×10−3

(3.64×10−4)−
7.436 5×10−3

(1.21×10−5)

1 000
9.765 2×10−3

(7.20×10−4)−
9.679 1×10−3

(6.38×10−4)−
8.522 6×10−3

(7.94×10−3)=
2.436 2×10−2

(7.46×10−4)−
9.852 1×10−3

(2.27×10−3)−
8.074 5×10−3

(7.01×10−4)+
8.483 2×10−3

(5.56×10−4)

SMOP6 2

100
6.678 2×10−3

(8.16×10−4)−
7.543 0×10−3

(7.93×10−4)−
8.863 1×10−3

(4.54×10−3)−
6.829 4×10−3

(1.71×10−3)−
1.054 7×10−2

(3.13×10−3)−
6.672 9×10−3

(5.21×10−4)−
5.748 8×10−3

(4.48×10−4)

500
6.278 3×10−3

(3.74×10−4)+
7.549 9×10−3

(8.19×10−4)+
1.219 0×10−2

(2.99×10−3)−
1.186 7×10−2

(9.69×10−3)−
1.972 5×10−2

(4.86×10−2)−
7.566 2×10−3

(3.84×10−4)+
8.374 9×10−3

(9.51×10−4)

1 000
8.692 7×10−3

(1.17×10−3)+
7.156 8×10−3

(4.96×10−3)+
1.423 7×10−2

(7.91×10−4)−
2.263 1×10−2

(8.01×10−4)−
3.251 5×10−2

(2.76×10−3)−
6.561 2×10−3

(7.82×10−4)+
9.893 1×10−3

(2.66×10−3)

SMOP7 2

100
1.021 3×10−2

(8.77×10−3)−
2.875 3×10−2

(6.83×10−2)−
7.348 9×10−3

(1.65×10−2)=
2.035 1×10−2

(5.73×10−2)−
9.541 3×10−3

(7.97×10−4)−
1.075 6×10−2

(2.61×10−3)−
7.338 4×10−3

(2.27×10−3)

500
5.246 3×10−2

(6.43×10−2)−
4.798 1×10−2

(5.87×10−2)−
2.184 2×10−2

(2.87×10−3)+
4.665 9×10−2

(8.05×10−3)−
5.054 52×10−2

(7.09×10−6)−
2.731 2×10−2

(4.31×10−3)+
3.257 3×10−2

(7.53×10−3)

1 000
7.743 1×10−2

(8.05×10−2)−
8.228 7×10−2

(5.21×10−1)−
3.910 9×10−2

(6.52×10−3)+
7.050 8×10−2

(6.98×10−2)−
7.974 2×10−2

(5.20×10−5)−
4.036 5×10−2

(5.97×10−3)+
4.521 5×10−2

(5.87×10−3)

SMOP8 2

100
1.376 2×10−1

(6.42×10−2)−
1.634 7×10−1

(6.06×10−2)−
2.070 2×10−1

(7.89×10−2)−
1.783 7×10−1

(8.10×10−2)−
2.645 2×10−1

(8.18×10−4)−
1.645 6×10−1

(6.72×10−2)−
9.568 8×10−2

(3.89×10−2)

500
1.948 1×10−1

(4.61×10−2)=
2.438 2×10−1

(9.11×10−2)−
2.875 3×10−1

(6.98×10−2)−
3.123 6×10−1

(8.92×10−2)−
2.896 3×10−1

(3.07×10−3)−
2.128 5×10−1

(2.73×10−2)−
1.904 1×10−1

(3.06×10−2)

1 000
2.538 6×10−1

(7.89×10−2)−
2.890 3×10−1

(4.04×10−2)−
2.921 4×10−1

(4.43×10−2)−
3.450 9×10−1

(7.02×10−2)−
3.100 6×10−1

(9.44×10−4)−
2.495 2×10−1

(7.54×10−2)−
2.238 9×10−1

(8.70×10−2)

+/−/= 2/20/2 3/20/1 6/14/4 3/20/1 3/19/2 5/19/0 −/−/−

注：加粗数据为对应各算法在相同实验条件下的最优结果。

 

表 2   HLsMOFA 与 6 种算法的 IGD 值比较
Table 2    Comparison of IGD values between HLsMOFA and six algorithms

 

测试问题 M D SparseEA MOEAPSL SECSO PMMOEA TELSO DKCA HLsMOFA

SMOP1 2

100
9.798 2×10−3

(4.52×10−3)−
1.312 1×10−2

(5.19×10−3)−
4.840 8×10−2

(8.13×10−3)−
1.123 6×10−2

(6.26×10−3)−
7.846 0×10−2

(9.15×10−7)−
5.036 6×10−3

(6.79×10−4)−
3.968 6×10−3

(1.78×10−4)

500
1.747 3×10−2

(4.49×10−3)−
1.933 4×10−2

(4.98×10−3)−
5.867 2×10−2

(6.90×10−3)−
1.631 9×10−2

(2.57×10−3)−
7.782 4×10−2

(1.89×10−4)−
7.213 2×10−3

(2.00×10−3)−
5.597 9×10−3

(1.30×10−3)

1 000
2.610 6×10−2

(3.58×10−3)−
2.168 4×10−2

(2.52×10−3)−
6.134 2×10−2

(1.96×10−3)−
2.047 5×10−2

(3.14×10−3)−
7.775 5×10−2

(6.26×10−5)−
1.186 1×10−2

(2.62×10−3)−
9.742 5×10−3

(1.87×10−3)
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由表 2 可知，HLsMOFA 在基准测试问题上
较 6 种对比算法展现出了最佳性能。其中，HLs-
MOFA 在 8 个测试函数的 24 种不同测试环境下
获得 14 次最优值。例如在 SMOP1、SMOP2 与
SMOP3 上，HLsMOFA 在这 3 个测试函数的 3 个
不同维度测试环境中均取得了最佳测试结果。该
优势主要源于得分引导初始化策略计算初始得

分，并通过特征选择的得分更新机制对决策变量
得分动态更新，维持 Pareto 最优解的稀疏特性。
同时分层学习模式有效提升了种群的搜索能力。
PMMOEA、TELSO 与 DKCA 分别获得了 4 次、
3 次与 3 次最优值，SparseEA、MOEAPSL 和 SEC-
SO 未能取得最优的 IGD 结果。值得一提的是，
HLsMOFA 在未获得最优的几个测试环境中均与

续表 2

测试问题 M D SparseEA MOEAPSL SECSO PMMOEA TELSO DKCA HLsMOFA

SMOP2 2

100
3.011 5×10−2

(1.07×10−2)−
2.009 6×10−2

(1.20×10−2)−
1.133 8×10−1

(1.57×10−2)−
2.486 0×10−2

(1.38×10−2)−
1.628 3×10−1

(1.95×10−7)−
1.235 8×10−2

(6.71×10−3)−
5.051 6×10−3

(1.22×10−3)

500
4.883 0×10−2

(8.50×10−3)−
4.403 2×10−2

(7.21×10−3)−
1.285 5×10−1

(8.05×10−3)−
3.850 5×10−2

(8.94×10−3)−
1.615 3×10−1

(4.38×10−7)−
2.580 7×10−2

(4.16×10−3)−
2.484 7×10−2

(4.15×10−3)

1 000
6.718 6×10−2

(5.12×10−3)−
5.006 1×10−2

(6.13×10−3)−
1.332 0×10−1

(4.97×10−3)−
5.041 2×10−2

(5.57×10−3)−
1.613 7×10−1

(6.85×10−7)−
4.468 1×10−2

(7.59×10−3)−
3.387 2×10−2

(6.17×10−3)

SMOP3 2

100
1.914 8×10−2

(4.52×10−3)−
4.955 4×10−2

(1.30×10−1)−
6.955 8×10−2

(1.54×10−1)−
8.434 8×10−3

(4.23×10−3)−
7.846 0×10−2

(4.48×10−7)−
4.934 3×10−3

(6.13×10−4)−
3.949 4×10−3

(6.08×10−5)

500
2.103 1×10−2

(4.55×10−3)−
1.959 7×10−2

(5.30×10−3)−
6.092 1×10−2

(5.03×10−3)−
1.651 6×10−2

(5.39×10−3)−
7.783 3×10−2

(6.91×10−7)−
6.148 5×10−3

(1.45×10−3)−
4.642 7×10−3

(2.04×10−4)

1 000
2.922 9×10−2

(4.20×10−3)−
2.127 8×10−2

(3.13×10−3)−
6.212 6×10−2

(3.01×10−3)−
2.105 1×10−2

(3.25×10−3)−
7.775 5×10−2

(8.22×10−7)−
9.480 3×10−3

(1.88×10−3)−
5.807 2×10−3

(6.83×10−4)

SMOP4 2

100
4.779 2×10−3

(2.77×10−4)−
4.921 8×10−3

(3.62×10−4)−
3.956 3×10−3

(8.53×10−5)+
4.331 4×10−3

(8.77×10−5)−
3.926 5×10−3

(8.50×10−6)+
4.781 1×10−3

(3.42×10−4)−
4.131 8×10−3

(6.60×10−5)

500
4.669 5×10−3

(3.65×10−4)−
5.285 0×10−3

(7.01×10−4)−
3.972 0×10−3

(1.22×10−4)+
4.366 0×10−3

(6.89×10−5)−
3.928 1×10−3

(3.77×10−6)+
4.713 6×10−3

(2.83×10−4)−
4.159 3×10−3

(7.36×10−5)

1 000
4.757 1×10−3

(2.34×10−4)−
5.075 3×10−3

(4.78×10−4)−
3.983 5×10−3

(5.89×10−5)+
4.399 0×10−3

(6.79×10−5)−
3.928 7×10−3

(3.57×10−6)+
4.690 9×10−3

(3.17×10−4)−
4.157 5×10−3

(8.58×10−5)

SMOP5 2

100
5.958 1×10−3

(5.47×10−4)−
7.543 6×10−3

(2.79×10−4)−
1.176 0×10−2

(1.38×10−3)−
5.309 9×10−3

(7.08×10−4)=
6.990 2×10−3

(4.64×10−3)−
6.619 3×10−3

(5.58×10−4)−
5.250 2×10−3

(1.01×10−3)

500
6.081 8×10−3

(5.22×10−4)+
7.865 2×10−3

(5.20×10−4)=
1.188 9×10−2

(1.41×10−3)−
4.824 2×10−3

(3.44×10−4)+
1.222 5×10−2

(9.47×10−3)−
7.164 3×10−3

(3.00×10−4)=
7.473 2×10−3

(8.04×10−4)

1 000
5.971 0×10−3

(3.10×10−4)+
9.238 4×10−3

(6.97×10−4)−
1.192 6×10−2

(1.16×10−3)−
4.592 7×10−3

(1.89×10−4)+
8.925 3×10−3

(7.77×10−3)=
6.386 9×10−3

(5.25×10−4)+
8.505 0×10−3

(8.01×10−4)

SMOP6 2

100
7.430 4×10−3

(7.22×10−4)−
8.466 0×10−3

(5.34×10−4)−
1.594 8×10−2

(3.74×10−3)−
6.829 4×10−3

(1.71×10−3)−
4.034 5×10−2

(9.02×10−3)−
8.057 9×10−3

(7.25×10−4)−
5.825 3×10−3

(6.53×10−4)

500
7.146 7×10−3

(3.74×10−4)+
9.147 8×10−3

(6.58×10−4)−
1.170 9×10−2

(2.16×10−3)−
4.971 0×10−3

(2.75×10−4)+
3.503 2×10−2

(2.74×10−2)−
7.866 2×10−3

(6.10×10−4)=
8.2236e-3
(1.20e-3)

1 000
7.252 7×10−3

(6.86×10−4)+
1.124 8×10−2

(1.40×10−3)−
1.013 9×10−2

(2.39×10−3)=
4.838 3×10−3

(2.37×10−4)+
3.865 2×10−2

(2.88×10−2)−
7.612 1×10−3

(5.14×10−4)+
1.037 2×10−2

(1.17×10−3)

SMOP7 2

100
3.770 5×10−2

(1.26×10−2)−
3.424 6×10−2

(3.03×10−2)−
1.699 0×10−1

(1.65×10−2)−
3.065 3×10−2

(1.85×10−2)−
2.295 0×10−1

(2.74×10−4)−
1.368 0×10−2

(8.31×10−3)−
7.372 1×10−3

(3.00×10−3)

500
6.113 7×10−2

(1.21×10−2)−
5.689 7×10−2

(1.73×10−2)−
1.822 6×10−1

(9.56×10−3)−
5.645 0×10−2

(1.63×10−2)−
2.283 0×10−1

(5.24×10−6)−
2.898 3×10−2

(7.11×10−3)=
3.196 5×10−2

(9.35×10−3)

1 000
8.547 5×10−2

(1.20×10−2)−
6.113 9×10−2

(2.10×10−1)−
1.906 8×10−1

(9.77×10−3)−
7.420 0×10−2

(1.20×10−2)−
2.281 3×10−1

(2.84×10−5)−
5.625 7×10−2

(7.06×10−3)−
4.621 3×10−2

(4.53×10−3)

SMOP8 2

100
1.593 1×10−1

(2.81×10−2)−
1.807 3×10−1

(6.27×10−2)−
3.930 0×10−1

(5.53×10−2)−
1.507 0×10−1

(4.14×10−2)−
5.125 6×10−1

(7.98×10−4)−
1.046 6×10−1

(3.88×10−2)−
9.550 6×10−2

(3.24×10−2)

500
2.166 8×10−1

(2.56×10−2)−
2.837 6×10−1

(5.17×10−2)−
4.172 4×10−1

(1.97×10−2)−
1.782 1×10−1

(2.55×10−2)=
5.145 7×10−1

(4.71×10−6)−
1.353 6×10−1

(2.45×10−2)+
1.821 1×10−1

(1.34×10−2)

1 000
2.471 2×10−1

(1.56×10−2)−
3.889 0×10−1

(3.18×10−2)−
4.256 8×10−1

(1.38×10−2)−
2.018 3×10−1

(1.49×10−2)+
5.144 7×10−1

(3.56×10−4)−
1.635 5×10−1

(1.74×10−2)+
2.301 1×10−1

(2.05×10−2)
+/−/= 4/20/0 0/23/1 3/20/1 5/17/2 3/20/1 4/17/3 −/−/−

注：加粗数据为对应各算法在相同实验条件下的最优结果。
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最优值为同一数量级，差距较小。

根据表 2 的 Wilcoxon 秩和检验结果，HLs-
MOFA 在实验中较 6 种对比算法表现更佳。充分

说明 HLsMOFA 搜索的最优前沿最接近真实

Pareto 前沿，在 LSMOPs 中展现的收敛性和多样

性较对比算法表现更佳。

根据表 3 呈现的各算法在 SMOP 测试集上运

行时间的实验结果，HLsMOFA 在 24 个测试函数

上均未取得最优结果。主要原因是，HLsMOFA 的

每次迭代过程均对得分进行动态更新，从而消耗

了额外计算资源，相较于其他对比算法在运行时

间上不占优势，但与花费最少时间的其他算法其

时间消耗在一个数量级。由表 2 可知，HLsMOFA 相

较于对比算法具有良好的收敛性与多样性。依

据 No-Free-Lunch Theorem 定理，HLsMOFA 在综

合性能提升的同时必然伴随计算复杂度的合理增

加。综合来看，相较于其他对比算法，HLsMOFA
在应对 LSMOPs 时展现出了更优的性能。

 

表 3   各算法在 SMOP 测试集上运行时间的实验结果
 

Table 3    Experimental results of the running time of each algorithm on the SMOP test set s
 

测试函数 M D SparseEA MOEAPSL SECSO PMMOEA TELSO DKCA HLsMOFA

SMOP1 2

100
9.519 2×10−1

(3.91×10−1)+
  1.649 4

(2.72×10−1)−
4.262 3×10−1

(1.66×10−1)+
  3.656 0

(5.52×10−1)−
  7.306 4×10−1

(1.43×10−1)+
  1.734 6

(7.52×10−2)−
  1.447 6
(1.08)

500
15.718 0
(2.26)+

29.427 0
(4.92)+

4.654 5
(3.65×10−1)+

40.448 0
(4.26)+

10.107 0
(3.82×10−1)+

24.487 0
(2.25×10−1)+

48.478 0
(3.85)

1 000
36.801 0
(15.30)+

112.450 0
(27.00)=

12.147 0
(3.40×10−1)+

105.310 0
(35.50)+

18.778 0
(7.72×10−1)+

51.984 0
(9.57×10−1)+

119.060 0
(162.00)

SMOP2 2

100
  9.766 9×10−1

(4.96×10−2)+
  1.638 6

(8.40×10−2)−
3.664 9×10−1

(4.25×10−2)+
  3.319 9

(1.27×10−1)−
  7.634 4×10−1

(5.40×10−2)+
  1.643 6

(5.45×10−2)−
  1.336 6

(1.83×10−1)

500
14.740 0

(3.54×10−1)+
24.769 0
(1.87)+

4.293 2
(1.44×10−1)+

38.448 0
(5.67×10−1)+

  9.743 1
(2.08×10−1)+

24.646 0
(5.66×10−1)+

47.848 0
(6.54)

1 000
31.784 0

(4.23×10−1)+
50.543 0
(1.77)+

7.770 1
(3.38×10−1)+

65.440 0
(2.03)+

17.756 0
(1.21)+

51.852 0
(7.73×10−1)+

101.820 0
(11.50)

SMOP3 2

100
  9.948 2×10−1

(5.13×10−2)+
  2.038 7
(1.68)−

2.861 8×10−1

(5.05×10−2)+
  3.373 9

(9.80×10−2)−
  7.454 9×10−1

(5.90×10−2)+
  1.626 8

(8.14×10−2)−
  1.463 5

(7.72×10−1)

500
15.223 0

(1.44×10−1)+
27.037 0
(4.41)+

4.708 0
(2.36×10−1)+

40.601 0
(1.18)+

  9.889 1
(1.44×10−1)+

24.611 0
(3.33×10−1)+

50.483 0
(6.52)

1 000
32.245 0

(4.94×10−1)+
52.549 0
(4.42)+

7.900 0
(3.12×10−1)+

63.820 0
(8.58)+

17.702 0
(1.04)+

51.275 0
(8.46×10−1)+

105.460 0
(10.70)

SMOP4 2

100
  9.549 3×10−1

(3.16×10−2)+
  1.861 7

(5.72×10−2)−
  3.176 4

(3.68×10−1)−
  5.897 1

(1.25×10−1)−
6.996 5×10−1

(1.00×10−1)+
  1.683 8

(1.05×10−1)−
  1.531 5

(4.41×10−1)

500
14.050 0

(3.77×10−1)+
61.879 0
(3.43)−

31.777 0
(1.37)−

59.175 0
(8.28×10−1)+

9.589 6
(1.60×10−1)+

24.679 0
(5.17×10−1)=

24.560 0
(2.28×10−1)

1 000
29.708 0

(5.49×10−1)+
114.170 0
(8.06)−

51.932 0
(3.33)+

105.890 0
(1.20)−

17.459 0
(1.05)+

54.456 0
(8.90×10−1)+

98.764 0
(1.15)

SMOP5 2

100
  1.027 2

(6.02×10−2)+
  1.885 3

(1.25×10−1)−
3.223 2×10−1

(3.62×10−2)+
  4.092 6

(1.04×10−1)−
  7.263 8×10−1

(3.80×10−2)+
  1.690 9

(1.05×10−1)−
  1.436 1

(5.81×10−1)

500
14.663 0

(3.63×10−1)+
66.875 0
(5.17)−

3.822 0
(1.46×10−1)+

50.109 0
(1.94)−

  9.544 6
(1.55×10−1)+

24.709 0
(2.68×10−1)+

43.615 0
(3.21)

1 000
32.482 0

(6.06×10−1)+
134.110 0
(20.70)−

6.776 4
(2.20×10−1)+

90.354 0
(2.81)+

18.544 0
(5.08×10−1)+

52.707 0
(7.05×10−1)+

102.190 0
(14.80)

SMOP6 2

100
  1.157 6

(4.98×10−2)+
  2.160 7

(1.77×10−1)−
4.593 0×10−1

(3.32×10−2)+
  4.292 3

(1.66×10−1)−
  7.878 0×10−1

(3.68×10−2)+
  1.821 2

(7.68×10−2)−
  1.398 0

(2.51×10−1)

500
16.857 0

(2.71×10−1)+
65.180 0
(3.12)−

6.058 2
(1.79×10−1)+

51.285 0
(5.65×10−1)−

11.565 0
(9.79×10−2)+

26.802 0
(5.69×10−1)+

39.932 0
(1.31)

1 000
37.221 0

(6.49×10−1)+
135.170 0
(9.52)−

11.565 0
(3.42×10−1)+

93.347 0
(1.67)+

22.566 0
(6.78×10−1)+

57.029 0
(5.03×10−1)+

106.330 0
(6.19)

SMOP7 2

100
  9.296 9×10−1

(4.28×10−2)+
  1.613 1

(1.23×10−1)−
3.061 3×10−1

(4.65×10−2)+
  2.999 6

(6.87×10−2)−
  6.890 4×10−1

(3.34×10−2)+
  1.571 4

(6.64×10−2)−
  1.372 7

(5.75×10−1)

500
10.556 0

(1.94×10−1)+
16.425 0
(9.44)+

2.580 6
(9.69×10−2)+

27.119 0
(7.92×10−1)+

  6.484 4
(1.56×10−1)+

17.585 0
(6.55×10−1)+

37.924 0
(7.11)

1 000
32.494 0

(4.07×10−1)+
55.085 0
(6.55)+

7.217 7
(3.61×10−1)+

65.174 0
(3.28)+

18.606 0
(9.94×10−1)+

51.584 0
(7.55×10−1)+

100.750 0
(5.82)
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为更直观展现 HLsMOFA 的算法性能，图 8
为各算法在部分具有代表性的 SMOP 测试函数上

的 3 种不同决策变量数的 Pareto 前沿拟合图，选

择的测试函数具有不同形式的真实 Pareto 前沿，

分别为 SMOP1、SMOP6 和 SMOP7。表中图的横

纵坐标轴分别表示 2 个目标函数，实线为真实

Pareto 前沿，黑点代表着种群中的个体。种群与

Pareto 曲线越重合代表算法收敛性能越好，种群

中的个体在 Pareto 前沿上分布得越均匀代表多样

性越佳。从图 8 可看出，HLsMOFA 与其他算法

相比拟合效果较好，说明 HLsMOFA 的收敛性与

多样性更佳。
 
 

测试函数 SparseEA MOEAPSL SECSO PMMOEA TELSO DKCA HLsMOFA

SMOP1

D=100

SMOP1

D=500

SMOP1

D=1 000

SMOP6

D=100

SMOP6

D=500

SMOP6

D=1 000

SMOP7

D=100

SMOP7

D=500

SMOP7

D=1 000 

图 8    各算法在 SMOP 测试集上的 Pareto 前沿拟合图

Fig. 8    Pareto front fitting plots of various algorithms on the SMOP test suite

续表 3

测试函数 M D SparseEA MOEAPSL SECSO PMMOEA TELSO DKCA HLsMOFA

SMOP8 2

100
  9.965 3×10−1

(3.81×10−2)+
  1.666 4

(1.10×10−1)−
2.825 0×10−1

(3.44×10−2)+
  3.148 2

(1.42×10−1)−
  7.533 6×10−1

(5.82×10−2)+
  1.723 0

(5.73×10−2)−
  1.306 2

(2.15×10−1)

500
  9.269 2

(1.28×10−1)+
14.905 0
(2.14)+

3.936 0
(1.24×10−1)+

34.939 0
(5.81×10−1)+

  9.710 1
(1.04×10−1)+

24.474 0
(3.29×10−1)+

44.685 0
(8.14)

1 000
31.955 0

(7.35×10−1)+
44.337 0
(3.24)+

6.935 1
(2.50×10−1)+

58.958 0
(1.70)+

18.978 0
(6.37×10−1)+

52.071 0
(1.43)+

98.833 0
(7.29)

+/−/= 24/0/0 9/14/1 22/2/0 13/11/0 24/0/0 15/8/1 −/−/−

注：加粗数据为对应各算法在相同实验条件下的最优结果。
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3.4    实际应用问题实验结果分析

HLsMOFA 与 6 种对比算法在实际应用问题上

得到 HV 均值与四分位差的对比结果如表 4 所示。

由表 4 可知，本文提出的 HLsMOFA 在 3 个投资组

合优化问题与 3 个稀疏信号重构问题中获得了 5 次

最佳 HV 值，此外 DKCA 获得了一次最佳 HV 值。在

Wilcoxon 秩和检验结果中，HLsMOFA 获得了最优

结果。充分说明本文提出的算法在解决实际应用

问题时也能展现出优秀的性能，是一种可靠的用

于解决实际大规模稀疏多目标优化问题的算法。
 
 

表 4    HLsMOFA 与 6 种算法的 HV 值比较
Table 4    Comparison of HV values between HLsMOFA and six algorithms

 

测试问题 M D SparseEA MOEAPSL SECSO PMMOEA TELSO DKCA HLsMOFA

Sparse_PO 2

100
1.076 8×10−1

(1.03×10−3)−
1.077 0×10−1

(5.59×10−4)−
1.078 3×10−1

(3.29×10−6)−
1.077 1×10−1

(3.42×10−4)−
1.075 9×10−1

(5.33×10−6)−
1.077 5×10−1

(1.94×10−9)−
1.078 9×10−1

(1.21×10−9)

500
1.203 2×10−1

(6.98×10−2)−
1.084 4×10−1

(3.67×10−3)−
1.195 5×10−1

(5.88×10−5)−
1.173 5×10−1

(4.76×10−7)−
1.188 9×10−1

(7.42×10−5)−
1.191 6×10−1

(9.52×10−8)−
1.208 8×10−1

(4.21×10−7)

1 000
1.233 3×10−1

(8.72×10−3)−
1.122 9×10−1

(6.52×10−4)−
1.215 7×10−1

(7.54×10−4)−
1.211 8×10−1

(2.36×10−5)−
1.218 5×10−1

(8.26×10−6)−
1.223 6×10−1

(5.93×10−6)−
1.247 4×10−1

(7.88×10−6)

Sparse_SR 2

128
3.632 2×10−1

(2.72×10−5)−
3.597 2×10−1

(1.78×10−4)−
3.434 4×10−1

(6.44×10−3)−
3.617 3×10−1

(6.78×10−4)−
3.021 1×10−1

(8.32×10−3)−
4.185 4×10−1

(6.59×10−4)+
4.113 4×10−1

(4.78×10−3)

520
3.647 9×10−1

(7.52×10−6)−
3.082 2×10−1

(4.93×10−5)−
2.374 2×10−1

(7.79×10−5)−
3.201 8×10−1

(5.56×10−4)−
1.956 6×10−1

(7.21×10−5)−
3.591 1×10−1

(6.12×10−3)−
3.683 3×10−1

(3.89×10−5)

1 024
3.871 8×10−1

(8.43×10−3)−
2.894 4×10−1

(5.22×10−7)−
1.974 2×10−1

(4.74×10−4)−
3.085 2×10−1

(7.32×10−4)−
1.858 2×10−1

(4.41×10−4)−
3.243 8×10−1

(6.93×10−5)−
4.012 7×10−1

(4.72×10−3)

+/−/= 0/6/0 0/6/0 0/6/0 0/6/0 0/6/0 1/5/0 −/−/−

注：加粗数据为对应各算法在相同实验条件下的最优结果。
 
 

4   结束语

本文分析了多目标萤火虫算法在求解大规模

稀疏多目标优化问题时面临的 Pareto 最优解稀疏

性维持困难与种群收敛性不足的挑战，提出一种

得分引导与特征选择的分层多目标萤火虫算法。

该算法提出了一种得分引导的初始化策略，在初

始化阶段计算决策变量初始得分，生成具有稀疏

性的高质量初始化种群。构建了特征选择的得分

更新机制，引入 Relief 算法计算特征权重，每次迭

代中结合特征纯度共同更新决策变量得分，进而

维持 Pareto 最优解的稀疏特性。设计了一种分层

学习模式，将萤火虫种群按比例进行分层，从而

减少移动过程中个体受全吸引模型影响而产生的

振荡，提升了算法在大规模搜索空间中的收敛能

力。将 HLsMOFA 与 6 种多目标优化算法，在

8 个基准测试函数与 2 个实际应用问题的不同决

策变量数目环境下进行比较。实验结果显示在大

规模稀疏多目标优化问题中 HLsMOFA 较 6 种对

比算法具有更佳的综合优化性能，能够对大规模

稀疏多目标优化问题进行有效求解。但随着决策

变量数量的增加，算法的性能出现下降趋势，未

来将进一步研究算法在 1 000 维以上的大规模稀

疏优化问题上的表现。
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