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摘    要：目前层次型或深度模糊系统性能优异，但是模型复杂度较高；而基于蒸馏学习的轻量型 TSK(Takagi-Su-
geno-Kang) 模糊分类器主要以单教师知识蒸馏为主，若教师模型表现不佳，则会影响蒸馏效果和模型的整体性
能；此外，传统的多教师蒸馏通常使用无标签策略分配教师模型输出的权重，容易使低质量教师误导学生。对
此，本文提出了一种基于多教师自适应知识蒸馏的 TSK 模糊分类器 (TSK fuzzy classifier based on multi-teacher
adaptive knowledge distillation, TSK-MTAKD)，以多个具有不同神经表达能力的深度神经网络为教师模型，利用
本文提出的多教师知识蒸馏框架从多个深度学习模型中提取隐藏知识，并传递给具有强大不确定处理能力的
TSK 模糊系统。同时设计自适应权重分配器，将教师模型的输出与真实标签做交叉熵处理，更接近真实值的输
出将被赋予更高权重，提高了模型的鲁棒性与隐藏知识的有效性。在 13 个 UCI 数据集上的实验结果充分验证
了 TSK-MTAKD 的优势。
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TSK fuzzy classifier based on multi-teacher adaptive knowledge distillation

ZHANG Xiongtao1,2，CHEN Tianyu1,2，ZHAO Kang1,2，LI Shuimiao2,3，SHEN Qing1,2
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Management and Application of Modern Agricultural Resources, Huzhou 313000, China; 3. Information Technology Center, Huzhou
University, Huzhou 313000, China)

Abstract: Currently, hierarchical and deep fuzzy systems demonstrate excellent performance, but they often suffer from
high model complexity. Lightweight Takagi-Sugeno-Kang (TSK) fuzzy classifiers based on distillation learning typic-
ally rely on single-teacher knowledge distillation. However, if the teacher model underperforms, then the distillation ef-
fect  and  the  overall  model  performance  can  be  compromised.  Furthermore,  traditional  multiteacher  distillation  ap-
proaches often assign weights to teacher model outputs using label-free strategies, which may allow low-quality teach-
ers to mislead the student model. Aiming to address these issues, this paper introduces a TSK fuzzy classifier based on
multiteacher adaptive knowledge distillation (TSK-MTAKD). The method employs multiple deep neural networks, each
with  different  neural  expression  capabilities,  as  teacher  models.  The  proposed  distillation  framework  extracts  dark
knowledge from these models and transfers it to a TSK fuzzy system, leveraging its strong capability to handle uncer-
tainty. Additionally, an adaptive weight allocator is introduced, which performs cross-entropy calculations between the
output  of  the  teacher  model  and  the  true  label.  Outputs  that  are  closer  to  the  true  label  are  assigned  higher  weights,
thereby  improving  model  robustness  and  the  quality  of  dark  knowledge.  Experimental  results  on  13  UCI  benchmark
datasets validate the advantages of the TSK-MTAKD approach.
Keywords: TSK fuzzy classifier; knowledge distillation; multiple teacher networks; adaptive allocation of weights; dark
knowledge; fuzzy system; different perspectives; deep learning

深度学习[1] 通过深层神经网络来模拟和学习

数据中的复杂特征和表示，以实现各种机器学习

任务，如图像识别、自然语言处理、语音识别、推
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荐系统等。它已经成为人工智能领域的主要技

术，并在解决复杂问题和处理大规模数据方面具

有广泛的应用[2]。

除了深度学习外，在机器学习中，模糊系统是

一种基于模糊逻辑理论的建模和控制方法，旨在

处理那些难以准确建模的复杂系统，特别是存在

不确定性和模糊性数据的系统。TSK(Takagi-Sug-
eno-Kang) 模糊系统 [3] 是一种特定类型的模糊逻

辑系统，用于进行模糊推理和建模，在模糊逻辑

领域中被广泛应用，其通常用于建立基于 IF-THEN
模糊规则的推理系统、控制系统，以及模糊数据

建模等。TSK 模糊系统的一个关键特点是它能够

将模糊输入数据映射到确定性的输出，这使得它

在需要准确控制和建模的应用中非常有效。此

外，它通常通过模糊推理和模糊学习方法进行建

模和优化，以适应特定应用的需求。不仅如此，其

也因为直观的模糊规则，从而拥有较高的可解释性。

除此以外，知识蒸馏 [4] 也是一种机器学习技

术，旨在通过将一个复杂模型 (通常称为“教师模

型”) 的知识传递给一个较简单的模型 (通常称为

“学生模型”)，来提高学生模型的性能。这个概念

提出后便被广泛应用于深度学习领域。知识蒸馏

的基本思想是，通过教师模型的预测结果和中间

表示 (通常是模型的软标签或特征表示) 来指导

学生模型的训练。这有助于学生模型更好地学习

复杂任务，特别是在数据有限的情况下。

近年来，随着知识蒸馏方法的提出，研究者们

也开始探索将 TSK 模糊逻辑系统与知识蒸馏相

结合的创新方法。如 Jiang 等 [5] 提出了一种基于

卷积神经网络 (convolutional neural network, CNN)
的 CNNBaTSK(CNN-based born-again Takagi-Sug-
eno-Kang fuzzy classifier) 模型，采用非迭代学习方

法来求解模糊规则的后向参数，为知识蒸馏方法

提供了新的视角。Júnior 等 [6] 通过知识蒸馏技

术，将复杂模型的知识传递给 TSK 模糊系统，提

高了模型的可解释性和性能。Gu 等 [7] 提出了一

种将深度神经网络 (deep neural network, DNN) 的
知识传递给 TSK 模糊推理系统的方法，其通过知

识蒸馏技术，将 DNN 的知识表达为模糊规则，从

而更容易解释特定的决策。Zhang 等 [8] 提出了

HTSK-LLM-DKD(high-order TSK to low-order TSK
fuzzy classifier with least learning machine based de-
coupling knowledge distillation)，其将高阶 TSK 模

糊分类器作为教师模型，低阶 TSK 模糊分类器作

为学生模型，利用解耦知识蒸馏将高阶 TSK 模糊

分类器中的隐藏知识迁移到低阶 TSK 模糊分类

器中。Erdem 等 [9] 提出了一种基于深度学习的知

识蒸馏方法，将深度模型的泛化能力迁移到区间

二型模糊逻辑系统中，显著提高了模糊逻辑系统

的学习性能。

目前知识蒸馏与 TSK 模糊逻辑系统相结合

的研究大多采用单教师知识蒸馏的方法，但是在

教师模型表现不佳的情况下，教师会误导学生，

从而影响模型的性能。除此以外，现有的多教师

知识蒸馏通常对教师的输出取平均或采用其他无

标签策略 [10-11]，这对于不同能力的教师模型来说

显然是不合理的。为此，本文提出了基于多教师

自适应知识蒸馏的 TSK 模糊系统算法 (TSK fuzzy
classifier based on multi-teacher adaptive knowledge
distillation, TSK-MTAKD)，从多个教师模型中提取

隐藏知识传递给学生模型，即利用多个教师模型

来提升 TSK 模糊逻辑系统的性能，提高模型的鲁

棒性。除此以外，本文还设计了自适应权重分配

器，使教师模型面对不同的数据集能根据准确率

自适应地分配输出权重。本文的主要贡献如下：

1) 本文将图卷积网络 (graph convolutional net-
work, GCN)、CNN、Transformer 3 个神经网络作为

教师模型，TSK 模糊逻辑系统作为学生模型，利

用多教师知识蒸馏，从 3 个教师模型中提取隐藏

知识传递给学生模型，从而提升 TSK 模糊分类器

的性能。与传统的单教师知识蒸馏模型相比，本

文的 TSK-MTAKD 在保证模型可解释性的同时，

提升了模型的性能，增加了模型的鲁棒性。

2) 本文设计了一种自适应权重分配器，计算

多个教师模型的输出与真实标签之间的交叉熵损

失，使蒸馏模型能根据不同规模的数据集下教师

模型的性能差距自适应地分配教师模型的权重，

与传统的多教师权重分配方法相比，本文的自适

应权重分配器能根据实际情况合理地分配权重，

从而更有利于隐藏知识的提取。

3) TSK-MTAKD 在 13 个 UCI 数据集上充分

体现了其有效性，在大多数数据集上都取得了最

好的性能，其性能优于高阶 TSK 模糊分类器，具

有更强大的泛化能力。 

1   相关工作
 

1.1    TSK 模糊逻辑系统

k
TSK 模糊逻辑系统是最为著名的模糊分类器

之一，其最为著名的是它的模糊规则，以第 条规

则为例，TSK 模糊逻辑系统的模糊规则可以表示为
IF x1 is Ak

1 and x2 is Ak
2 and · · · xm is Ak

m,

THEN yk = f k(X) k = 1,2, · · · ,K (1)
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xi X i Ak
i

k i xi

f k(X) k K

式中： 代表输入向量 的第 个特征； 代表第

条规则在第 个输入特征 上的前件模糊集；

代表第 条规则的后件； 代表模糊规则的

数量。这些模糊规则构成了一个模糊知识库，每

个模糊规则都可以被看成一块模糊知识。式 (1)
中的 IF-THEN 模糊规则和人类的语言非常接近，

因此可以说模糊规则能被人类读懂和理解，即

TSK 模糊系统具有较高的可解释性。其前件首先

将输入数据划分为多个模糊区域，这通常用到模

糊聚类[12]、K-means 聚类[13] 或等间距划分等算法，

然后应用高斯隶属度函数计算得到每个输入数据

的隶属度，最后将其规范化，这就得到了模糊规

则的“IF”部分，这一部分描述了输入数据和各模

糊区域之间的关联关系。其后件是对前件部分进

行求解和优化，通常使用最小学习机 [14] 或全连接

层 [15] 等算法，求解过程中得到的系数就是后件参

数，这也就是模糊规则的“THEN”部分，这一部分

描述的是隶属度和结果的关系。

近年来，TSK 模糊系统有迅速的发展和改

进， Qin 等[16] 以特殊方式堆叠组合 0 阶 TSK 模糊

分类器，显著提升了其分类性能，并增强了对环

境变化的适应性。Xue 等[17] 引入了一种独特的门

函数，通过在训练阶段同时进行特征选择和规则

提取，有效提升了模糊规则的质量。Cui 等 [18] 用

层归一化的方法缓解了梯度消失的问题，提高了

TSK 的泛化性能。 

1.2    深度学习模型

CNN[19] 是一类专门设计用于处理网格结构

数据的深度学习模型，最初主要应用于计算机视

觉任务。CNN 通过卷积层[20]、池化层和全连接层

等组件，以端到端的方式学习输入数据的特征表

示，通过卷积操作来有效地提取输入数据中的特

征。这些层通常包括 softmax 激活函数，用于多

类别分类问题。近年来，CNN 也发展出了许多变

体，如 ResNet[21]、MobileNet[22]、EfficentNet[23] 等。

GCN[24] 是另一种深度学习模型，GCN 的核心

思想是通过卷积操作来学习图数据中节点之间的

关系，使得模型能够有效地捕捉图的结构信息。

GCN 主要用于处理图结构数据，其中节点表示图

中的实体，边表示节点之间的关系。这种图结构

的表示可以用邻接矩阵来描述，邻接矩阵的矩阵

元素表示节点之间的连接关系。近年来，GCN 被

广泛用于交通流预测等领域，并在原有的基础上

产生了许多新的变体，如 Zhao 等 [25] 将时空交通

数据建模为图结构，并利用图卷积操作来学习时

空特征，利用时空邻近性以及节点之间的交互关

系，有效地捕获交通数据的复杂时空动态。Abu-
Ei-Haija 等 [26] 结合多个尺度的图卷积操作，在不

同的尺度下捕获图数据的局部和全局特征，提高

了节点分类任务的性能和泛化能力。

Transformer[27] 是一种基于自注意力机制 [28]

的深度学习模型架构，于 2017 年被提出，其最初

用于自然语言处理 (natural language processing，
NLP) 领域。Transformer 使用自注意力机制，通过

对输入序列中不同位置的元素赋予不同的权重，

实现对序列内元素之间关系的建模。这使得模型

能够处理长距离依赖关系，而无需依赖固定大小

的局部窗口。近年来，越来越多的学者在 Trans-
former 的基础上研究出新的深度学习模型。Devlin
等 [29] 提出了一种基于 Transformer 的预训练语言

模型 BERT(bidirectional encoder representations
from transformers)，通过双向 Transformer 编码器来

学习句子表示。Yang 等 [30] 通过组合自回归和自

编码的方式来进行训练模型，在多项 NLP 任务上

取得了最佳性能，超越了之前的许多模型。除此

以外，最近热门的 GPT(generative pre-trained trans-
former) 系列模型 [31] 也是基于 Transformer 的预训

练语言模型，GPT 模型使用了 Transformer 的解码

器结构，并采用了自回归生成的方式来生成文本。

深度学习模型因其强大的学习能力被各大领

域的学者广泛使用，其支持端到端的学习并且能

适应大规模数据，因此在许多领域取得了巨大的

成功。但是深度学习模型一般是黑盒模型，其内

部的决策过程难以解释，并且在调优和调试时由

于模型内部结构复杂，其行为和性能很难被完全

理解和解释。 

1.3    知识蒸馏

τ

Z i βi

在机器学习中，大模型能从大量的复杂数据

中进行学习和泛化特征，学习能力强；相比之下，

小模型结构简单，计算消耗更少，但其泛化能力

比不过大模型。因此可以通过知识蒸馏将大模型

学到的隐藏知识，即映射关系传递给小模型，以

此来提高小模型的性能。首先将数据集同时输入

教师模型和学生模型，通过带有温度参数 的 soft-
max 函数将两者的输出 转化为软标签 ：

βi =
exp(Z i/τ)

C∑
j=1

exp(Z j/τ)

(2)

随后再计算两者的蒸馏损失，然后计算学生

模型与真实标签的硬损失。两个损失构成了学生

模型的损失函数，知识蒸馏的目标就是最小化学

生模型的损失函数，以提高模型的性能。

知识蒸馏可以从性能较好但运行时间较长的
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大模型中提取隐藏知识，传递给运行时间短但性
能较差的小模型，在保证模型运行时间短的同时
提升了模型的性能。近年来，许多学者利用知识
蒸馏来提升小模型的性能表现 [32-34]。知识蒸馏模
型如图 1 所示。
  

教师模型

…

学生模型

蒸馏
损失

…

标签

硬损失

 
图 1    知识蒸馏模型

Fig. 1    Knowledge distillation model 

2   模型具体介绍
 

2.1    整体模型框架

本文采用多教师自适应知识蒸馏，选用 GCN、

CNN、Transformer 作为教师模型，一阶 TSK 模糊

逻辑系统作为学生模型，将隐藏知识从教师网络

提取出来，并传递给学生模型，在保持学生模型

高解释性的同时，提高学生模型的性能。模型的

整体架构如图 2 所示。从图 2 中可以看到，将输

入同时输进学生模型和 3 个教师模型，可以得到

各自的概率输出。3 个教师模型的概率输出通过

设计的自适应权重分配器整合成一个新的概率输

出，再计算其与学生模型输出的软标签，计算两

者的蒸馏损失。将学生模型的输出与真实标签作

交叉熵，就可以得到两者的硬损失。将硬损失与

蒸馏损失各自加权，即可得到模型的总损失。
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μ2,1

μR,1

μ1,2

μ2,2

μR,2

μ1,1

μ2,m
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f2

fR

g1

g2

gR

∑ y0

输出

教师网络
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自
适
应
权
重
分
配
器

标签

蒸馏损失

标签

硬损失

总损失

X1

X2

X3
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Z2

Z3
Z4

…

多
头
注
意
力

批
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前
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网
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批
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一
化

输入

教师 1

教师 2

教师 3

学生

···

输出

输出

输出

 

图 2    TSK-MTAKD 整体模型

Fig. 2    Overall model of TSK-MTAKD
 

2.2    学生模型和教师模型的处理 

2.2.1   教师模型

GCN 能根据节点间的关系创建邻接矩阵，具

有良好的图结构处理能力；CNN 因其层次化结构

而在图像等高维数据处理上性能强大并得到了广

泛的应用；Transformer 则因其采用注意力机制而
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X = (x1, x2, · · · , xi, · · · , xm)T ∈ RN×m

使系统拥有强大的序列数据处理能力。因此，为

了提高模型面对不同数据的处理能力，本研究选

择 GCN、CNN、Transformer 作为教师网络，假设

输入的特征为 ：

N

X A A ∈ Rm×m

A

对于 GCN，假设有 个样本，本文针对输入的

特征 创建一个邻接矩阵 ， ，然后通过

捕获特征之间的内在联系来更新邻接矩阵 ，对

于整体的 GCN 框架，正向传播公式为

ZGCN = f (X, A) = softmax(D̃−
1
2 ÃD̃−

1
2 XW(0)) (3)

ZGCN Ã = A+ I I

D̃ Ã D̃ii =
∑

j

Ãi j W(0)

式中： 是 GCN 的输出； ， 是单位矩

阵； 是 的度矩阵， ； 是第 0 层的

权重矩阵。

X
对于 CNN，本文选择使用含有 4 层卷积层的

CNN。将输入的特征 输入到教师模型 CNN 中，

首先在卷积层中，采用卷积核进行卷积运算，随

后加入偏置，再利用激活函数进行非线性变换，

得到的输出作为下一层卷积层的输入再次卷积，

具体公式为
Z0 = f (W0X+ b0)
Z1 = f (W1Z0+ b1)

...

Zr = f (Wr Zr−1+ br)

(4)

Zr r f (·)
Wr r br

r

式中： 表示第 层卷积层的输出， 代表激活

函数， 代表第 层卷积层的卷积核， 表示第

层卷积层的偏置。

卷积后利用全连接层将深度特征映射到新的

特征空间，随后得到的输出利用 softmax 激活函

数转化为概率输出，具体公式为

Za = f (WaZr + ba) (5)

ZCNN = softmax(Za) (6)
Za

f (·) Wa ba

ZCNN ZCNN ∈ RN×C N
C

式中：a 表示全连接层， 表示全连接层的输出，

代表激活函数， 代表全连接层的权值， 表

示全连接层的偏置。由此经过逐层的神经表达，

获得最后的输出 ， ，其中 是样本

数， 是类别数。

X
Q K V

对于 Transformer，首先对输入特征 作 3 种

不同的线性变换得到 (query)， (key)， (value)：

Q =WQX ∈ Rm×h (7)

K =WK X ∈ Rm×h (8)

V =WV X ∈ Rm×g (9)
WQ WK WV g

h
式中： 、 、 都是可学习的参数矩阵， 、

是各自的隐藏层维度。随后进行注意力加权，

得到加权后的特征：

Attention(Q,K,V) = softmax
ÅQKT

√
m

ã
V (10)

G将上述过程重复 次，然后把输出拼接起来，

公式描述为

Ti = Attention(XWQ
i ,XWK

i ,XWV
i ) (11)

MultiHead(Q,K,V) = Concat(T1,T2, · · · ,TG)WO (12)
WO WQ

i ∈ Rm×h WK
i ∈ Rm×h

WV
i ∈ Rm×g

式中： 是输出变换矩阵， ， ，

。然后利用残差连接，防止梯度消失或

梯度爆炸。最后利用 softmax 得到输出结果，具

体公式为

Xattention = X+Xattention (13)

ZTr = σ(W1(W0Xattention+ b0)+ b1) (14)
ZTr W0 W1

b0 b1 σ(·)
式中： 表示 Transformer 的输出， 和 是参

数矩阵， 和 是偏置参数， 是 softmax 函数。 

2.2.2   学生模型

TSK 模糊逻辑系统具有模型小、运行时间快

和可解释性较强等特点 [35]，被广泛运用于处理模

糊问题，因此本研究选择一阶 TSK 模糊逻辑系统

作为学生模型。

X f k(X)对于输入的特征 ，IF-THEN 规则中的

可以表示为

f k(X) = Pk
0+ xk

1Pk
1+ xk

2Pk
2+ · · ·+ xk

mPk
m,

k = 1,2, · · · ,K (15)

Pk
i i = 1,2, · · · ,m k

K k

X f (X)

式中： ( ) 是第 条模糊规则的后件

参数， 是模糊系统中模糊规则的总数。第 条模

糊规则将输入向量 映射到输出 可以定义为

f (X) =
K∑

k=1

µk(X)
K∑

k′=1

µk′(X)

f k(X) =
K∑

k=1

µ̃k(X) f k(X) (16)

µk(X) k

µ̃k(X)

式中： 是第 条模糊规则的模糊隶属程度，规

范化后得到 。

µk(X) =
b∏

i=1

µAk
i
(xi) (17)

µAk
i
(xi) xi Ak

i式中： 是 在模糊集 上的隶属程度，一般

使用高斯隶属度函数来计算模糊隶属度程度：

µAk
i
(xi) = exp

Ç
−(xi− vk

i )
2

2δk
i

å
(18)

δk
i vk

i

vk
i δk

i vk
i {0,0.25,0.5,0.75,1}

Zs

式中： 是核宽； 是中心参数，是每个模糊规则的

中心。 和 被称为前件参数， 从

中随机选择，可以被自然语言解释为{非常低，

低，中，高，非常高}，这也保证了前件的可解释

性。因此，学生模型的输出 可以线性表示为

Zs = f (X) = PT
d xd (19)

Pd式中： 是模糊规则的后件参数，相关的参数计

算公式为

xd =
î
(x̃1)T, (x̃2)T, · · · , (x̃K)T

óT
∈ RK(m+1) (20)

第 20 卷 智　能　系　统　学　报 ·1140·

 



x̃K = µ̃k(X)Xe ∈ RK(m+1) (21)

Xe = (1,XT)T ∈ RK(m+1) (22)

Pd = [(P1)T, (P2)T, · · · , (PK)T]T ∈ RK(m+1) (23)

Pk = (pk
0, p

k
1, · · · , pk

m)T ∈ RK(m+1) (24)
对于学生模型的后件参数，本文将用梯度下

降算法进行更新，相关公式为

H = −
N∑

i=1

C∑
t=1

Yi,t log(Zsi,t
) (25)

Pd(q+1) = Pd(q)−η ∂H
∂Pd(q)

(26)

H η式中： 是交叉熵损失， 是给定学习率。 

2.3    自适应权重分配器

在多教师知识蒸馏中，每个教师都会有一个

输出，整合每个教师的输出就会得到一个新的输

出，此时就会涉及权重分配的问题。以往的多教

师模型一般是对多个教师的输出取平均，或是类

似于设置固定参数值的无标签策略 [9,11]。但这往

往是不合理的，不同的教师对于不同的数据集会

有不一样的效果，因此，本文设计了一种能自适

应分配教师模型输出权重的方法，让不同的教师

模型根据不同的应用场景来自适应地分配权重。

ZTotal = [ZGCN,ZCNN,ZTr]

在现实中，准确率更高的教师模型往往更被

信任，更被认为“能教出好的学生”。因此，本文

以此设计自适应权重分配器，计算每个教师模型

的输出与真实标签的交叉熵损失，损失更小的被

认为准确率更高，其对应的教师模型则被赋予更

高的权重。以本文中 3 个教师模型为例，对于

3 个教师的输出 ，分配权重

的具体公式为

Lq
t = −

C∑
c=1

Y c log(Zc
tq
) (27)

wq
t = 1− exp(Lq

t )∑
j

exp(L j
t )

(28)

tq q Lq
t q

C Y

wq
t q

ZTeacher

式中： 表示第 个教师模型， 表示第 个教师模

型与真实标签的交叉熵损失， 是类别数， 是真

实标签， 表示第 个教师模型对应的权重。从

公式可以看出，更高的损失对应着更低的权重。

由此，经过自适应权重分配器整合后的教师模型

总输出 可以表示为

ZTeacher =

Q∑
q=1

wq
t Z tq
∈ RN×C (29)

 

2.4    多教师知识蒸馏

知识蒸馏是一种利用大模型提升小模型性能

的方式，它能在保持小模型运行速度与可解释性

的同时，提高小模型的泛化性能。传统的单教师

模型在教师模型表现不佳的情况下，会影响整体

的蒸馏效果，从而影响模型的整体性能。本文采

用了 3 个深度学习网络：GCN、CNN、Transformer
来作为教师模型。

τ

β =
[
β1,β2, · · · ,βi, · · · ,βC

]
∈

R1×C

多教师知识蒸馏与单教师知识蒸馏相同点在

于，在将多个教师网络的输出整合成一个输出

后，利用带有温度参数 的 softmax 函数将教师与

学生的输出转化为软标签

，教师与学生的软标签都可以用公式算得：

βi =
exp(Z i/τ)

C∑
j=1

exp
(
Z j/τ

) (30)

Lkd

LCE

LTotal

通过计算 KL(Kullback-Leibler divergence) 散
度来比较两者的差异，即蒸馏损失 。再将学生

模型的输出与真实标签作交叉熵，计算出硬损失

。最后 2 个损失加权，就得到了模型的总损失

函数 ，具体公式为

Lkd = KL(βt||βs) =
C∑

c=1

βtc log
Å
βtc
βsc

ã
(31)

LCE = −
C∑

c=1

Y c log(Zc
s ) (32)

LTotal = αLkd+ (1−α)LCE (33)
C Zc c t

s
式中： 是类别数， 表示第 类的概率输出， 代

表整合后的教师， 代表学生。 

2.5    TSK-MTAKD 学习算法

TSK-MTAKD 算法包括教师模型和学生模型

的构建、教师模型输出的整合以及知识蒸馏，具

体流程见算法 1~2。
算法 1　构建教师模型和学生模型

X = (x1, x2, · · · , xi, · · · , xN)T ∈ RN×m

Y = (y1,y2, · · · ,yi, · · · ,yN)T ∈ RN×1

K θ ξ η

输入　数据集 ；

真实标签 ；模糊规则

数 ；最大迭代次数 ；阈值参数 ；学习率 。

输出　3 个教师模型的输出和学生模型的

输出。

vk
i

δk
i

1) 以随机的方式从由{0,0.25,0.5,0.75,1}构成

的固定模糊划分中选择高斯函数的中心 ，设置

核宽 为正值，利用式 (15)~(17) 计算得归一化的

模糊隶属度；

2) 利用式 (19)~(23) 计算学生模型的前件参

数矩阵；

3) 利用梯度下降算法计算学生模型的后件

参数：

Pd q = 14) 初始化后件参数 并设定 ；

Repeat
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Pd(q+1)利用式 (24)~(25) 计算 ；

q = q+1；
H(q)−H(q−1) ⩽ ξ or q ⩾ θUntil 

ZGCN

5)  利用式 (2) 计算教师模型 GCN 的输出

；

ZCNN

6) 利用式 (3)~(5) 计算教师模型 CNN 的输出

；

ZTr

7) 利用式 (6 )~(13) 计算教师模型 Trans -
former 的输出 ；

Zs = PT
d xd8) 计算得到学生模型的概率输出 ；

算法 2　基于多教师自适应知识蒸馏的 TSK
模糊分类器 (TSK-MTAKD)

X = (x1, x2, · · · , xi, · · · , xN)T ∈ RN×m

Y = (y1,y2, · · · ,yi, · · · ,yN)T ∈ RN×1

ZGCN ∈ RN×C ZCNN ∈ RN×C ZTr ∈ RN×C

Zs ∈ RN×C ε

ξ η τ α

输入　数据集 ；

真实标签 ；3 个教师

模型的输出 ， ， ；

学生模型的输出 ；最大迭代次数 ；阈值

参数 ；学习率 ；温度参数 ；蒸馏参数 。

输出　TSK-MTAKD 的输出。

ZTeacher ∈ RN×C

1) 利用式 (26)~(28) 计算各教师模型与真实

标签的交叉熵，并以此分配各自所占的权重，求

出最终的教师模型总输出 ；

βt βs
2) 通过式 (29) 计算得到教师模型总输出和学

生模型输出的软标签 和 ；

3) 利用梯度下降算法更新 TSK-MTAKD 的后

件参数：

Pd q = 14) 初始化后件参数 并设定 ；

Repeat

Pd(q+1) = Pd(q)−η ∂LTotal

∂Pd(q)
；

q = q+1；
LTotal(q)−LTotal(q−1) ⩽ ξ or q ⩾ εUntil 

5) 计算 TSK-MTAKD 的输出。

O(5mK)
O(mK)

O(5Nm3K)
O(εNmKC) ε

N m K
C

O(5mK +mK +5Nm3K +εNmKC) ≈ O(5Nm3K+
εNmKC)

TSK-MTAKD 的时间复杂度主要由其学生模

型决定，包括：建立中心矩阵的时间复杂度为 ，

建立宽度矩阵的时间复杂度为 ，生成前件

参数矩阵的时间复杂度为 ，生成后件参

数矩阵的时间复杂度为 。其中， 是最高

迭代次数， 是样本数， 是特征数， 是模糊规则

数， 是类别数，因此 TSK-MTAKD 的总时间复杂

度为

。 

3   实验

本文选择使用 4 个模糊分类器和 4 个模糊知

识蒸馏模型与 TSK-MTAKD 进行对比实验，本文

实验运行的硬件环境为： Intel(R) Core(TM) i9-

12900H 2.5 GHz 搭载  16GB RAM 与  Microsoft
Windows 11 系统，编程环境为：Python 3.7.16 配备 Torch
1.8.1 库。 

3.1    数据集

由于本文主要应用于分类任务，因此本节的

实验从 UCI 数据库中随机选择了 13 个不同规模

不同场景的分类数据集，本实验对数据集采用归

一化处理，并将分类特征转化为数值特征，数据

集特征数与样本数具体介绍如表 1 所示。
 
 

表 1    数据集简介
Table 1    Introduction to the dataset

 

数据集 特征数 样本数

Iris(IRI) 4 150

Wine(WIN) 13 178

Sonar(SON) 60 208

Seeds(SEE) 7 210

Ionosphere(ION) 32 351

Vote(VOT) 16 435

Wisconsin(WIS) 9 683

QSAR-Biodegradation(QSA) 41 1 055

Cardiotocography(CAR) 21 2 126

Titanic(TIT) 3 2 201

Segmentation(SEG) 18 2 310

Brainweb(BRA) 3 20 000

Adult(ADU) 14 48 841
  

3.2    实验环境与参数设置

n

n = 1,2

TSKn
v1 n n = 1,2

TSKn
v2 n n = 1,2

本文的 TSK-MTAKD 是从 3 个教师模型中提

取隐藏知识的新型 TSK 模糊蒸馏分类器，因此，

为评价此模型的性能，本文选择将 阶 TSK 模糊

分类器 ( ) 作为对比模型，本文将两种利用

不同方法求解后件参数的 TSK 模糊分类器区分

开来，其中， ( 为阶次， ) 的后件参数

使用最小学习机求解， ( 为阶次， ) 的
后件参数使用梯度下降法进行更新。同时，本文

针对多教师知识蒸馏模型，将 3 个单教师知识蒸

馏模型加入到对比模型中，在准确率和加权 F1 分

数上与本文的 TSK-MTAKD 进行对比。其中，GKD、

CKD、TrKD 的教师模型分别采用 GCN、CNN、

Transformer，而这 3 个单教师模型的学生模型都

选择使用 TSK 模糊逻辑系统，以此比较各自对学

生模型的提升效果。除此以外，本文设计 TSK-MTKD
模型作为对比模型，TSK-MTKD 采用与 TSK-MTAKD
相同的教师模型网络，但采用取平均的权重分配

策略。对比模型的具体信息如表 2 所示。
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表 2    对比模型简介
Table 2    Introduction to comparative model

 

模糊分类器

名称 前件 后件 阶次

TSK1
v1

等间距划分

最小学习机
1

TSK2
v1 2

TSK1
v2

梯度下降
1

TSK2
v2 2

知识蒸馏模型

名称 教师模型 学生模型

GKD GCN TSK

CKD CNN TSK

TrKD Transformer TSK

TSK-MTKD 多教师 TSK

K {1,2,
· · · ,20} τ {1,5,10,20,100}

α {0,0.25,0.50,0.75,1}
θ ε ξ

10−5 η

本文采用五折交叉在选取的数据集上验证所

有模型性能，对于模型所有可调参数采用网格搜

索来选择。其中，模糊规则数 的寻优范围为

；温度参数 的寻优范围为 ；

蒸馏参数 的寻优范围为 ；最

大迭代次数 和 都设置为 30；阈值参数 设置为

；学习率 设置为 0.01；其余参数设置为默认值[36]。

本文选择 2 个常用的性能指标来评判所有模

型的分类性能，分别是准确率 (accuracy, ACC) 和
加权 F1 分数 (weighted F1 score, W-F)。对于每个

数据集的最佳结果，本文将用粗体进行标记，“—”
表示所采用的方法不能在 3 h 内计算出其结果。 

3.3    实验结果与分析

表 3 给出了 TSK-MTAKD 与其他 8 个模糊分

类器的性能对比结果，针对这个表格，本文得出

以下结论。
 
 

表 3    所有模型在 UCI 数据集上的平均准确率和平均加权 F1 分数对比
Table 3    Comparison of average accuracy and average weighted F1 score of all models on UCI datasets

 

数据集 指标 IRI WIN SEE TIT ION WIS QSA SON SEG VOT CAR BRA ADU

TSK1
v1

ACC 86.33 88.78 92.41 78.99 85.90 96.85 86.63 78.57 99.41 94.13 87.72 95.76 84.06

W-F 86.43 88.84 92.42 78.96 85.11 96.82 86.56 78.43 99.40 94.18 87.76 95.75 83.92

TSK2
v1

ACC 87.00 84.29 92.95 79.11 84.05 96.92 80.88 78.82 99.43 92.64 88.61 95.77 84.63

W-F 87.11 84.31 92.99 79.02 83.43 96.86 80.82 77.80 99.42 92.66 88.87 95.79 84.50

TSK1
v2

ACC 96.66 97.83 92.79 78.00 92.58 96.92 87.48 84.99 99.58 94.59 90.92 95.44 84.29

W-F 96.72 97.85 92.84 77.64 91.72 96.64 86.93 84.63 99.43 94.29 91.04 95.45 84.26

TSK2
v2

ACC 96.66 98.88 92.42 78.25 91.44 96.99 87.06 83.65 99.61 92.06 90.79 95.55 —

W-F 96.67 98.84 92.39 78.20 90.43 96.69 86.39 83.20 99.56 91.58 90.45 95.45 —

GKD
ACC 97.22 98.32 92.86 78.55 92.77 97.07 88.23 85.03 99.60 94.60 91.11 95.57 84.36

W-F 97.38 98.33 92.90 78.45 92.01 96.76 88.33 84.86 99.57 94.44 91.06 95.47 84.35

CKD
ACC 96.98 98.85 92.85 78.55 92.63 97.08 88.26 85.01 99.61 94.62 91.26 95.52 84.37

W-F 97.12 98.88 92.86 78.24 92.24 96.88 88.25 84.72 99.60 94.32 91.08 95.46 84.38

TrKD
ACC 97.13 98.33 92.80 78.46 92.70 97.08 88.22 85.01 99.61 94.67 91.17 95.52 84.33

W-F 97.41 98.86 92.89 78.26 92.36 96.86 88.16 84.88 99.59 94.35 91.12 95.45 84.31

TSK-MTKD
ACC 97.25 98.87 92.97 78.51 92.86 97.12 88.32 85.24 99.61 94.77 91.28 95.57 84.40

W-F 97.42 98.88 92.99 78.41 92.44 96.98 88.36 84.92 99.58 94.56 91.12 95.47 84.38

TSK-MTAKD
ACC 97.43 98.99 93.74 78.76 93.26 97.42 88.48 85.82 99.63 95.16 91.36 95.59 84.65

W-F 97.45 98.92 93.77 78.46 92.59 97.32 88.46 85.60 99.61 94.92 91.20 95.49 84.41

注：“—”表示所采用的方法不能在3 h内计算出其结果，加粗表示本列最优结果。
 

1) 在准确率和加权 F1 分数方面，TSK-MTAKD
在绝大多数数据集上都取得了最好的性能表现，

特别是对于低阶 TSK 与高阶 TSK，TSK-MTAKD
都有显著的性能提升，本文分析这是由于教师模

型提取了隐藏知识传递给学生模型，从而提升了

模型的整体性能。

2)TSK-MTKD 与 3 个单教师的蒸馏模型相

比，都具有一定的提升，本文分析这是由于多教

师的蒸馏模型相对于单教师蒸馏模型而言，能从

多个教师模型中提取到更多的隐藏知识，从而帮

助学生模型提高了分类性能。

3)TSK-MTAKD 相较于使用平均分配策略的

TSK-MTKD 模型而言，有更优异的性能表现，本

文认为，这是由于 TSK-MTAKD 的自适应权重分
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配器能主动分配权重，提取到 3 个教师中的隐藏

知识，整合成最利于学生的隐藏知识，提高隐藏

知识的利用率，从而稳定地提升模型性能。

表 4~5 给出了 TSK-MTAKD 和其余 4 个蒸馏

模型与其相应的学生模型在准确率和加权 F1 分

数上的实验结果对比。可以看出，TSK-MTAKD
展现出最高的性能提升，在准确率方面，TSK-
MTAKD 在 13 个数据集的平均提升幅度比单教

师蒸馏模型多了约 0.35 百分点，比 TSK-MTKD

多了约 0.25 百分点；在加权 F1 分数方面，TSK-
MTAKD 在 13 个数据集的平均提升幅度比单教

师蒸馏模型多了约 0.33 百分点，比 TSK-MTKD
多了约 0.21 百分点。由此可以得出，TSK-MTAKD
通过从多个教师提取隐藏知识并自适应地分配权

重传递给学生模型，比单教师蒸馏模型更加有效

地提高了 TSK 模糊分类器的性能；此外，利用本

文设计的自适应权重分配器能较好地整合教师模

型的隐藏知识，从而提高模型的鲁棒性。
 
 

表 4    GKD、CKD、TrKD、TSK-MTKD 和 TSK-MTAKD 与相应学生模型在 UCI 数据集上的准确率以及提升幅度对比
 

Table 4    Comparison of accuracy and improvement of GKD, CKD, TrKD, TSK-MTKD, and TSK-MTAKD with correspon-
ding student models on UCI datasets %

 

数据集
GKD CKD TrKD TSK-TAKD TSK-MTAKD

蒸馏 学生 提升 蒸馏 学生 提升 蒸馏 学生 提升 蒸馏 学生 提升 蒸馏 学生 提升

IRI 97.22 96.32 0.90 96.98 96.35 0.63 97.13 96.26 0.87 97.25 96.35 0.90 97.43 96.33 1.10
WIN 98.32 97.77 0.55 98.85 97.80 1.05 98.33 97.75 0.58 98.87 97.78 1.09 98.99 97.72 1.27
SEE 92.86 91.71 1.15 92.85 91.70 1.15 92.80 91.67 1.13 92.97 91.72 1.25 93.74 91.77 1.97
TIT 78.55 77.66 0.89 78.55 77.77 0.78 78.46 77.68 0.78 78.51 77.67 0.84 78.76 77.81 0.95
ION 92.77 92.45 0.32 92.63 92.28 0.35 92.70 92.37 0.33 92.86 92.44 0.42 93.26 92.48 0.78
WIS 97.07 96.87 0.20 97.08 96.87 0.21 97.08 96.84 0.24 97.12 96.85 0.27 97.42 96.86 0.56
QSA 88.23 87.35 0.88 88.26 87.37 0.89 88.22 87.31 0.91 88.32 87.36 0.96 88.48 87.33 1.15
SON 85.03 84.61 0.42 85.01 84.71 0.30 85.01 84.68 0.33 85.24 84.75 0.49 85.82 84.77 1.05
SEG 99.60 99.46 0.14 99.61 99.46 0.15 99.61 99.48 0.13 99.61 99.47 0.14 99.63 99.47 0.16
VOT 94.60 94.12 0.48 94.62 94.08 0.54 94.67 94.15 0.52 94.77 94.19 0.58 95.16 94.21 0.95
CAR 91.11 90.81 0.30 91.26 90.86 0.40 91.17 90.85 0.32 91.28 90.78 0.50 91.36 90.74 0.62
BRA 95.57 95.43 0.14 95.52 95.40 0.12 95.52 95.38 0.14 95.57 95.43 0.14 95.59 95.42 0.17
ADU 84.36 84.21 0.15 84.37 84.25 0.12 84.33 84.24 0.09 84.40 84.25 0.15 84.65 84.28 0.37

平均 91.94 91.44 0.50 91.96 91.45 0.51 91.92 91.43 0.49 92.06 91.46 0.60 92.33 91.48 0.85
 

 
 

表 5    GKD、CKD、TrKD、TSK-MTKD 和 TSK-MTAKD 与相应学生模型在 UCI 数据集上的加权 F1 分数以及提升幅度
对比

 

Table 5    Comparison of weighted F1 scores and improvement of GKD, CKD, TrKD, TSK-MTKD, and TSK-MTAKD with
corresponding student models on UCI datasets %

 

数据集
GKD CKD TrKD TSK-MTKD TSK-MTAKD

蒸馏 学生 提升 蒸馏 学生 提升 蒸馏 学生 提升 蒸馏 学生 提升 蒸馏 学生 提升

IRI 97.38 96.45 0.93 97.12 96.58 0.54 97.41 96.57 0.84 97.42 96.50 0.92 97.45 96.48 0.97
WIN 98.33 97.58 0.45 98.88 97.84 1.04 98.86 97.78 1.08 98.88 97.77 1.11 98.92 97.72 1.20
SEE 92.90 91.81 1.09 92.86 91.77 1.09 92.89 91.68 1.21 92.99 91.72 1.27 93.77 91.81 1.96
TIT 78.45 77.33 1.12 78.24 77.32 0.92 78.26 77.38 0.88 78.41 77.35 1.06 78.46 77.27 1.19
ION 92.01 91.52 0.49 92.24 91.67 0.57 92.36 91.65 0.71 92.44 91.66 0.78 92.59 91.68 0.91
WIS 96.76 96.58 0.18 96.88 96.62 0.26 96.86 96.60 0.26 96.98 96.61 0.37 97.32 96.61 0.71
QSA 88.33 86.90 1.43 88.25 86.88 1.37 88.16 86.77 1.39 88.36 86.85 1.51 88.46 86.81 1.65
SON 84.86 84.24 0.62 84.72 84.52 0.20 84.88 84.56 0.32 84.92 84.31 0.61 85.60 84.51 1.09
SEG 99.57 99.38 0.19 99.60 99.39 0.21 99.59 99.40 0.19 99.58 99.39 0.19 99.61 99.38 0.23
VOT 94.44 93.72 0.72 94.32 93.71 0.61 94.35 93.77 0.58 94.56 93.76 0.80 94.92 93.90 1.02
CAR 91.06 90.74 0.32 91.08 90.59 0.49 91.12 90.86 0.26 91.12 90.73 0.39 91.20 90.53 0.67
BRA 95.47 95.34 0.13 95.46 95.32 0.14 95.45 95.33 0.12 95.47 95.33 0.14 95.49 95.31 0.18
ADU 84.35 84.12 0.23 84.38 84.15 0.23 84.31 84.16 0.15 84.38 84.15 0.23 84.41 84.15 0.26

平均 91.82 91.21 0.61 91.84 91.25 0.59 91.88 91.27 0.61 91.96 91.24 0.72 92.17 91.24 0.93
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图 3~4 给出了 TSK-MTAKD 和其余 4 个蒸馏

模型在准确率和加权 F1 分数上提升的对比，可以发

现，在面对同一个数据集时，3 个单教师的蒸馏模型

体现出不一样的性能，如在 IRI 数据集上，GCN 作

为教师模型的模糊蒸馏分类器能有较大的性能提

升，CNN 作为教师模型的模糊蒸馏分类器性能提升

较小；而在 WIN 这一数据集上的效果则恰恰相反；

在 WIS 这一数据集上，3 个单教师模糊蒸馏分类器

的提升效果都不太明显，但采用多教师知识蒸馏的

TSK-MTKD 和 TSK-MTAKD 对几乎每个数据集都

有显著的提升效果。针对这一结果，本文分析这是

由于教师模型对于不同类别的数据集会有性能的差

异，从而影响蒸馏效果，而多教师知识蒸馏能从不同

的教师模型中学到知识，从而减小数据集类型对模

型的影响。除此以外本文发现，使用平均分配权重

策略的 TSK-MTKD 在部分数据集上对学生模型的

提升并不是很明显，如在 IRI、BRA 等数据集上，

TSK-MTKD 对学生模型的提升效果几乎等价于某

个单教师模型，而在 TIT 这一数据集上 TSK-MTKD
甚至不如其中一个单教师模型，而使用自适应权重

分配器的 TSK-MTAKD 却能始终拥有较好的性能

提升效果。这是由于在面对不同效果的教师模型

时，平均分配策略使性能较好的教师模型无法拥有

更多的“话语权”，从而减少了有效知识的传递，而自

适应权重分配器能根据教师模型的表现情况自适应

分配权重，进而提高模型的性能。
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图 3    GKD、CKD、TrKD、TSK-MTKD 和 TSK-MTAKD 在准确率提升幅度上的对比

Fig. 3    Comparison of GKD, CKD, TrKD, TSK-MTKD, and TSK-MTAKD in terms of accuracy improvement
 

 
 

0

0.4

0.8

1.2

1.6

2.0

IRI WIN SEE TIT ION WIS QSA SON SEG VOT CAR BRA ADUF
1
分
数
提
升
幅
度
/百
分
点

数据集

GKD
CKD
TrKD
TSK-MTKD
TSK-MTAKD

 

图 4    GKD、CKD、TrKD、TSK-MTKD 和 TSK-MTAKD 在加权 F1 分数提升幅度上的对比

Fig. 4    Comparison of GKD, CKD, TrKD, TSK-MTKD, and TSK-MTAKD in terms of weighted F1 score improvement
 

TSK2
v2

除此以外，为观察本文提出的 TSK-MTAKD
与其他几个对比算法之间是否存在显著性差异，

本文引入 Frideman Ranking 测试。由于 在

ADU 这一数据集上运行时间超过 3 h，因此本文

对除 ADU 数据集外的 12 个数据集进行统计分

析，置信度设置为 0.05。图 5 给出了排序结果，

TSK-MTAKD 获得了最佳等级，这说明 TSK-MTAKD
与其他 8 个对比算法之间具有显著差异。
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图 5    各模型 Ranking 值
Fig. 5    Ranking values of each model
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4   结束语

本文主要将多教师知识蒸馏和 TSK 模糊分

类器相结合，从而提升 TSK 模糊分类器的性能表

现。本文提出了一种新型的 TSK 模糊蒸馏分类

器，称为 TSK-MTAKD，从多个教师模型中提取隐

藏知识，通过自适应权重分配器将 3 个教师的隐

藏知识进行整合，得到对应的软标签，从而传递

给 TSK 模糊分类器，实现性能的提升。在 13 个

UCI 数据集上的实验证明了 TSK-MTAKD 的性能

优势。

除此以外，TSK-MTAKD 还有更多的地方值

得研究。首先，将深入研究此模型在癫痫检测和

运动预测等领域的实际应用。其次，目前出现了

许多新的蒸馏方式，除了本文的多教师蒸馏外，

改进蒸馏方式，利用如自蒸馏、解耦蒸馏等可能

可以获得更好的蒸馏效果，因此蒸馏方式改进也

是后续值得研究的方向。
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