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摘    要：针对多模态多目标优化中种群多样性难以维持和所得等价 Pareto 最优解数量不足问题，提出一种融合
聚类和小生境搜索的多模态多目标优化算法 (multimodal multi-objective optimization algorithm with clustering and
niching searching, CSSMPIO)。首先利用基于聚类的特殊拥挤距离非支配排序方法 (clustering-based special
crowding distance, CSCD) 初始化种群；引入自适应物种形成策略生成稳定的小生境，在不同的小生境子空间并
行搜索和保持等价 Pareto 最优解；采用特殊拥挤距离非支配排序策略实现个体选优、精英学习策略避免过早收
敛。通过在 14 个多模态多目标函数上进行测试，并与 7 种新提出的多模态多目标优化算法进行对比实验以及
Wilcoxon 秩和检验发现，CSSMPIO 的总体性能优于对比算法。最后将算法用于基于地图的测试问题，进一步
证明了算法的有效性。
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A multimodal multi-objective optimization algorithm with
clustering and niching searching
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Abstract: In order to address the problems associated with maintaining population diversity and the insufficient number
of  equivalent  Pareto-optimal  solutions  for  multimodal  multi-objective  optimization,  this  study  proposes  a  multimodal
multi-objective optimization algorithm combining clustering and niche search (CSSMPIO). In the proposed algorithm, a
clustering-based special crowding distance method is designed to initialize the population. Additionally, self-organized
speciation is introduced to form stable niches, facilitating parallel searching and maintaining equivalent Pareto-optimal
solutions. Subsequently, a non-dominated special crowding distance is introduced to realize individual selection and an
elite learning strategy, circumventing premature convergence. The algorithm has been simulated using seven other state-
of-the-art  algorithms  on  14  multimodal  multi-objective  optimization  problems  and  was  tested  and  analyzed  using  the
Wilcoxon rank sum test.  The results  reveal  that  the  general  performance of  CSSMPIO is  superior  to  that  of  the  com-
pared algorithms. Finally, the CSSMPIO algorithm is applied to the map-based test problem, which confirms the effect-
iveness of the algorithm.
Keywords: multimodal multi-objective optimization; pigeon-inspired optimization algorithm; clustering strategy; nich-
ing searching; non-dominant sorting; elite learning strategy; diversity; map-based testing application
 

多模态多目标优化问题（multimodal multi-ob-
jective optimization problem, MMOP）[1] 是一类特殊

的多目标优化问题（mmulti-objective optimization
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problem, MOP） [2]，它着重于获取具有相同目标值

的帕累托最优解集（Pareto-optimal sets, PSs）。如

何获取并保持决策空间更多的 PSs，提高决策空

间的多样性以及算法的搜索能力一直是多模态多

目标优化问题存在的难点。

目前，多模态多目标问题主要从两个方面来优

化：一是提高算法的搜索能力。最早有学者提出

通过改进粒子群算法来提高搜索能力，如 CLPSO
（comprehensive learning particle swarm optimization）[3]

和 AMPSO（modified particle swarm optimization）[4]

通过优化粒子的学习方式以提高算法的搜索能

力；STMOPSO（star-structured multi-objective particle
swarm optimization） [5] 基于星型拓扑结构提出一

种非支配解集分布均匀程度的评价方法，提高了

算法的收敛速度。小生境策略可以提高算法的搜

索能力，如 Qu 等 [6] 提出的 LIPS（distance-based
locally informed particle swarm）利用邻域信息在小

生境空间内粒子根据局部最优粒子进行搜索，提

高了算法的精细搜索能力；SS-MOPSO（self-organ-
ized speciation based multi-objective particle swarm
optimizer） [7] 基于物种形成策略形成多个稳定的

物种，物种与物种之间互不重叠，分别搜索并保

持 Pareto 最优解；Liang 等 [8] 在 NSGAII 的基础上

提出 DN-NSGAII（decision space based niching NS-
GAII），在决策空间小生境内分别搜索不同的

Pareto 最优解，有效防止了过早收敛，但该算法仅

考虑决策空间的拥挤程度；DN-MMOES（two-stage
double niched evolution strategy） [9] 采用两阶段策

略，分别在决策和目标空间中都采用小生境。此

外，还设计了决策密度自适应策略来改善不平衡

的决策空间密度，该算法提高了搜索能力，但该

算法的某些局部最优解可能被全局最优解支配；

MO-Ring-PSO-SCD（multi-objective particle swarm
optimization algorithm with ring topology）[10] 和 MO-
Ring-CSO-SCD（multi-objective competitive swarm
optimization algorithm with ring topology）[11] 采用环

形拓扑结构形成稳定的小生境，且不需要定义小

生境参数，算法能够搜索到更多的 Pareto 最优解，

能在决策空间和目标空间中获得良好的分布；

SMPSO-MM（multi-objective particle swarm optim-
izer with a self-organizing mechanism） [12] 和 MMO-
PIO（multimodal multi-objective pigeon-inspired op-
timization） [13] 都引入自组织映射机制（self-organ-
izing map, SOM），将决策空间转化到目标空间，使

粒子在映射空间进行邻域搜索，有效提高了算法

的搜索能力，但算法引入的 SOM 机制，映射机理

较复杂；MOMMOP（transformation technique based

on multi-objective optimization） [14] 将 MMOP 转化

为具有两个冲突目标的 MOP，因此 MMOP 的所

有最优解都转化成优化问题的 Pareto 最优解；

Luo 等[15] 提出的 MMOEA-CAS（evolutionary algorithm
with clustering-based assisted selection strategy）在决

策空间采用添加算子增加多样性，在目标空间采

用删除算子删除最差解，提高了算法的搜索能

力；近来，有学者为了保留更多的全局和局部 Pareto
最优解，提出 MMOMA-DM&CS（multimodal multi-
objective memetic algorithm based on a local detection
mechanism and a clustering-based selection strategy）[16]

算法在局部检测机制中采用了基于密度的聚类方

法，帮助收集局部聚类中的解；MMOHEA（effi-
cient two-archive model based multimodal evolution-
ary algorithm）[17] 结合竞争粒子群和差分进化算法

的策略并行生成子代解，扩展了具有不同进化需

求的决策空间和目标空间，有效改善了算法搜索

能力。

上述提高算法搜索能力的策略可以搜索到更

多的 Pareto 最优解，此外通过提高决策空间的多

样性也能解决多模态多目标优化问题。如 TriMOEA-
TA&R（multi-modal multi-objective evolutionary al-
gorithm using two-archive and recombination str-
ategies） [18] 引入新的环境选择机制即特殊拥挤距

离非支配排序法（special crowding distance, SCD）

计算决策空间和目标空间的拥挤距离，建立收敛

性和多样性两个档案分别处理空间的变量关系，

最后还对档案中的解进行重组，实验证明该算法

同时保证了决策空间和目标空间的多样性，DN_
NSGAII[8]、MO_Ring_PSO_SCD[10] 和 MO_Ring_CSO_
SCD[11] 算法也同样引入了 SCD 方法；Yang 等 [19]

提出 EMO-DD（evolutionary multi-objective optimiz-
ation algorithm with a decomposition strategy in the
decision space）将整个种群分解为若干子种群对

收敛程度和分布密度协同优化，从而筛选出决策

空间收敛性和多样性好的解；ZLS-SMPSO-MM
（multimodal multi-objective particle swarm optimiza-
tion combing zoning search and local search） [20] 在

SOM 机制前对决策空间进行处理，将决策空间分

为多个子种群并用协方差矩阵自适应算法，缩短

了算法的计算时间；MMODE（multimodal multi-ob-
jective Differential Evolution optimization algorithm）[21]

制定决策变量预选档案，对边界解引入一个边界

突变机制，提高了决策空间的多样性；此外，基于

聚类的方法也可以改善多样性，如 MMO-CLRPSO
（cluster based PSO with leader updating mechanism
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and ring-topology）[22] 引用一种决策变量聚类方法

在决策空间形成多个子种群，子种群同时考虑到

全局最优粒子和局部最优粒子进行信息交流，在

探索与开发阶段实现了较好的平衡；Lin 等 [23] 提

出 MMOEA/DC（novel MMOEA with dual cluster-
ing in decision and objective spaces）首先在决策空

间和目标空间分别采用 NCM（neighborhood-based
clustering method）聚类和 HCM（hierarchical cluster-
ing method）聚类方法，再选择收敛性好的解进行

二次聚类，该算法同时在两空间实现了较好的性

能；MMODE-CSCD（differential evolution algorithm
based on the clustering technique and an elite selec-
tion mechanism）  [24]将差分进化算法与聚类策略结

合，采用基于聚类的特殊拥挤距离计算决策空间

与目标空间的综合拥挤程度，从而提高种群分布

的均匀性；MOEA-GA（multimodal multi-objective
evolutionary algorithm using a density-based one-by-
one update strategy） [25] 采用谐波平均距离估计决

策空间中解的平均密度，只允许粒子与决策空间

邻域内的个体进行信息交互，并基于密度逐步更

新粒子，实验证明算法提高了决策空间的多样性。

以上算法大多基于粒子群的搜索方式更新粒

子的位置，而鸽群优化算法（pigeon-inspired optim-
ization algorithm PIO）[26] 的局部搜索能力强，对求

解多模态多目标优化问题有较好的性能。PIO
自提出以来 , 有许多文献对其进行改进研究，例

如，利用反向学习策略 [27]、混沌映射策略 [28] 初始

化种群，引入高斯因子[29]、非线性变异策略[30] 等。

PIO 虽然得到了许多改进，但对于多模态多目标优

化问题的研究仍不多见。基于此，为解决多模态

多目标优化问题，提高种群多样性以及寻找更多的

Pareto 最优解，本文引入聚类、自适应物种形成策

略结合改进的鸽群算法，提出一种融合聚类和小

生境搜索的多模态多目标优化算法（multimodal
multi-objective pigeon-inspired optimization algorithm
with clustering and searching strategy, CSSMPIO）。 

1   相关理论
 

1.1    多模态多目标优化

最小化多目标优化问题[2] 定义如下：

minF(x) = { f1(x), f2(x), · · · , fm(x)}
gi(x) ⩽ 0, i = 1,2, · · · ,k
h j(x) = 0, j = 1,2, · · · , p

(1)

m x = [x1 x2 · · · xn]

n gi(x) ⩽ 0,i = 1,2, · · · ,k k

h j(x) = 0, j = 1,2, · · · , p p

式中： 表示待优化的目标个数，

是 维决策变量， 为 个不等式

约束， 为 个等式约束。

x1, x2 ∈ X ∀i = 1,2, · · · ,m fi(x1) ⩽ fi(x2)

x1 x2

在多目标优化问题中，根据 Pareto 解的支配

关系可以比较不同解的优劣，若有两个可行解

，对 ，都有 ，则称

支配 。如果一个解不受任何其他解的支配，那

么它就被称为非支配解，决策空间中非支配解组

成的集合称为非支配解集，即 PSs，Pareto 最优前

端（Pareto-optimal front, PF）是目标空间中与 Pareto
最优解对应的所有向量的集合。

多模态多目标优化 [31] 是一种特殊的多目标

优化，如果一个多目标优化问题 [2] 满足以下条件

之一就属于多模态多目标优化问题：

1) 存在至少一个局部最优解；

2) 存在两个以上全局最优解。

同一问题最优目标值，可能对应着多个不同

的解决方案，即 PF 中的某一点可能对应着决策

空间中至少一个局部最优解或两个以上的全局最

优解。路径规划问题 [22] 就是典型的多模态多目

标优化，如图 1 所示，出行者想要在最短的时间从

起点到终点，方案 1 和方案 6、方案 2 和方案 4、方

案 3 和方案 5 分别对应目标空间的同一点，各自

的区别在于有无加油站以及交叉路口的个数，出

行者可以根据不同的需求选择适合自己的出行路

线，由此可见，仅得到一个 Pareto 最优解是不能满

足出行者的需求的。多模态多目标问题的重点就

是在保证目标空间 PF 优越性的同时，找到决策

空间更多的 PSs。 

1.2    鸽群优化算法

鸽群算法 [26] 由地图指南针算子和地标算子

两阶段组成，这两个算子处于独立运行阶段，即先

在地图指南针算子阶段对鸽子的位置和速度进行

初始化并迭代更新，然后在地标算子阶段，每次迭

代都会使鸽子数量减少一半，舍弃远离目标的鸽

子，对于剩余中心位置的鸽子作为飞行参考方向。

地图指南针算子阶段（Map/compass operator）:
vi(t+1) = vi(t) · e(−Rs ·t)+ rand · (xgbest(t)− xi(t)),

i = 1,2, · · · ,N
(2)

xi(t+1) = xi(t)+ vi(t+1) (3)
Rs t

xgbest N

rand()

式中： 为地图指南针算子，通常取（0,1）； 为当前

迭代次数； 为全局最佳位置； 为假设的鸽子

数量； 为介于（0,1）之间均匀分布的随机数。

地标算子阶段（LandMark operator）：

N(t+1) =
N(t)

2
(4)

xcenter(t+1) =
∑

xi(t+1) ·fitness(xi(t+1))
N ·∑fitness(xi(t+1))

(5)

xi(t+1) = xi(t)+ rand · (xcenter(t+1)− xi(t)) (6)
fitness(x)其中 为每只鸽子的适应度值。 

·1129· 顾清华，等：融合聚类和小生境搜索的多模态多目标优化算法 第 5 期

 



2   融合聚类和小生境搜索的优化
 算法

本文提出融合聚类和小生境搜索的多模态多

目标优化算法，称作 CSSMPIO 算法。主要由基

于聚类的特殊拥挤距离排序和自适应物种形成多

个子种群两部分组成。 

2.1    聚类排序初始化种群

聚类算法将同一非支配层的解划分为多个

类，同一类中的个体将来自同一局部区域。将聚

类算法与特殊拥挤距离非支配排序（special crowding
distance, SCD）方法[10] 结合，形成基于聚类的特殊

拥挤距离排序（cluster special crowding distance,
CSCD） [24] 方法，可以有效地解决 SCD 不能正确

识别邻域解的问题。在 CSCD 中，个体的邻域解

只能从同一类中识别出来。如图 2（a），把解分成

3 类，第 1 类（1, 2, 3, 4, 5）第 2 类（6, 7, 8），第 3 类（9）。
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方案 2、4

方案 3、5

方案 1、6

 
图 1    路径优化问题

Fig. 1    Path planning problem
 
 

CSCD(4)

以解 4 为例，则基于聚类的特殊拥挤距离值

的计算公式如下：

CD(4,x) =
|x3,1− x5,1|
|x1,1− x5,1|

+
|x3,2− x5,2|
|x1,2− x5,2|

(7)

CD(4,y) =
|x3,1− x5,1|
|x1,1− x9,1|

+
|x3,2− x5,2|
|x1,2− x9,2|

(8)
CSCD(4) =max(CD(4,x),CD(4,y)),

CD(4,x) >CD(avg,x)或CD(4,y) >CD(avg, f )

CSCD(4) =min(CD(4,x),CD(4,y)),
CD(4,x) ⩽CD(avg,x)或CD(4,y) ⩽CD(avg, f )

(9)

CD(4,x) CD(4,y)

CD(avg,x) CD(avg,y)

式中： 为解 4 在决策空间的拥挤距离，

为解 4 在目标空间的拥挤距离， 和 分

别为决策空间和目标空间的平均拥挤距离。

基于聚类的特殊拥挤距离初始化种群步骤

如下：

输入　种群 P

Fnum j = 1,2, · · · ,
num

1) 种群 P 进行非支配排序，得到多个非支配

层次，定义为 F1, F2,···,  （num 为层数），

表示个体在 Fj 中的非支配排序；

k j k j = |F j|
/
n |F j|

n

2) 计算 值： ， 表示 F j 中的个体

数， 为正整数；

3) 根据 k-means 算法将 Fj 分成多个聚类；

CSCD

4) 利用同一类内的邻域关系计算每个个体的

值。

CSCD

∗
输出　根据种群的非支配排序和 值对种

群 P进行排序，输出一个新的种群 P 。
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图 2    多模态多目标优化问题

Fig. 2    Multimodal multi-objective optimization problem
 
  

2.2    小生境搜索过程

x∗ ∈ Si

y ∈ Si x∗

y x∗ y dis

R y x∗

种群经过基于聚类的特殊拥挤距离排序初始

化后，被分成了多个类，然后采用自适应物种形

成策略生成稳定的小生境，物种形成是根据个体

之间相似性将个体划分为多个子种群。如把 S1,
S2,···, Sk 种群划分为多个子种群，个体 ，若对

于个体 ，都有个体 的非支配等级高于个体

，且个体 到个体 的欧氏距离 小于物种半径

，则个体 向 学习：

dis(x∗, y) =
√

((x∗)− y)2 ⩽ R (10)

x∗ x∗
该定义并不意味着如果一个物种 Si 以非支配

个体 为中心，则 的物种半径范围内的所有个体

都属于该物种。如图 3 所示，一个占优势的个体

可能会支配多个物种内的个体。
 

 

物种
物种种子
个体

x1

x2

O 
图 3    物种在二维区域的分布

Fig. 3    Distribution of species in a two-dimensional region
 
 

自适应物种形成中，物种种子经过特殊拥挤

距离排序选择后，直接根据物种半径确定其物种

内所包含的个体。若个体同时在两个物种种子的

物种半径内，则由非支配等级更高的物种种子支

配该个体。其主要步骤如下：
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1) 种群进行基于聚类的非支配特殊拥挤距离

升序排序，输出新种群，存储到 spop 中；

xspecies seed( j)

2) 将 NPspop 作为 spop 中集合的数目，spop 中

的第一个个体记为物种种子 ；
xspecies seed( j)3) 获得物种种子 后，迭代更新形成

互不重叠的物种；

4) 当 NPspop≠0 时，执行以下操作：
xspecies seed( j) spop( j) dis ⩽ R

i

j

计算 与 的欧氏距离；若 ，

则个体 位于该物种；同时清除 spop 中已经分配

给第 个物种种子的个体，spop 得到更新。

输出　更新后的多个子种群。 

2.3    改进的位置更新策略

为平衡个体的探索与开发过程，受多目标鸽

群启发算法（multi-objective pigeon-inspired optim-
ization algorithm, MPIO）[32] 的影响，结合粒子群优

化算法，将地图指南针算子和地标算子结合起

来，个体在每个子种群的位置更新如图 4。
 

 

物种种子
个体
个体经过的
最好位置

当前个体 xi

x

y

vi

地标算子
阶段

xi 经过
的最

优位置

地图指南针
算子阶段

O 
图 4    单个物种中个体位置更新方式

Fig. 4    Individual position updating in a single species
 
 

个体的速度更新公式如下：

vi(t+1) = vi(t) · iwt+

(
1− log

( t
T

))
· rand · (xspeciesseed,i(t)−

xi(t))+ log
( t
T

)
· rand · (xcenter(t)− xi(t))

(11)

iwt = wmax+ (wmin−wmax) ·
T − t

T
+wmin (12)

式中：wmax 与 wmin 分别表示惯性权重的最大最小

值；xspeciesseed 为物种种子；rand 为 0~1 之间的随机

数；xcenter 表示鸽群中心坐标位置；T 为最大迭代

次数；iwt 为非线性惯性权重。

为了保留更多的解，对最优解执行精英学习

策略，避免早熟收敛，公式如下：

xi(t+1) = xspecies seed,i(t)+
(
ub(i)− lb(i)

) ·Guass(0, pr
2) (13)

pr = pr0−
(pr0(1)− pr0(2)) ·2

T
(14)

ub lb Guass(0, pr
2)

pr pr0

式中： 、 分别为变量的上下界； 为均

值为 0，标准差为 的高斯分布， 值从 0.2 线性

下降到 0.05。进化初期，较大的变异范围有利于算

法的全局搜索，随着迭代的进行，算法需要在局部

范围找到更精确的解，因此小的变异范围更适合。 

2.4    CSSMPIO 算法流程

输入　种群规模 Popsize；最大评估次数 MaxGen；

鸽群参数：wmax、wmin；变异算子 pr0；外部存档集

Pachive；

1) 初始化个体的速度和位置，记为 POA，并

评估 POA；

2) 种群 P=POA；

3) 当迭代 t≤MaxGen 时，执行以下操作：
∗

∗
种群 P 执行 2.2 节操作，输出新种群 P ；对新

种群 P 执行步骤 2.3 节操作；

4) 更新个体的位置和速度，步骤如下：

xspecies seed( j)

xspecies seed( j)

xcenter

∗ ∗
∗

选出 pbest 和 ；pbest 为种群 P 中的最

优个体， 物种中的最优个体；对 pbest 进行

非支配排序，依据式 (5) 将其转换成 ；依据式

(11)、(3) 更新个体的速度和位置，式 (13) 对子代

执行精英学习策略，更新 P ；对更新后的 P 进行

评估；将 P 放入 POA 中，对 POA 中的个体进行

排序；

5）当前迭代次数满足 t>MaxGen 时，结束循环，

否则返回 3）。
输出　PS，PF。
在 CSSMPIO 中，聚类排序首先对粒子进行初

始化，然后采用自适应物种形成策略在决策空间

生成稳定的小生境子种群，鸽群算法的局部搜索

能力强，因此可以增强子种群的局部搜索能力，

在决策空间中搜索到大量的 PSs，最后再引入精

英学习策略，对子种群中的最优解进行变异，避

免早熟收敛。 

2.5    CSSMPIO 时间复杂度分析

R

N(N +1)/2

CSSMPIO 算法的主要时间成本来源于基于

聚类的特殊拥挤距离排序初始化种群和自适应物

种形成策略两部分组成。设种群规模为 N，目标

维数为 M。基于聚类的特殊拥挤距离排序初始化

种群时间复杂度为 O(N)。自适应物种形成策略

中假设有 N个个体被排序并存储在 spop 中，其大

小为 NPspop，for 循环 NPspop 次，以查看该个体是

否在当前种子的半径 内。最好的情况是，所有

的个体都在第一个种子的物种半径中，因此

for 循环只执行了 N 次。在最坏的情况下，当所

有 N个个体都是 N个独立物种的种子时，for 循环

执行 次。表明该过程的复杂度最高为

O(N2)。并且自适应物种形成过程中，已分配给某

些物种的个体被从种群中移除，种群中剩余的个
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体不再计算与之前物种种子的欧氏距离。因此，

其复杂度仅依赖于 N，计算次数在物种形成过程

中迅速减少。因此，CSSMPIO 最坏的时间复杂度

为 O(MN3)。 

3   实验结果与分析
 

3.1    评价指标

多模态多目标优化问题既要求目标空间的分

布性能良好，又要保证找到决策空间更多的等价

PSs，因此本文采用了以下评价指标对所提算法进

行评价。

1) PSP （Pareto set proximity）[31]：

PPS =
Rc

xIGD
(15)

式中：Rc（cover rate, CR）表示算法求得的 PSs 对真实

PSs 的覆盖率；xIGD 为求得的 PSs 与真实 PSs 之间

的欧氏距离 IGDx，因此 PSP 反映的是真实 PSs 与

获得的 PSs 之间的相似性，PSP 越大算法性能越好。

2) IGDx [31]：

xIGD(O,P∗) =

∑
v∈P∗

d(v,O)

|P∗| (16)

|P∗| O

d(v,O) v O

式中： 表示参考点的数目， 表示一组已得到的

解， 表示 和 中所有点之间最小的欧氏距离。

如果参考解集能很好地表示真实 PSs，那么 IGDx
就能较好地衡量决策空间的收敛性和多样性。

IGDx 的值越小，说明算法求得的 PSs 和实际 PSs
越接近。 

3.2    实验设置

为进一步验证所提算法的性能，将 CSSMPIO 算

法与自适应物种形成粒子群优化算法 SS_MOPSO[7]、

基于决策空间小生境算法 DN_NSGAII[8]、基于环

形拓扑结构的多模态多目标粒子群优化算法 MO-
Ring-PSO-SCD（MRPS） [10]、自组织多模态多目标

粒子群优化算法 SMOPSO-MM[12]、自组织多模态

多目标鸽群优化算法 MMOPIO[13]、基于双存档模

型的高效混合进化多模态多目标优化算法 MMO-
HEA[17] 算法和多目标优化算法 MOEAD[33] 进行对

比实验研究。所有算法的最大评估次数为 80 000
次，种群规模为 800，算法在每个测试函数上运行

20 次，算法参数设置如表 1。
选取 14 个多模态多目标问题[31] 进行测试。其

中，8 个 MMF 函数[10]、3 个 SYM-PART 函数[34]、3
个 OMNI 函数 [35]。所有优化问题的目标个数均

为 2，MMF 函数与 SYM-PART 函数的空间维度

为 2，OMNI 函数的空间维度分别为 3、4、5。一般

来说，在每个维度上 PSs 重叠的测试函数比没有

重叠的测试函数更复杂，此外，当一个函数的 PSs
数目较多时，它也会变得更加复杂。MMF1 和 MMF2

是相对简单的测试函数，MMF3 比 MMF1 和 MMF2

复杂。MMF4 和 MMF8 与表中其他测试函数相

比，PF 是凹的，它们有 4 个 PSs，每个维度都不重

叠。MMF6 有 4 个 PSs，它们在每个维度上重叠，

MMF7 的 PSs 呈不规则曲线。SYM-PART2 测试

函数是由 SYM-PART1 旋转生成的，因此比 SYM-
PART1 更复杂。在 SYM-PART 函数中，PSs 的数

量都是 9 个。Omni-test 中 PSs 的数量最多，分别为

27、 72、 360，而且每个维数都有重叠。因此，

Omni-test 是 14 个测试函数中最复杂的。测试系

数特征如表 2。
 

  
表 1    算法的参数设置

Table 1    Parameters setting of algorithms
 

算法 参数

CSSMPIO R = 1/120VR;k = 10;c1 = c2 = 2.05

MMOHEA [17] cr = 0.9; F = 0.5

MRPS [10] c1 = c2 = 2.05;w = 0.729 8

MMOPIO [13] λ = 7;Rs = 0.3

SMOPSO-MM[12]

c1 = c2 = 2.05;w = 0.729 8

1×100;η0 = 0.7

σ0 =
sqrt
(
12 +1002

)
2

拓扑结构= ；

SS_MOPSO [7] R = 1/120VR ;w = 0.729 8;c1 = c2 = 2.05

DN_NSGAII [8] CF = 0.5;ηc = ηm = 20; pc = 1; pm = 1/n

MOEAD [33] pm = 0.5;ηm = 20
 
 

 

  
表 2    测试函数特征

Table 2    The characteristics of test problems
 

函数名称 PSs的数量 每个维度的重叠

MMF1 2 ×
MMF2 2 ×
MMF3 2 √
MMF4 4 ×
MMF5 4 ×
MMF6 4 √
MMF7 2 ×
MMF8 4 ×

SYM-PART 9 √
Omni-test1 27 √
Omni-test2 72 √
Omni-test3 360 √

 
  

3.2.1   种群规模 popsize 分析

在本节中，分析种群规模 popsize 对算法性能
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PSP 的影响，由于 MMF1、MMF3、MMF4 和 MMF6

这 4 个测试函数的 PSs 的数量以及维度重叠是不

同的，因此对比算法性能在该 4 个测试函数上随

种群规模的变化情况，并将种群规模设置为 200、
400、600、800、1 000，其他参数设置如表 1。

实验结果如图 5 所示，可以看出，MOEAD 作

为多目标优化算法，种群规模的改变对算法性能

没有多大的影响。虽然 DN_NSGAII 的 PSP 值较

低，但算法性能随种群规模的增大而增大。MMOHEA
仅在 MMF3 上算法性能随种群规模有所改变，这

是因为 MMF3 的测试函数复杂，且 PSs 的曲线更

加平滑。MMF3 测试函数中，除 SS-MOPSO 算法，

算法性能都随种群规模的增大而增大，在种群规

模小于 600 时，SS_MOPSO 性能最好，但当种群

规模高于 600 时，算法性能几乎不变。除以上算法，

其他算法性能都随种群规模的增大而变化，由于

MMOPIO 和 SMPSO_MM 采用 SOM 机制来获得

更好的解集，所以在种群规模小于 800 时，MMO-
PIO 和 SMPSO_MM 性能优于 CSSMPIO，MRPS
算法性能变化明显，且一直低于 CSSMPIO。 
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图 5    不同种群规模的 PSP 值

Fig. 5    PSP values with different population sizes
 
 

综合来看 CSSMPIO 的性能随种群规模的变

化更优于对比算法，并且所有算法性能在不同的

测试函数上大都受种群规模的影响，在计算资源

有限的情况下，所提算法的种群规模仍设置为 800。 

3.2.2   物种半径 R分析

自适应物种形成策略生成小生境子空间，其

中物种半径确定子种群的大小，物种半径的大小

对算法的性能有一定的影响，一般情况下，物种

半径设置为决策变量范围的 1/20~1/10，因此本小

节验证在不同测试函数上算法性能随物种半径变

化情况。本实验选定 MMF2、MMF5、SYM-PART1

和 Omni-test1 测试函数分析不同物种半径对 CSS-

MPIO 性能的影响，10 次实验的平均 PSP 值如图 6，
其他参数设置同表 1。图中显示，测试函数的

PSP 值都随物种半径的增大而减小，这是因为随

着物种半径的增大，决策空间中形成的物种数量

减少。此外，与 SYM-PART1 和 Omni-test1 相比，

随着半径的增加，MMF2、SYM-PART1和 Omni-test1
的 PSP 值显示出较小的变化。产生这种现象的原

因是测试函数决策变量变化范围小，因此半径的

变化很小，这对算法的性能影响很小。因此将物

种半径设置为决策变量范围的 1/20 时，CSSMPIO
可以找到决策空间更多 Pareto 解集，提高决策空

间的种群多样性。
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图 6    不同物种半径的 PSP 值

Fig. 6    PSP values with different radius
   

3.2.3   聚类数目 k分析

k

k = |F j|
/
n |F j| n

n k n k

n

n

n

n

n

在所提算法中，初始化种群中聚类数目 值的

确定也会影响算法的性能。如 2.1 小节所示，

， 表示 Fj 中的个体数， 为正整数，可

以看出，参数 间接决定了 的值，当 较大时， 越

小。本小节验证不同 值 [24] 对算法性能的影响，

参数设置如表 1，实验结果如表 3。从表 3 可以看

出，大多数测试函数在 =10 时，算法性能最好，尤

其是表现在复杂函数中。即使 =10 时 MMF2 和

MMF8 函数的 PSP 值不是最高的，但与表现最好

的也相差不大。由于一个解和它的邻域解应来自

同一局部区域，所以参数 越小越好，但如果同一

类中解的个数过少，则会影响边界解的 CSCD 值。

综合考虑，取参数 =10。
 

  
n表 3    CSSMPIO 使用不同参数 获得的 PSP 值

nTable 3    PSP values obtained by CSSMPIO with different  values
 

测试问题 n = 5 n = 10 n = 15 n = 20

MMF1 79.97±2.39 83.19±2.24 82.68±2.87 77.75±3.29

MMF2 274.14±63.78 275.76±37.53 282.44±51.37 268.65±57.27

MMF3 298.12±84.37 305.08±29.13 272.72±36.95 273.78±43.89

MMF4 128.64±6.05 132.78±7.88 116.78±10.28 110.12±11.95

MMF5 39.22±1.35 43.11±1.35 40.99±0.83 34.49±1.11

MMF6 38.77±1.85 41.60±1.77 40.16±1.73 39.80±1.09

MMF7 110.29±7.81 113.60±5.99 102.62±8.65 110.38±6.87

MMF8 60.59±2.45 57.55±3.21 53.24±5.22 57.62±2.32

SYM-PART1 42.71±3.73 52.01±3.58 42.85±1.97 42.29±3.53

Omni-test1 10.39±1.24 11.73±1.25 5.64±2.73 8.10±2.60
 
  

3.3    实验结果与对比 

3.3.1   PSP 指标对比实验和分析

CSSMPIO 与其他比较算法所得的 PSP 值的

平均值与标准方差的统计结果如表 4 所示，其中

最佳结果被突出显示。同时，采用 Wilcoxon 秩

和检验 [36] 表明 CSSMPIO 的结果与其他比较算

法在 0.05 显著水平上的差异性，“+”“−”和“=”分
别表示比较算法与 CSSMPIO 相比体现出明显优

越、明显差、没有显著差异的性能。从表 4 可以

看出，CSSMPIO 取得的 PSP 最优值数量为 8 个，

SMPSO_MM 取得的最优值数量为 3 个， SS_
MOPSO 求得的最优值数量为 3 个。CSSMPIO
在 14 个测试函数上的 PSP 结果显著优于 MOE-
AD 和 DN_NSGAII。MOEAD 是典型的多目标算

法，对于求解多模态多目标测试函数的效果最

差。DN_NSGAII 在所有函数上的性能表现都较

差，这是因为 DN_NSGAII 只考虑了决策空间的

拥挤距离，而忽略了目标空间。MMOHEA 算法

在 Omni-test 测试函数上的性能较好，虽然在其

他测试函数上 PSP 性能较差，但是算法运行所

需的时间较短，并且算法性能比较稳定。而

MRPS 性能略低的原因在于仅考虑了环形拓扑

邻域结构，没有进行非支配特殊拥挤距离排序，

在决策空间的解分布不够均匀。SMPSO_MM
和 MMOPIO 采用 SOM 机制来建立粒子的邻域，

使其更适合求解较复杂的问题。在 SS_MOP-
SO 中，不同物种重叠粒子的分配仅取决于物种

种子的非支配等级，粒子会向非支配等级更高

的物种种子学习，这会影响种群的多样性，得到

的 PSs 是不完整、不均匀的。
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表 4    所有算法得到的 PSP 平均值与标准方差

Table 4    Mean and standard variance of PSP obtained by all algorithms
 

测试

问题

mean±std

DN_NSGAII MOEAD MRPS SMPSO_MM MMOPIO SS_MOPSO MMOHEA CSSMPIO

MMF1
41.88±2.80

(−)
8.02±4.89

(−)
67.05±3.12

(−)
85.34±2.34

(=)
73.83±2.78

(−)
83.11±3.27

(−)
42.78±1.43

(−)
86.86±4.15

MMF2
61.55±33.31

(−)
4.62±3.24

(−)
107.53±11.92

(−)
152.69±15.35

(−)
167.78±45.24

(−)
163.28±18.06

(−)
116.75±16.14

(−)
277.15±34.30

MMF3
75.11±28.88

(−)
7.00±3.79

(−)
128.63±17.06

(−)
186.24±15.19

(−)
226.06±32.79

(−)
189.94±12.67

(−)
125.96±16.67

(−)
305.44±24.93

MMF4
38.45±8.59

(−)
1.93±0.97

(−)
114.51±3.29

(−)
132.78±3.82

(−)
120.15±3.91

(−)
139.40±3.49

(+)
73.03±3.99

(−)
135.90±5.95

MMF5
14.57±1.47

(−)
3.35±1.35

(−)
33.11±1.35

(−)
40.12± 1.33

(−)
30.24±1.46

(−)
40.11±1.19

(−)
22.21±0.41

(−)
43.62±1.50

MMF6
18.89±1.37

(−)
4.97±2.37

(−)
36.44±1.59

(−)
42.42±1.08

(=)
36.23±1.99

(−)
42.19±1.29

(=)
24.16±0.59

(−)
41.74±1.39

MMF7
95.55±17.79

(−)
7.49±4.78

(−)
108.77±3.89

(−)
141.13±5.14

(+)
136.49±4.78

(+)
123.73±6.27

(+)
78.05±2.87

(−)
119.82±6.11

MMF8
18.01±5.89

(−)
0.25±0.12

(−)
47.64±2.22

(−)
62.53±2.34

(+)
54.78±7.12

(−)
59.34±22.39

(=)
33.78±3.40

(−)
58.38±2.76

SYM-PART1
0.44±0.59

(−)
0.01±0.01

(−)
21.95±1.67

(−)
30.37±2.77

(−)
59.97±0.24

(+)
34.50±1.30

(−)
31.22±1.48

(−)
52.01±3.58

SYM-PART2
3.07±4.00

(−)
0.01±0.01

(−)
18.73±0.94

(−)
16.88 ±1.33

(−)
43.18±3.16

(−)
30.77±1.19

(−)
31.82±0.70

(−)
47.08±3.79

SYM-PART3
5.57±9.97

(−)
0.01±0.01

(−)
9.37±2.19

(−)
15.78±2.80

(−)
41.15±1.78

(−)
28.17±2.45

(−)
11.34±2.34

(−)
56.94±2.78

Omni-test1
1.16±0.23

(−)
0.03±0.01

(−)
8.04±1.06

(−)
7.69±1.48

(−)
1.15±0.08

(−)
11.75±1.10

(−)
12.09±0.54

(=)
12.15±2.23

Omni-test2
0.44±0.08

(−)
0.03±0.01

(−)
0.98±0.07

(=)
0.95±0.07

(=)
0.95±0.04

(−)
1.46±0.05

(+)
1.01±0.00

(=)
0.99±0.07

Omni-test3
0.28±0.09

(−)
0.02±0.01

(−)
0.51±0.02

(+)
0.49±0.02

(+)
0.50±0.01

(+)
0.58±0.02

(+)
0.47±0.01

(=)
0.46±0.02

+/=/− 0/0/14 0/0/14 1/1/12 3/3/8 3/0/11 4/2/8 0/3/11 —
 
 

此外，CSSMPIO 对 MMF2、MMF3、MMF4、

SYM-PART 与 Omni-test1 测试函数的性能显著优

越，尤其是对 SYM-PART 和 MMF8 测试函数，CR
值达到 1.0，这意味着求得的 PSs 全部覆盖了真实

PSs。CSSMPIO 与 SMPSO_MM 在 MMF1、MMF5

和 MMF6 上的结果相近，这是因为算法在决策空

间表现相似，而 CSSMPIO 在 MMF7 表现较差的

原因是 MMF7 的 PSs 的分布呈不规则曲线。由于

鸽群算法的局部搜索能力强，CSSMPIO与 MMO-
PIO 都适于求解 SYM-PART 测试函数，并且对于

多个 PSs 的 Omni-test 测试函数 CSSMPIO 也表现

较好。

表 5 反映了 CSSMPIO 与对比算法的 HV 值，

HV 反映了目标空间的收敛性和多样性[31]。从表 5
可以看出，CSSMPIO 在 MMF5、SYM-PART2 和

SYM-PART3 测试函数上的 HV 最高；DN_NSGAII

和 MOEAD 的 HV 大都表现较好，原因是这两个

算法都是多目标算法，考虑了目标空间而未考虑决

策空间。虽然 CSSMPIO 与其他算法相比没有表

现出最佳 HV，但从统计结果来看，结果相差不大。

综合来讲 CSSMPIO 不仅在决策空间有较好的收

敛性和多样性，而且也考虑到在目标空间的分布。 

3.3.2   IGDx 指标对比实验和分析

CSSMPIO 与其他比较算法所得的 IGDx 值的

平均值和标准方差见表 6。同时， Wilcoxon 得到

的统计分析结果也在表 6 中显示。从表中可以看

出，相比于 MOEAD 和 DN_NSGAII，CSSMPIO 在

14 个测试函数上都表现出了较好的性能。CSSMPIO
在 MMF1、MMF5 和 MMF6 测试函数上的 IGDx
值与 SMPSO_MM 算法相比没有显著差异。CSS-
MPIO 在规则曲线测试函数 MMF2 和 MMF3 上的

IGDx 值较小，说明在这两个测试函数上获得的
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PSs 与真实 PSs 值的欧氏距离较小，算法求得的

解集和参考解集越接近。在 MMF4 上，SMPSO_
MM 取得了较好的效果，由于 MMF7 和 MMF8 的

解分布为不规则的曲线，而 SOM 映射网络适于求

解此类问题，所以 SMPSO_MM 和 MMOPIO 求得

的解集和参考解集更接近。在更复杂、空间维度更

高的测试函数 SYM-PART 与 Omni-test 上的性能指

标表示，CSSMPIO 却取得了更好的结果，这意味

着更接近真正的 PSs。并且 MMF1、MMF4、MMF5、

MMF7 和 MMF8 是除 MMF6 之外在每个维度上没

有重叠的简单测试函数，从结果中可以看出，CSSM-
PIO 对求解复杂的测试函数效果更优越一些。 

  
表 5    所有算法得到的 HV 平均值与标准方差

Table 5    The mean and standard variance of HV obtained by all algorithms
 

测试问题
mean±std

DN_NSGAII MOEAD MRPS SMPSO_MM MMOPIO SS_MOPSO MMOHEA CSSMPIO

MMF1 3.66±1.30×10−3 3.67±4.79×10−4 3.66±4.63×10−4 3.67±3.99×10−4 3.66±2.84×10−4 3.66±4.55×10−4 3.66±5.40×10−4 3.66±1.31×10−4

MMF2 3.66±6.20×10−3 3.67±5.34×10−4 3.65±8.10×10−3 3.66±4.16×10−3 3.65±2.07×10−3 3.66±4.20×10−3 3.65±4.80×10−3 3.66±4.02×10−4

MMF3 3.66±4.90×10−3 3.67±7.72×10−4 3.65±5.10×10−3 3.66±3.34×10−3 3.66±1.41×10−3 3.66±3.28×10−3 3.66±2.25×10−3 3.66±1.96×10−3

MMF4 3.33±3.60×10−4 3.33±1.63×10−4 3.33±1.20×10−3 3.33±8.88×10−4 3.33±3.88×10−4 3.33±8.45×10−4 3.33±1.34×10−4 3.33±3.14×10−4

MMF5 3.67±2.70×10−3 3.67±6.81×10−4 3.66±3.52×10−4 3.66±4.89×10−4 3.66±6.98×10−5 3.67±3.03×10−4 3.66±3.72×10−4 3.67±3.10×10−4

MMF6 3.66±1.10×10−3 3.67±5.53×10−4 3.66±3.31×10−4 3.66±3.74×10−4 3.66±3.19×10−4 3.66±3.19×10−4 3.66±3.24×10−4 3.66±3.24×10−4

MMF7 3.66±7.10×10−4 3.67±2.39×10−4 3.67±2.38×10−4 3.66±3.00×10−4 3.66±6.24×10−4 3.66±2.88×10−4 3.66±3.61×10−4 3.66±4.16×10−4

MMF8 3.21±1.30×10−3 3.21±1.44×10−4 3.21±1.50×10−4 3.21±1.58×10−4 3.21±4.14×10−5 3.21±7.30×10−4 3.21±3.99×10−4 3.21±7.30×10−4

SYM-PART1 1.32±3.09×10−4 1.32±8.35×10−5 1.30±1.90×10−4 1.27±4.86×10−3 1.32±8.20×10−5 1.32±8.30×10−4 1.31±7.72×10−4 1.32±2.29×10−4

SYM-PART2 1.32±4.92×10−4 1.32±6.85×10−4 1.29±2.20×10−3 1.27±4.39×10−3 1.32±5.16×10−4 1.31±1.12×10−3 1.31±1.02×10−3 1.32±4.26×10−4

SYM-PART3 1.32±5.00×10−4 1.32±1.40×10−3 1.29±2.50×10−3 1.25±6.48×10−3 1.31±2.04×10−3 1.31±2.04×10−3 1.30±1.88×10−3 1.26±6.60×10−3

Omni-test1 62.06±3.98×10−4 62.06±4.80×10−3 61.97±1.24×10−2 61.95±1.56×10−2 61.99±5.33×10−3 62.02±5.33×10−3 61.01±1.81×10−2 62.06±2.16×10−4

Omni-test2 77.54±2.10×10−3 77.53±9.80×10−3 77.03±8.52×10−2 76.84±1.09×10−1 77.49±1.35×10−2 77.35±2.53×10−2 77.01±1.34×10−1 77.39±4.98×10−2

Omni-test3 94.59±8.80×10−3 94.55±2.42×10−2 92.88±2.72×10−1 92.29±3.06×10−1 94.31±6.65×10−1 93.86±1.08×10−1 92.61±2.41×10−1 93.78±2.11×10−1

 
 
 

  
表 6    所有算法得到的 IGDx 平均值与标准方差

Table 6    Mean and standard variance of IGDx obtained by all algorithms
 

测试问题
mean±std

DN_NSGAII MOEAD MRPS SMPSO_MM MMOPIO SSMOPSO MMOHEA CSSMPIO

MMF1
0.023 7±

0.003 3(−)
0.150 3±

0.068 5(−)
0.014 9±

0.000 7(−)
0.011 7±

0.000 3(=)
0.012 9±

0.000 3(−)
0.011 9±

0.000 5(−)
0.023 3±

1.430 3(−)
0.011 5±
0.000 5

MMF2
0.022 3±

0.015 0(−)
0.264 5±

0.116 3(−)
0.009 2±

0.001 0(−)
0.006 5±

0.000 7(−)
0.005 6±

0.000 6(−)
0.006 1±

0.000 6(−)
0.008 5±

0.001 2(−)
0.004 3±
0.000 6

MMF3
0.016 6±

0.007 1(−)
0.137 8±

0.046 7(−)
0.007 2±

0.001 0(−)
0.005 3±

0.000 5(−)
0.005 6±

0.000 1(−)
0.005 9±

0.001 0(−)
0.007 9±

0.001 1(−)
0.004 9±
0.000 7

MMF4
0.026 8±

0.006 3(−)
0.426 2±

0.123 5(−)
0.008 7±

0.000 3(−)
0.005 3±

0.000 5(+)
0.008 3±

0.000 3(−)
0.007 6±

0.000 3(−)
0.013 6±

0.000 7(−)
0.007 1±
0.000 3

MMF5
0.068 9±

0.007 1(−)
0.298 5±

0.126 3(−)
0.030 2±

0.001 3(−)
0.024 6±

0.000 9(=)
0.033 1±

0.001 6(−)
0.024 8±

0.000 7(=)
0.044 8±

0.000 7(−)
0.025 0±
0.000 8

MMF6
0.010 9±

0.002 4(−)
0.204 5±

0.070 8(−)
0.027 5±

0.001 2(−)
0.023 8±

0.000 6(=)
0.028 6±

0.001 6(−)
0.023 5±

0.000 8(+)
0.041 2±

0.001 0(−)
0.023 9±
0.000 8

MMF7
0.064 3±

0.035 2(−)
0.152 2±

0.066 2(−)
0.009 2±

0.000 3(−)
0.007 1±

0.000 3(+)
0.007 2±

0.000 3(+)
0.008 1±

0.000 4(=)
0.012 8±

0.000 4(−)
0.008 1±
0.000 4
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续表 6

测试问题
mean±std

DN_NSGAII MOEAD MRPS SMPSO_MM MMOPIO SSMOPSO MMOHEA CSSMPIO

MMF8
3.025 6±

1.073 0(−)
2.711 4±

0.586 2(−)
0.021 0±

0.001 0(−)
0.016 0±

0.000 6(+)
0.017 4±

0.000 9(=)
0.016 7±

0.000 6(+)
0.029 8±

0.003 4(−)
0.017 4±
0.000 8

SYM-PART1
1.051 3±

0.830 0(−)
12.687 7±
2.730 0(−)

0.045 8±
0.003 5(−)

0.032 3±
0.000 3(−)

0.016 7±
0.240 2(+)

0.029 0±
0.006 1(−)

0.032 1±
0.001 5(−)

0.019 3±
0.001 3

SYM-PART2
0.953 8±

0.075 6(−)
12.788 9±
2.480 0(−)

0.053 3±
0.002 8(−)

0.059 7±
0.000 5(−)

0.023 1±
0.001 5(−)

0.032 6±
0.010 5(−)

0.031 4±
0.000 6(−)

0.021 3±
0.001 7

SYM-PART3
0.955 6±

0.756 3(−)
10.369 7±
2.490 0(−)

0.109 4±
0.024 1(−)

0.065 1±
0.013 3(−)

0.024 1±
0.008 9(−)

0.035 7±
0.004 2(−)

0.084 2±
0.016 7(−)

0.012 3±
0.000 7

Omni-test1
0.889 9±

0.165 2(−)
3.418 3±

0.413 7(−)
1.262 3±

0.021 2(−)
0.134 5±

0.031 6(−)
0.870 6±

0.061 8(−)
0.081 0±

0.027 4(−)
0.082 4±

0.003 8(−)
0.078 6±
0.018 1

Omni-test2
2.197 6±

0.292 3(−)
3.976 3±

0.483 2(−)
1.013 2±

0.065 1(−)
1.047 3±

0.076 2(−)
0.998 7±

0.033 9(=)
0.788 7±

0.068 9(+)
0.989 9±

0.100 4(+)
0.998 3±
0.103 8

Omni-test3
3.163 0±

0.512 4(−)
4.696 4±

0.455 1(−)
1.942 3±

0.086 2(+)
2.028 8±

0.081 5(+)
1.968 4±

0.050 3(+)
1.722 4±

0.064 9(+)
2.118 5±

0.011 8(+)
2.124 4±
0.090 9

+/=/− 0/0/14 0/0/14 1/0/13 4/3/7 3/2/9 4/2/8 2/0/12 —
 
  

3.3.3   决策空间 PSs 分布分析

图 7~9 比较了算法在 MMF1、MMF3 和 SYM-
PART1 测试函数上得到的 PSs，图中的水平坐标

和垂直坐标分别表示对应决策变量的边界范围。

从图中可以看出，MOEAD 求得的 PSs 最差。在

MMF1 测试函数上，不仅 3.3.1 和 3.3.2 小节部分

CSSMPIO 求得 PSP 值和 IGDx 值更优越，而且从

图 7 可以看出 CSSMPIO 求得的 PSs 分布也更均

匀。对于性能表现较好的 MMF3 和 SYM-PART1

测试函数来说，图 8、图 9 更直观地体现了 CSS-
MPIO 找到更多的 Pareto 最优解，且解的分布也

更均匀。
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图 7    不同算法在 MMF1 上得到的 PSs

Fig. 7    PSs obtained on MMF1 with different algorithms
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图 8    不同算法在 MMF3 上得到的 PSs

Fig. 8    PSs obtained on MMF3 with different algorithms
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图 9    不同算法在 SYM-PART1 上得到的 PSs

Fig. 9    PSs obtained on SYM-PART1 with different algorithms
 

为了更准确地说明这一点，图 10 表示 CSSM-
PIO 在其他测试函数上得到的决策空间 Pareto
解集的分布和真实 Pareto 解集分布的图像，“○”代
表的是获得的 PS，“+”代表的是真实 PS。从图中
可以看出，CSSMPIO 求得的 PSs 大多可以覆盖于
真实的 PSs，且 PSs 的分布是均匀的。尤其在复杂

函数 SYM-PART2 上取得了更优的效果。综合各
算法的 PSP 值和 IGDx 值以及 Pareto 解集的分布
结果，所提 CSSMPIO 获得的 PSs 能够较好地覆
盖真实 PSs，相比于其他算法具有更好的收敛性
和多样性，在决策空间和目标空间上实现更好的
平衡。
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图 10    CSSMPIO 在测试函数上得到的决策空间 PSs 分布

Fig. 10    The PSs distribution of decision space obtained by the CSSMPIO algorithm in test functions
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3.4    算法运行时间对比分析

图 11 可视化了不同算法在测试问题上计算

一次的平均运行时间，运行时间刻度设置为 log10。
从图 11 可以看出，MMOHEA 的时间成本最低，

这是因为算法采用了有效支配排序策略，但是该

算法的计算结果较差。MOEAD 的运行时间是不

稳定的；CSSMPIO 采用了小生境搜索策略，算法

运行时间相较 MRPS、DN_NSGAII 较长；相较于

SMPSO_MM、MMOPIO 来说，CSSMPIO 算法的运

行时间相差不多，但是算法的求解结果更好，综

合来看，CSSMPIO 算法的效率较高。
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图 11    比较算法在 14 个测试函数上的运行时间

Fig. 11    Runtime of different comparison algorithms on 14
test functions

 
  

4   基于地图测试问题的应用

x f1(x)

f2(x)

f3(x)

f4(x)

为验证 CSSMPIO 的性能，采用基于地图的

测试问题 [37]，测试问题是从实际地图生成的，如

图 12（a）所示，涉及 6 所小学（红色圆圈）、3 所中

学（绿色圆圈）、13 家便利店（蓝色圆圈）和 3 个火

车站（黑色圆圈），利用决策空间（即地图中的点）

中解 的欧氏距离定义了 4 个最小化目标： ：

距离最近的小学（红色圆圈）； ：距离最近的中

学（绿色圆圈）； ：距离最近的便利店（蓝色圆

圈）； ：距离最近的火车站（黑色圆圈）。
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图 12    基于地图的测试问题及 Pareto 区域

Fig. 12    The map-based test problems and the Pareto regions
 
 

(x1 = 0, 1, · · · ,
图 12（b）中的绿色部分表示该问题的帕累托

最优区域，并通过检查 101×101 个点

100 x2 = 0, 1, · · · , 100)； 中每个点的 Pareto 最优性来

描述。

为了证明 CSSMPIO 的有效性，将 CSSMPIO
与 MRPS 在基于地图的问题上进行了比较，参数

设置如表 1。结果如图 13 所示，CSSMPIO 可以覆

盖所有 Pareto 区域，而 MRPS 获得的 Pareto 区域

是不完整的。这表明 CSSMPIO 的性能优于 MRPS，
证明了 CSSMPIO 的有效性。
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图 13    两种算法得到的解

Fig. 13    Obtained solutions by two algorithms
 
  

5   结束语

针对多模态多目标优化中种群多样性难以维

持以及等价 Pareto 最优解数量不足问题，本文提

出一种融合聚类和小生境搜索的多模态多目标优

化算法（CSSMPIO）。CSSMPIO 采用基于聚类的

特殊拥挤距离排序（CSCD）克服了非支配特殊拥

挤排序（SCD）不能正确识别邻域的缺点，并且考

虑到了决策空间和目标空间的拥挤距离，个体在

自适应形物种形成策略中形成的小生境子种群中

利用改进的鸽群优化算法并行搜索等价 Pareto 最

优解，最后执行精英学习策略，从而在决策空间

和目标空间中获得一个均匀分布的群体。

综合分析 CSSMPIO 算法与其他 7 种多模态

多目标算法在 14 个测试函数上的结果发现，CSS-
MPIO 算法能够找到更多的 PSs，提高了决策空间

的多样性以及算法搜索能力。另外求得的解集接

近于真实解集，具有较好的收敛性和多样性，在

决策空间和目标空间上实现更好的平衡。

但是本文所提算法是连续优化算法，不适于

求解离散优化问题，在未来的工作中，设计出离

散优化多模态算法将是研究的方向。
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