
第 2 卷第 1 期 　　　 　　　　 　　　　　　　智 　能 　系 　统 　学　报 　　　　 　　　　 　 　 　　Vol. 2 №. 1

2007 年 2 月 　　　　　　　 　 　　CAA I Transactions on Intelligent Systems 　　　　　　　　　　　Feb. 2007

模糊系统万能逼近理论研究综述
刘福才1 ,2 ,陈 　超1 ,邵 　慧1 ,裴 　润2

(1. 燕山大学 电气工程学院 ,河北 秦皇岛 066004 ;2. 哈尔滨工业大学 航天学院 ,黑龙江 哈尔滨 150001)

摘 　要 :模糊系统通用逼近理论是模糊理论研究的一个重要方向. 目前 ,对模糊系统通用逼近性的研究已经取得了

很大的进展. 对模糊系统的通用逼近性、模糊系统作为通用逼近器的充分条件和必要条件以及模糊系统的逼近精度

等方面的研究进行了较为详尽的综述 ,分析了各种分析方法的主要成果及其特点 (包括优点和局限性) ,并指出了今

后模糊系统通用逼近理论研究中有待解决的许多问题.
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　　自从 20 世纪 60 年代后期 ,由 L . A. Zedeh 所创

立模糊理论以来 ,模糊理论在许多领域得到了成功

的应用. 在许多应用中 ,主要的设计目标是根据给定

的逼近精度建立一个模糊系统 ,逼近一个预定的模

型或控制过程[1 - 7 ] ,这就是所谓的逼近问题[8 - 17 ] . 在

实际应用中 ,当设计一个模糊系统时 ,了解模糊系统

逼近预定的控制或决策的逼近机制是很重要

的[18 - 22 ] . 因此 ,模糊系统的通用逼近性研究成为 20

世纪 90 年代以来模糊理论研究的重要方向 ,同时也

是模糊理论的一个重要支柱[ 23 - 27 ] . 所谓模糊系统的

通用逼近性是指模糊系统能否以任意精度逼近紧致

集 (封闭 ,有界)上的任意连续函数 ;所谓模糊系统作

为函数逼近器的充分条件[16 - 17 ,28 - 30 ] 是指对于任意

给定的连续函数 ,每个输入变量要取多少个模糊子

集才能够保证所需要的逼近精度. 而模糊系统作为

通用逼近器的必要条件[ 31 - 34 ] 可以用来确定所选择

模糊系统的组成元素 ,包括模糊系统的输入模糊子

集、输出模糊子集和模糊规则 ,以及这些组成元素的

限制条件等. 而逼近精度[ 35 - 37 ]用来确定模糊系统的

误差上界 ,从而确定一个模糊系统的好坏程度.

模糊系统的理论研究和实际应用都是建立在模

糊系统通用逼近性的基础之上的. 这是因为从数学

的角度来看 ,模糊系统是从输入论域到输出论域的

一个函数映射. 当模糊系统用作系统建模和辨识时 ,

通用逼近性决定了它是否能够逼近任意连续的非线

性动态模型 ;当模糊系统用作控制时 ,通用逼近性决



定了它是否能够对任意非线性动态对象跟踪任意连

续的非线性时间函数 ,并实现所要求的闭环系统的

动态品质. 可见对模糊系统通用逼近理论的研究 ,无

论在理论上还是在实际应用上都有极为重要的意

义.

关于模糊模型通用逼近性的研究近几年国内外

相关学者又有了许多新的研究成果[28 - 35 ] .

文献[35 ]研究了递阶模糊系统的逼近特性 ;文

献[ 36 ]研究了递阶模糊关系模型的语言解释与万能

逼近性.

文献[37 ]建立了 D. C. 隶属函数模糊集对模糊

集的万能逼近性. 探讨了 D. C. 隶属函数模糊集与

模糊数之间的关系 ,给出了用 D. C. 隶属函数模糊

集逼近模糊数的ε2Ce1ina 逼近形式 ;针对广义递阶

Mamdani 模糊系统 ,文献[ 38 ]借助方形分片线性函

数构造性的证明了在最大模和积分模意义下该系统

是泛逼近器 ;文献[ 39 ]提出一种广义模糊双曲正切

模型 ,并证明了此模型是 T2S 模型的真子集 ,它具

有全局逼近性 ;文献 [ 40 ]证明了具有任意形状隶属

函数的递阶模糊系统对紧集上连续函数的逼近性

质 ,为使用递阶模糊系统进行辨识或控制以避免模

糊规则数目随系统变量个数呈指数增长提供了理论

依据 ;文献[ 41 ]讨论了由“交”和“并”的方式聚合推

理规则所生成的 2 类模糊系统的插值性问题 ,因为

当模糊系统具有插值性时 ,它必具有泛逼近性 ,因

此 ,由插值性可以分析模糊系统的逼近能力 ;文献

[42 ]总结了模糊系统作为通用逼近器在存在性、充

分性和必要性 3 个方面所作过的主要理论研究 ,并

分析了这些理论成果在工程上的若干应用.

粗略的说 ,现在对模糊系统作为通用逼近性的

研究主要分为 2 个方面 :

1)定性研究 ,主要分析各类具有通用逼近性模

糊系统以及产生这种逼近特性的内在机制 ;

2)定量研究 ,主要确定各类模糊系统的逼近误

差上界并分析其逼近精度.

模糊系统逼近理论的研究主要包括模糊系统的

通用逼近性、通用逼近性的存在性、模糊系统作为通

用逼近器的充分条件和模糊系统作为通用逼近器的

必要条件以及逼近精度 5 个方面 ,文中将就这几个

方面近年来的研究方法及研究成果加以综合分析.

1 　模糊系统的通用逼近性

近年来关于模糊系统通用逼近性的研究比较

多 ,众多学者针对各种不同的模糊系统 ,应用不同的

方法分别研究了其函数逼近特性 ,指出这些特殊的

模糊系统是一种万能逼近器.

模糊系统的分类如图 1 所示 ,可把目前已经证

明能够作为通用逼近器或通用控制器的模糊模型分

为 3 类 :1) Mamdani 模糊系统 ,2) 线性 T2S 模糊系

统 ,3)其他模糊系统. 线性 T2S 模糊系统还包括 :简

化线性 T2S 模糊系统和典型 T2S 模糊系统. 其他模

糊系统主要包括 :模糊控制器、递阶模糊系统和加型

模糊系统. 在下面论述中 ,将对这些模糊模型做出简

要的概述.

图 1 　模糊系统分类

Fig. 1 　The classify for fuzzy systems

1. 1 　Mamdani 模糊系统

Mamdani 模糊系统的一般定义为

R j :if x1 is A j
1 ,and x2 is A j

2 ⋯,

x n is A j
n , t hen y j = B j , j = 1 ,2 ⋯⋯M. (1)

式中 : x i 是输入变量 , i = 1 , 2 , ⋯n , A j
i 和 B j 是模糊

子集 , y 是输出变量 , M 是输入模糊规则总数. 通常

B j 取为模糊单点 ,即 Πbj ∈U ,如果μB j
( bj ) = 1 ,则

对任意 z ∈U , z ≠bj 时 ,μB j
( z) = 0 ,式中 :U 为 B j 的

论域. 此时称由式 (1) 定义的 Mamdani 模糊系统为

特定 Mamdani 模糊系统.

对此特定 Mamdani 模糊系统 ,设 0 ≤x i ≤1 . 对

每一个输入变量 x i ( i = 1 , 2 , ⋯n) 定义 nj 个模糊子

集 ,从而规则总数为 M = ∏
n

j = 1
nj . 式 (1) 所给出的第 i

条规则的激活度为μj = ∏
n

i = 1
μA j

i
( x i ) . 容易求得 ,特定

Mamdani 模糊系统的输出为

f ( x) =
∑
M

j = 1

(μj ( X) y j )

∑
M

j = 1

μj ( x)

= ∑
M

j = 1

μj ( x)

∑
M

j = 1

μj ( x)

y j . (2)

式中 : x = ( x1 , x2 , ⋯, x n) T ,并且令 x0 ≡1 .

学者们分别使用不同的数学工具证明了这种特

定 Mamdani 模糊系统具有通用逼近性[1 - 12 ] . 首先 ,
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王立新[1 ] 用 Stone2Weierst rass 定理证明了采用乘

积推理、中心去模糊、高斯隶属函数的 Mamdani 模

糊系统能够以任意精度逼近紧致集上的任意连续实

函数. 但由于证明过程使用了复杂的 Stone2
Weirst rass 定理 ,这使得证明潜在的逼近机制并不

清晰 ,并且对于一般的模糊系统是否成立也没能给

出确切的答案. 因此 ,在文献[ 2 ]中 ,王立新又提出了

模糊基函数 ( FBF) 的概念. 模糊基函数最大的优点

是来自人类专家的模糊语言 IF2T H EN 规则直接与

模糊基函数相关.

既然模糊基函数在研究模糊系统的通用逼近性

方面起了重要的作用 ,那么 ,模糊基函数又有哪些特

点呢 ? 曾小军在文献 [ 3 - 4 ]给出了较详细的分析 ,

并得出了模糊基函数的 5 种性质以及 Mamdani 模

糊系统的一些基本特性. 模糊基函数的 5 种性质为 :

St ructure Similarity ; Compatibility ;Complementar2
ity ; Less Fuzzility ; Composition of Fuzzy System ;

Mamdani 模糊系统的基本特性为 :基本逼近特性 ;

一致逼近特性 ;一致收敛特性 ;通用逼近特性.

王立新和曾小军的研究一方面为模糊系统的设

计指明了方向 ,另一方面也有其局限性. 因为它们所

证明的 Mamdani 模糊系统是“特定结构”的通用逼

近器 ,即是采用乘法机制、中心去模糊、高斯隶属函

数[1 - 2 ]或者具有紧支撑的隶属函数[ 3 - 4 ] 的模糊系

统. 分析至此 ,便可以提出 2 个问题 :

1)使用其他隶属函数、模糊逻辑、推理机制及去

模糊法的 Mamdani 模糊系统是否具有通用逼近性 ?

2)使模糊系统成为通用逼近器的内在机制是什

么 ?

应浩[5 - 6 ]采用了将输入空间无限细分的方法 ,

利用 Weierst rass 研究了特定 Mamdani 模糊系统

(包括中心去模糊和最大去模糊) 是通用逼近器 ,揭

示了函数逼近的内在机制 ,并推导出了这种模糊系

统作为通用逼近器的充分条件. 曾珂[7 ] 则使用了台

劳展开法 ,利用拉格朗日余项证明了特定 Mamdani

模糊系统是通用逼近器.

为了回答“基于其他类型隶属函数的模糊系统

是否可以作为函数逼近器”这个问题 ,毛志宏[8 - 9 ] 讨

论了采用模糊基函数的伸缩及平移作为隶属函数的

情形 ,证明在隶属函数可积、积分非零且几乎处处连

续的条件下 ,Mamdani 模糊系统是通用逼近器.

上面所提及的文献中 ,均用不同的方法证明了

Mamdani 模糊系统具有通用逼近性 ,然而模糊系统

为何具有通用逼近性 ? 模糊系统的本质何在 ? 这一

关键性问题仍未得到很好的解决. 李洪兴在文献

[10 ]中指出 :模糊控制其本质上是插值器. 该结论是

按“真值流动”的思想提出的. 基于此 ,在文献 [ 11 ]

中 ,提出了模糊系统的插值机理 ,对于模糊系统的函

数逼近性提出了新的方法. 受此启发 ,张恩勤[12 ] 研

究了基于三角形隶属函数的一类模糊系统的插值特

性 ,从模糊系统的结构分析上给出了一类模糊系统

与分段插值函数的等价性证明 ,并给出了相应的逼

近误差估计.

以上分析较为概括的阐述了目前证明 Mamda2
ni 模糊系统具有通用逼近性的方法. 可以看出 ,对

于 Mamdani 模糊系统作为通用逼近器的研究方法

很多 ,并且每种方法都各有其优点和局限性 ,而且越

来越完善. 可以把这些方法存在的主要问题概括为 :

1)每种方法所证明的 Mamdani 模糊系统都有

一定的限制条件 (如推理机制、去模糊法、隶属函数

等) .

2)没有给出模糊系统具有通用逼近性的内在本

质.

1. 2 　T2S 模糊系统

Mamdani 模糊系统采用模糊集作为规则后件 ,

而 T2S 模糊系统采用输入变量的线性或非线性函

数作为规则后件.

T2S 模糊系统的规则表示为

R j : IF x1 is A j
1 and x2 is A j

2

and ⋯and x n isA j
n , (3)

y j = f j ( x1 , x2 , ⋯, x n) , j = 1 ,2 , ⋯, M.

式中 : x i ( i = 1 , 2 , ⋯, n) 为输入变量 , A j
i 为模糊子

集 , M 为规则总数 , f i ( ·) 为线性或非线性函数. 当

f i ( ·) 为输入变量的线性函数时 ,此系统为线性 T2
S 模糊系统. 而线性 T2S 模糊系统在应浩[13 - 14 ] 、曾

珂[15 - 16 ]的证明方法中又分为简化线性 T2S 模糊系

统和典型 T2S 模糊系统的数学模型.

为了区分二者的不同点 ,必须首先给出简化线

性 T2S 模糊系统和典型 T2S 模糊系统.

1. 2. 1 　简化线性 T2S 模糊系统

在 T2S 模糊系统中 ,为了减少设计的参数 ,应

浩采用了简化了的线性 T2S 模糊系统.

对于 SISO 系统 ,系统表述如下 :

R j :IF x is A pj ,

T H EN 　y = k j ( ax + b) , j = 1 ,2 , ⋯, M. (4)

　　对于 MISO 系统 ,系统表述如下 :

R j : IF x1 is A j
1 and x2 is A j

2

and ⋯and x n is A j
n ,

T H EN 　y = k j ( a0 x0 + a1 x1 + ⋯+ an x n) ,

j = 1 ,2 , ⋯, M. (5)
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式中 : a , b , a0 , a1 , ⋯, an , k j ( j = 1 , 2 , ⋯, M) ,为要设

计的参数. 而每个规则中 , a , b , a0 , a1 , ⋯, an 都是定

值 ,要变动的只有 k j ( j = 1 ,2 , ⋯, M) . 这样要设计的

参数总共只有 M + n + 2 个 ,几乎减少了一半. 这样 ,

得到的简化线性 T2S 模糊系统的输出为

f ( x) =
∑
M

j = 1

(μj ( x) y j )

∑
M

j = 1

μj ( x)

. (6)

　　对于这种简化的线性 T2S 模糊系统 ,应浩从数

学上推导出了简化了的 SISO [13 ]与 MISO [13 ]线性 T2
S 模糊系统为通用逼近器 ,并给出了相应的充分条

件. 但是由于简化线性 T2S 模糊系统的限制条件较

多 ,虽然所需求解的规则后件的参数较少 ,但实际应

用中仍有一定的局限性. 为此 ,应浩又用类似的方法

证明了一般线性 T2S 模糊系统的通用逼近性[14 ] ,曾

珂则证明了典型 T2S 模糊系统的通用逼近性[15 ] .

1. 2. 2 　典型 T2S 模糊系统

典型 T2S 模糊系统的一般定义为

R j : IF x1 is A j
1 and x2 is A j

2 and ⋯and

x n is A j
n T H EN ,

y = p j0 + p j1 x1 + p j2 x2 + ⋯+ p jn x n =

p j0 + ∑
n

i = 1
p ji x i , j = 1 ,2 , ⋯, M. (7)

式中 : x i ( i = 1 , 2 , ⋯, n) 为输入变量 , A j
i 为模糊子

集 , M 为规则总数 , p ji ( i = 1 , 2 , ⋯, n) 为模糊系统的

参数. 对典型 T2S 模糊系统 ,设 0 ≤x i ≤1 . 对每一个

输入变量 x i ( i = 1 ,2 , ⋯n) 定义 ni 个模糊子集 ,从而

规则总数为 M = ∏
n

i = 1
ni . 式 (7) 所给出的第 i 条规则的

激活度为μj = ∏
n

i = 1
μA j

i
( x i ) . 容易求得典型 T2S 模糊系

统的输出为

f ( x) =
∑
M

j = 1

μj ( x) ∑
n

i = 0
p ji x i

∑
M

j = 1

μj ( x)

. (8)

式中 : x = ( x1 , x2 , ⋯, x n) T ,并且令 x0 ≡1 .

对于这种典型 T2S 模糊系统 ,曾珂[15 ] 证明 ,在

采用广义全交叠输入隶属函数的前提下 ,该系统具

有通用逼近性 ,并得到了其作为通用逼近器的充分

条件[ 16 ] .

而陈卫田[17 ]则利用终值定理 ,对带有非模糊规

则后件的模糊逻辑控制 ( FL C) 系统进行分析 ,证明

了该系统具有通用逼近性 ,并得到了其作为通用逼

近器的充分条件[ 17 ] .

在文献 [ 18 ]中 , Hua o . Wang 提到了线性 T2S

模糊系统和 PDC 控制器 ,并讨论了它们的基本性

能 ,得到了 2 个结果 :

1)线性 T2S 模糊系统是光滑非线性动态系统

的通用逼近器 ;

2) PDC 控制器是非线性状态反馈控制器的通

用逼近器.

T2S 模糊系统作为通用逼近器的基本思想是 :

采用局部线性化实现全局非线性逼近. 目前 ,对 T2S

模糊系统的研究并不多 ,并且主要集中在对线性 T2
S 模糊系统通用逼近性的研究上 ,应浩、曾珂、陈卫

田所提出的方法虽然各不相同 ,但它们之间有一定

的相关性 ,这从线性 T2S 模糊系统作为通用逼近器

的充分条件的比较中可以看出. 他们的方法有共同

的优点 :所证明的线性 T2S 模糊系统对隶属函数类

型、模糊逻辑控制以及去模糊方法没有任何限制. 但

与此同时 ,3 种方法证明过程中的限制条件也提出

了 T2S 模糊系统研究中待解决的问题 :线性 T2S 模

糊系统可以实现全局非线性逼近 ,那么非线性 T2S

模糊系统是否也可以作为非线性逼近器 ?

1. 3 　其他模糊系统的逼近性问题

随着模糊逼近理论的不断发展 ,研究各种类型

的通用逼近器逐渐成为研究的热点. 目前 ,除了

Mamdani 模糊系统和 T2S 模糊系统 ,所研究的其他

主要模糊系统包括 : 1) 模糊控制器 ,2) 递阶模糊系

统 ,3)加型模糊系统.

1. 3. 1 　模糊控制器

近些年来 ,对于模糊控制器的研究不断增多 ,模

糊控制是一种基于规则的控制 ,它直接采用语言型

控制规则 ,其依据是现场操作员的控制经验或相关

专家的知识 ,在设计中不需要建立被控对象的精确

数学模型 ,因而使得控制机理和策略易于接受和理

解 ,设计简单 ,便于使用.

在文献[ 19 ]中 ,Buckley 将基本模糊控制器分

为 3 类 :1) expert systems ;2) approximation reason2
ing (f uzzy logic) ;3) Sugeno cont roller .

通用控制器研究方向的第一个结果是 :如果一

个过程可由一个连续控制器 (不一定是模糊控制器)

控制 ,那么这个过程也可由多元素同时运行的模糊

控制器所控制.

在文献[ 20 ]中 ,Buckley 证明了基于 Sugeno 型

模糊控制器是通用模糊控制器 ;在 Buckley[ 1 - 3 ] 中 ,

又证明了基于ξ系列的模糊控制器是通用逼近器.

但是 ,在证明ξ系列的模糊控制器是通用逼近器的

过程中遇到了 2 个问题 :

1)δ= FC( e ,Δe) 不是 ( e ,Δe) 的连续函数 ;
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2)在多变量情况下ξ不封闭 ,因此不能使用

Stone2Weierst rass 定理.

由于上面 2 个问题的存在 ,Buckley 未能找到

基于逼近原理 (模糊逻辑)的通用模糊控制器 ,因此 ,

寻找是否存在基于逼近原理的通用模糊控制器将成

为一个深入研究的课题.

Cast ro [ 21 ] 回答了一个基本的理论问题“为什么

模糊系统对各种各样的实际问题具有如此优越的性

能 ?”,同时提出了模糊逻辑控制器 ( FL C) 的概念 ,模

糊逻辑控制器包括 2 种类型 :具有模糊规则后件的

模糊逻辑控制器和具有非模糊规则后件的模糊逻辑

控制器. 在文献中 ,他一方面说明了一种特殊类型的

模糊逻辑控制器是通用逼近器 ,这种类型的模糊逻

辑控制器满足 :高斯隶属函数、乘法模糊推理、中心

去模糊. 另一方面 ,又证明了其他类型的模糊逻辑控

制器也是通用逼近器 ,这些模糊逻辑控制器包括 :

1)具有其他隶属函数的模糊系统 (包括三角形

隶属函数、梯形隶属函数等) ;

2)以任意协范数为模型的模糊连接器 ;

3)只需满足较弱特性的模糊推理 ;

4)只需满足较弱条件的去模糊方法.

证明了诸多模糊逻辑控制器是通用逼近器之

后 ,又出现了一个比较实际的问题 :给出一个特定的

控制问题之后 ,哪一种类型的模糊逻辑控制器更适

合呢 ? 文献[21 ]没有解决 ,另外 ,文献[ 21 ]也没有给

出最优模糊逻辑控制器的结构和大小.

但是 ,尽管在实际应用中 ,由于不知道最优控制

器是怎样进行选择的 ,但上面的叙述却从理论上说

明了模糊控制可以作为通用控制工具. 有了这些理

论基础 ,Ngnyen[22 ] 证明了模糊控制可用于许多实

际控制系统中 (如分布式系统) . 尽管如此 ,模糊控制

方法的选择还要由许多附加条件所决定 ,如控制结

果的光滑性、稳定性、灵敏性等.

1. 3. 2 　递阶模糊系统

上面所讲述的模糊系统都是标准模糊系统 ,但

是限制典型模糊控制器广泛应用的一个重要问题是

“规则爆炸”问题 ,也就是模糊规则数随着模糊控制

器输入变量数的增加而迅速增加. 这就增加了模糊

系统的复杂性. 王立新[23 ] 提出了递阶模糊系统 ,从

而解决了“多维曲面”的问题. 递阶模型的基本思想

是把一个多维输入模糊系统转化成低维模糊系统的

集合. 其中的低维模糊系统称为 Takagi2Sugeno2
Kang ( TSK)模糊系统.

在文献[23 ]中 ,王立新以三输入模糊系统为例

用 Stone2Weierst rass 定理证明了递阶模糊系统是

通用逼近器 ,并且模糊规则数随着输入变量的增加

而线性增加. 后来 ,Campello [24 ] 又进一步证明 ,一个

参数较少的递阶模糊关系系统可以转化成一个等价

的非递阶模糊关系. 这个等价模型可以用于提取模

糊规则 ,也可以用于减少所提取的规则.

从本质上讲 ,标准模糊系统的 IF 部分需要包括

整个论域 ,所以 T H EN 部分要简单 (可以是常数) ;

递阶模糊系统的 IF 部分不包括整个论域 ,从而使

T H EN 部分变得复杂.

从上面的分析可以看出 ,虽然递阶模糊系统的

模糊规则总数比相对应的标准模糊系统要少 ,即较

好地解决了“规则爆炸”问题 ,但递阶模糊系统的每

一条规则要比标准模糊系统复杂得多 ,因为它的

T H EN 部分是输入变量的顺序多项式.

1. 3. 3 　加型模糊系统

所谓加型模糊系统 (SAM) ,是指将模糊规则的

输出或结论部分子集加到输入之中 ,这样便得到一

个输入 - 输出状态空间 ,它覆盖函数的图像并将交

叠的模糊补块平均化. 加型模糊系统就是通过用输

入 - 输出状态空间的模糊补块覆盖来逼近函数的.

每一条模糊规则定义了一个模糊补块 ,从而将状态

空间的几何图形与实际内容联系起来.

Kosko [25 - 26 ]利用有限覆盖定理研究了加型模

糊系统的函数逼近性. 证明了一个加型模糊系统通

过神经元或统计聚类算法逼近一个位置的模糊补

块 ,并从训练数据中产生一个模糊系统. Kosko 在文

献[25 ]对模糊集互相重叠个数做了假设 ,在文献

[26 ]中对这一假设进行了削弱.

张恩勤[27 ]采用了较为简单的方法证明了一类

基于规则的加型模糊系统的通用逼近特性 ,由于很

多环节的处理上更为自由 ,所研究的加型模糊系统

更为广泛.

关于模糊系统在通用逼近性的存在性方面所取

得的研究成果可参见文献[42 ] .

2 　模糊系统作为通用逼近器的充分条
件研究与分析

2. 1 　关于充分条件的研究

由于充分条件决定了模糊系统逼近误差的上

界 ,对已得到的模糊系统一致逼近任意连续时函数

的各种充分条件进行比较分析 ,判定哪一个充分条

件所确定的逼近误差上界更小 ,或者在什么情况下

更小 ,以及计算复杂程度等等 ,这些工作无疑在理论

和应用上都有非常重要的意义.

纵观国内所有关于模糊系统作为函数逼近器及
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其充分条件的研究 ,在前期的证明中有不少作者使

用了十分复杂的 Weierst rass2stone 定理[13 ] ,使得证

明体现不出模糊系统的结构 ,难于实际应用. 后来的

证明不少采用了 Weierst rass 定理[6 ,13 - 14 ,28 ] ,这样能

够揭示模糊系统作为函数逼近器的内部结构 ,并能

很容易导出其作为函数逼近器的充分条件. 根据

Weierst rass 定理 ,多项式可以任意精度逼近一个任

意在实域上连续的非线性或线性函数. 那么要证明

模糊系统能够逼近任意函数 ,只需证明该模糊系统

能够逼近任意多项式即可. 因此 ,一般有关模糊系统

是通用逼近器及其充分条件的研究都遵循如下的 2

个步骤 : 1) 模糊系统能逼近任意多项式 ; 2) 采用

Weierst rass 近似定理进行过渡.

目前 ,对模糊系统作为通用逼近器的充分条件

的研究主要集中于 Mamdani 模糊系统和 T2S 模糊

系统. 式中 :文献 [ 6 - 7 ]研究的是 Mamdani 模糊系

统 ,文献[ 13 - 14 ,16 - 17 ,28 - 29 ]研究的是 T2S 模

糊系统. Hao Ying[ 6 ] 首先研究了简化 Mamdani 模

糊系统 (规则后件是单点模糊集)作为通用逼近器的

充分条件 ,但是要求每一个输入变量的模糊子集有

相同的隶属函数形式 ,并且每一模糊子集的隶属函

数在中心点以左是不减的 ,在中心点以右是不增的.

曾珂在文献[7 ]中引入广义全交叠的概念 ,对隶属函

数的限定条件与文献[6 ]相比放宽了许多 ,所得到的

充分条件在形式上更简洁.

Hao Ying 在文献 [ 13 - 14 ]中分别讨论了 2 种

采用比例的线性函数作为规则后件的简化 T2S 模

糊系统作为通用逼近器的充分条件. 更进一步 ,在文

献[ 28 ]中 , Hao Ying 研究了一般的采用输入变量的

线性函数作为规则后件和全交叠输入隶属函数的

T2S 模糊系统的充分条件. 曾珂在文献 [ 29 ]中研究

了采用输入变量的线性函数作为规则后件和广义全

交叠隶属函数的 T2S 模糊系统以任意精度一致逼

近紧支集上任意连续时函数的一个充分条件 ,并给

出了数值示例 ,所得结果远远优于文献[ 28 ]的结果.

陈卫田[ 17 ]通过采用与[ 28 ]不同的方法 ,首次直接针

对一类模糊系统 ,给出了它们逼近函数的构造性充

分条件 ,并给出了逼近精度与模糊规则数量之间的

关系的显式公式.

2. 2 　关于模糊规则数量的比较

为了便于比较与分析 ,把上述 3 种方法获得的

充分条件列于表 1. 表中各符号的意义可参见文献

[6 ,17 ,28 - 29 ] . 从表中可以看出 ,由 Zeng’s 方法得

到的充分条件在形式上也更简洁. 同时 ,注意到用

Zeng’s 方法计算所得的结果不会大于用 Ying’s 方

法算得的结果. 但是 ,由于 Ying’s 方法仅取决于多

项式函数的系数 ,其计算复杂度要比依赖于偏微分

极值的 Zeng’s 方法低许多 ,特别在维数很高的情况

下更是如此. Zeng’s 方法和 Chen’s 方法得出的充

分条件和 Ying’s 方法相比 ,均具有较低的保守性.

那么 , Zeng’s 方法和 Chen’s 方法谁的保守性

更低 ? 换句话说 ,这 3 个充分条件之间又有怎样的

关系呢 ? 在文献[ 31 ]中已经给出了证明 ,有如下结

果 :

1)对 Mamdani 模糊系统和线性 T2S 模糊系统 ,

Ying’s 方法得到的模糊系统作为通用逼近器的充

分条件的保守性最大 ;

2)对 Mamdani 模糊系统 ,当 Chen’s 方法的模

糊系统对输入变量进行模糊等分时 ,其得到的充分

条件与 Zeng’s 方法所得到的充分条件是等价的. 而

不等分时 ,曾珂所得到的充分条件保守性要大些.

3)对线性 T2S 模糊系统 ,Zeng’s 方法和 Chen’

s 方法所得的比较结果之间则不存在简单的大小关

系.

表 1 　充分条件比较

Table 1 　Comparison of coeff icient conditions

方法 模糊规则后件为模糊集合 (或单一实数) 模糊规则后件为 T2S 模型

Ying’s

方法 [6 ,44 ]

a) n3 =
cmax

1

ε2 ∑
d

d1 = 1

(| βd1 | ·d1 ) , r = 1

b) n3 ≈ 1
ε2 ∑di > 0

| βd1 , ⋯, dr
| ∑

r

i = 1

( di ·cmax
i ) , r > 1

n 3 ≥ 1
ε2

| β1 ,0 | +| β0 ,1 |

　+ ∑
M1

d1 = 0
∑
M2

d2 = 0

| βd1 , d2 | (2 d1 + d2 - 1) ,

Zeng’s

方法 [45 ]
n0 >

1
ε2

·∑
r

i =1

5 Pq

5 x i ∞
- 1 , r > 1 n0 >

1
2ε2 ∑

r

i = 1
∑

r

j = 1

52 Pq

5 x i 5 x j ∞
- 1

Chen’s

方法 [17 ]
k f uz ≥ ∏

r

i = 1

int
rM i1

ε2
+ 1 , r > 1 knon ≥ ∏

r

i = 1

int
rM i1

2ε2
+ 1 , r > 1
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2. 3 　Mamdani 模糊系统与 T2S模糊系统之间的比较

众所周知 , T2S 模糊系统的通用逼近性要好于

Mamdani 模糊系统 ,一般的理解是 , T2S 模糊系统

相当于用许多块可以由不同倾斜方向的超平面来拟

合一个光滑曲面 ,因此其函数逼近性能要优于仅用

水平超平面进行拟合的 Mamdani 模糊系统. 从

Zeng 所得的结论也可以看出 ,当ε充分小时有 , T2S

模糊系统一致逼近时需要的模糊子集数 n0∝1/ ε,

而对于 Mamdani 模糊系统 , n0 ∝1/ε. 而从 Chen 的

结论也可以直观地看出 , T2S 模糊系统一致逼近时

所需要的模糊子集数 k∝1/ 2ε,而 Mamdani 模糊系

统 k∝1/ε. 因此 ,与 Mamdani 模糊系统相比 ,对于同

样给定的定义在紧致集上的连续实函数和一致精度

ε, T2S 模糊系统每个输入变量所需的模糊子集数要

少得多.

总的看来 ,目前对模糊系统的一致逼近定义在

紧致集上的任意连续时函数的充分条件已经取得了

一定的成果 ,但仍然存在着一些问题 :

1)逼近精度越高 ,所需的模糊子集数越多 ,这在

理论上是可行的. 但在实际应用中是非常困难甚至

是不可能的.

2)在较小逼近上界的情况下 ,能否在数量上估

计出模糊子集和模糊规则数 ?

下一步的主要工作应当致力于放宽限制条件和

得到最小误差上界[37 ] .

3 　模糊系统作为通用逼近器的必要条
件

　　从实用角度出发 ,只要能够满足精度 ,希望采用

简单的模糊系统 (控制器或模型) 逼近给定的函数.

这就激励人们去研究具有最小系统构成的 Mamda2
ni 模糊系统或 T2S 模糊系统作为通用逼近器的必

要条件. 这些条件在实际应用中用来确定模糊系统

的输入子集、输出子集和模糊规则. 另外 ,这些必要

条件为模糊系统的鲁棒性和局限性的深入分析提供

了基础. 主要的鲁棒性是 :对于一些表达式复杂却有

相对较少极点函数 ,一致逼近所需的模糊规则较少.

主要的局限性是 :为了以较高精度逼近连续函数 ,模

糊规则必须很大.

目前 ,研究必要条件的文献还比较少 ,只有应浩

确定了一般 SISO 模糊系统[32 ] 、一些典型 MISO 模

糊系统 (单点模糊输出 ) [32 ] 、一般 MISO 模糊系

统[33 ]和 T2S 模糊系统[33 ] 作为通用逼近器的必要条

件 ,并将 T2S 模糊系统作为通用逼近器的必要条件

与 Mamdani 模糊系统作为通用逼近器的必要条件

进行了比较[34 ] ,指出了如何根据逼近精度和欲逼近

连续函数极值点的个数来确定模糊系统的输入模糊

子集、输出模糊子集和模糊规则.

对于一般 SISO 模糊系统和一些典型 MISO 模

糊系统 (单点模糊输出) 作为通用逼近器的必要条

件 ,文献[32 - 33 ]分别给出了 2 个定理.

基于上述定理 ,应浩得出了一般的结论 :

1)一方面 ,对于一些表达式复杂却有相对较少

极点的函数 ,一致逼近所需的模糊规则较少. 另一方

面 ,对于一些表达式简单却有相对较多极点的函数 ,

一致逼近所需的模糊规则较多. 与其他逼近技术相

比 ,在逼近一个较高频率的连续函数时 ,一般不用模

糊系统 ,尤其是使用三角形模糊子集的 SISO 和

MISO 模糊系统. 这就是所谓的模糊系统的逼近强

度和局限性问题.

2) 典型 T2S 模糊系统和一般 Mamdani 模糊系

统的最小配置由于逼近函数的极点数及位置决定.

当使用梯形或三角形模糊子集时 ,在最小配置方面 ,

T2S 模糊系统和 Mamdani 模糊系统是兼容的 ;当使

用非梯形或非三角形模糊子集时 , T2S 模糊系统的

最小配置比 Mamdani 模糊系统要小.

由于对模糊系统作为通用逼近器的必要条件的

研究还不多 ,因此还有许多待解决的问题 ,例如 :

1)文献[32 ]中所得到的必要条件是否可用于其

他系统中 ;

2)文献[33 ]中 T2S 模糊系统和 Mamdani 模糊

系统所得到的比较结果还需要严格的数学证明.

4 　逼近精度简要分析

近年来 ,模糊系统发展很快 ,其优点是能够根据

与逼近函数和语言信息进行设计 ,但这种优点同时

伴随着一个问题 ———模糊系统的逼近精度问题.

曾小军[44 - 45 ]通过研究隶属函数和逼近精度的

关系 ,讨论了怎样通过设计隶属函数来改善模糊系

统的逼近精度 :当模糊子集对应的隶属函数 A i ( x)

和 A i + 1 ( x) 的交点在中心点附近时 ,模糊系统的逼

近精度高 ,反之 ,逼近精度低.

王立新[46 ]提出了设计模糊系统的 2 种方法 :聚

类法 (包括三角形隶属函数和高斯型隶属函数)和查

表法. 在文献[ 46 ]中 ,王立新还得出了影响逼近精度

的 2 个因素 :1)设计模糊系统时的解决方法 ;2)欲逼

近函数的光滑程度.

目前对模糊系统逼近精度的研究还很不够. 一

般而言 ,逼近精度越高 ,所设计的模糊系统越复杂 ,

从而影响模糊系统的实际应用. 因此 ,研究模糊系统
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的逼近精度问题必将是模糊逼近理论研究的永恒的

课题.

5 　结　论

在短短 20 多年的时间里 ,模糊理论得到长足的

发展 ,而模糊系统通用逼近性的研究也越发显得重

要. 它的应用领域涉及了诸多方面 ,控制方法也有了

很大进展. 但是 ,模糊系统理论还有一些重要的理论

课题没有解决 ,其中几个重要的问题是 :

1)模糊规则设计方法的研究 ,包括模糊集合隶

属函数设定方法、规则和隶属函数参数自动生成等

问题 ;

2)如何保证模糊系统的稳定性.

另外 ,模糊规则是建立在“IF2T H EN”表达式之

上 ,这种方式容易让人理解. 但是在自动生成、调整

参数和模糊规则上却很困难. 而神经网络对环境的

变化具有较强的自适应能力 ,所以可结合神经网络

的学习能力来训练模糊规则 ,提高整个系统的学习

能力和表达能力 ,这是目前最受注目的一个课题.

文中针对在理论和实际应用中都具有极为重要

意义的模糊系统逼近理论 ,从模糊系统的通用逼近

性、模糊系统作为通用逼近器的充分条件、模糊系统

作为通用逼近器的必要条件和模糊系统的逼近精度

等 4 个方面的研究状况进行了分析. 首先总结了目

前已经证明能够作为通用逼近器或通用控制器的模

糊模型 ,概括了各种不同的证明方法 ,指出了各种方

法相应的优点及局限性. 然后总结了 Mamdani 模糊

系统和 T2S 模糊系统作为通用逼近器的充分条件

和必要条件 ,最后简要阐述了模糊系统的逼近精度

问题. 文中的综合性分析 ,为模糊系统在实际应用中

作为通用逼近器提供了综合性参考 ,并为以后进一

步进行这方面的工作奠定了理论基础.
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