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距离划分下基于一致性协议的符号网络能控性

赵慧慧，纪志坚
（青岛大学 自动化学院, 山东 青岛 266071）

摘    要：针对一般线性多智能体系统研究了符号网络的能控性。首先，聚焦 2 种不同的 leader-follower 模型，分

析并描述了二者在表现形式上呈现出的差异。其次，基于上述模型，利用首次提出的距离划分这一工具，从网

络拓扑的角度定量刻画了网络的能控子空间。进一步，受距离划分的启发，得到了系统 K步可控的条件 (K步

可控是指控制信号在 K步之内可达所有节点，K值等于系统的能控性指数)。特别地，针对密集网络 (结构更为

复杂) 拓扑，给出了一种计算系统 K值的算法，该算法从图论视角入手，通过遍历和删减边的操作，避免了传统

方法中通过复杂的矩阵计算才得到 K值的问题，并为领导者的选择提供了方法。最后，通过例子验证了算法的

有效性。
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Symbolic network controllability based on
a consistency protocol under distance division

ZHAO Huihui，JI Zhijian
(School of Automation, Qingdao University, Qingdao 266071, China)

Abstract: The controllability of symbolic networks in general linear multiagent systems is explored in this study. First,

two distinct leader-follower models are analyzed, highlighting and clarifying the differences in their expressions. Next,

building on the above-mentioned models, the controllable subspace of the network is quantitatively described from the

perspective of network topology, utilizing the distance division tool introduced here for the first time. Inspired by dis-

tance division, conditions for K-controllability were obtained (K-controllability means that the control signal can reach

all nodes within K steps, where K corresponds to the system’s controllability index). For dense network topologies with

complex structures, a novel algorithm is proposed for calculating the system’s K value. By adopting a graph theory ap-

proach, the algorithm leverages operations such as traversing and trimming edges of the topology graph. This approach

circumvents  the  need  for  complex  matrix  calculations  used  in  traditional  methods  while  also  providing  a  method  for

leader selection. Finally, the validity of the algorithm is demonstrated through practical examples.
Keywords: multiagent network; distance division; undirected signed network; controllability; leader-follower frame-
work; eigenvalue; eigenvector; control theory

近年来，多智能体系统在社会科学、大脑网

络、传感器网络等领域被广泛应用[1-8]。通常使用

拓扑图来表示智能体之间的交互关系，其中每个

节点表示一个智能体，每个边的权重表示智能体

之间的交互强度。作为现代控制理论的一个核心

收稿日期：2024−05−28.    网络出版日期：2025−01−16.
基金项目：国家自然科学基金项目（62373205, 62033007）；山东

省泰山学者特聘教授人才支持计划项目（tstp20230624,
ts20190930）；山东省泰山学者攀登计划资助课题；
青岛大学系统科学+联合研究计划项目（XT2024101）.

通信作者：纪志坚. E-mail：jizhijian@pku.or.cn.

第 20 卷第 5 期 智　能　系　统　学　报 Vol.20 No.5
2025 年 9 月 CAAI  Transactions  on  Intelligent  Systems Sep. 2025

©《智能系统学报》编辑部版权所有

https://doi.org/10.11992/tis.202405038
mailto:jizhijian@pku.or.cn


概念，多智能体系统能控性的意义在于，仅通过

控制少数领导者节点，所有智能体就可以从初始

状态被驱动到任意状态。最早的多智能体系统能

控性概念由 Tanner[9] 提出，该文章利用系统矩阵

的特征值和特征向量建立了跟随者节点对应的系

统完全可控的充要条件。这项工作得到了系统能

控的代数判据，但是代数判据的计算复杂度较

大，不便于实际应用。因此，部分学者从图论角

度研究多智能系统拓扑结构与能控性之间的关

系，利用距离划分[10-12]、等价划分[13-14] 以及几乎等

价划分[15-16] 等方法得到了能控性的图论判据。

具有正、负符号连接的网络被称为符号网

络，智能体之间的合作 (积极 ) 作用和对抗 (消
极) 作用分别用“+”和“−”表示。符号网络之所以

在多智能体系统领域内受到广泛关注，其主要原

因是符号网络比无符号网络具有更广泛的应用场

景，例如社交网络分析、个性化推荐、社区或集群

的划分以及生物领域中的神经元之间的关系表示

等 [17-22]。结构平衡是符号网络中的一个重要概

念，该性质最早由 Heider[18] 提出。然而，目前大

多数关于多智能体系统能控性的研究都聚焦于底

层图拓扑 (加权无符号图)，例如，Gambuzza 等 [23]

考虑的多智能体系统通过加边减边实现的多一致

性问题。相对较少的研究考虑了更有实践意义的

符号网络的能控性[24-27]，例如 Guan 等[25] 研究了固

定拓扑和切换拓扑的符号多智能体网络的能控

性，得到了能控性的图论条件。Sun 等 [26] 利用图

划分在原图和商图之间建立了等效的联系，揭示

了不可控多智能体系统的稳定性不仅与领导者的

选择有关，还与不可控模态有关。She 等 [27] 研究

了符号多智能体系统的可聚集性，利用图的划分

得到了系统可聚集性的充分条件，揭示了商图可

用来推断原图的可聚集性。

K

K

K

K

根据线性系统能控性理论可知，系统能控的

充分必要条件是能控性判别矩阵满秩。Mortaza-
vian[28] 首次提出了系统 k-controllability 的概念，k-
controllability 是一个满足系统能控性判别矩阵的

秩条件的指标。Chen 等 [29] 在研究系统的控制能

量时发现，当驱动节点距离目标节点的距离最短

时控制能量最佳，这表明系统 值越小，网络的控

制能量越佳。然而，稀疏网络的 值常利用线性

系统理论中能控性指数的定义来计算，但是在密

集网络中，系统的 值的计算复杂度较高。怎样

从拓扑的角度获得密集网络的 值是一个值得研

究的问题。结合现有工作，本文的主要贡献如

下：1) 本文分析了 2 种分别聚焦于顶点和连边的

K

K

多智能体 leader-follower 模型，这 2 种模型在表现

形式上呈现出明显的差异，但是它们在本质上是

相同的。2) 基于上述模型，本文提出了一种新的

距离划分定义，该定义是基于领导者集合得到

的。在此定义的基础上，借助符号图的规范变换

和路径符号的概念，得到了结构平衡符号图的特

征描述。进一步，利用距离划分和几乎等价划分

定量刻画了能控子空间的上界和下界。3) 由于通

过能控型矩阵计算密集网络的 值 (能控性指

数) 的计算复杂度较高，所以本文借助距离划分，

提出一种图论视角下求得网络系统 值的算法，

该算法避免了大量的矩阵计算。

K

本文剩余部分组织如下：第 1 章为预备知识，

给出图论的初步概念和相关引理，并且比较了

2 种 leader-follower 模型。第 2 章总结了无向符号

网络中系统能控性的主要结果。第 3 章在距离划

分的基础上进一步研究系统的 步可控，针对密

集网络提出一种领导者选取算法。最后，在第

4 部分总结结论。

Rn Rn×m n
n×m rank(A) A
ker(A) Im(A) A

Ai,· A i Ai, j A
i j

符号说明： 和 分别表示 维欧氏空间和

阶矩阵的集合。 表示矩阵 的秩，

和 分别表示矩阵 的核空间和列空

间。 表示矩阵 的第 行， 表示矩阵 的第

行第 列元素。 

1   预备知识

G = (V,E, A) V
E V = {v1,v2, · · · ,vn} E = {Ei j} = {(vi,v j)|

vi,v j ∈ V, i , j} A = [ai j] ∈
Rn (vi,v j) < E ai j = 0 (vi,v j) ∈ E ai j , 0

ai j+ ai j− ai j > 0 ai j < 0

在多智能体系统中，用图来表示智能体之间

的交互关系。令 表示一个顶点集 和

边 集 分 别 为 ,
的无向符号图。邻接矩阵

，当 时， ；当 时， 。

用 和 分别表示 和 。

vi Ni Ni j vi

Nil vi Ni =

Ni j∪Nil Ni j∩Nil = ∅ vi di

di =
∑
j∈Ni

ai j G L = D− A

D ≜ diag(d1,d2, · · · ,dn) L

节点 的邻域集用 表示， 表示节点 的跟

随者邻域集， 表示节点 的领导者邻域集，

，并且 。节点 的度用 表示，

， 的拉普拉斯矩阵用 表示，

其中，度矩阵 。 中的元素可

以写成

li j =

ß
di , i = j
−ai j , i , j

x(t) = [x1(t) x2(t) · · · xn(t)]T ∈ Rn

xi(t) ∈ Rn vi

Vl = {1,2, · · · ,m} Vf = {m+1,
m+2, · · · ,n}

状态向量用 表

示， 表示 在 t 时刻的状态。令领导者

集合为 ，跟随者集合为

，每个跟随者动态方程为

ẋi(t) = −
∑
i∈Ni

ai j(xi(t)−x j(t)), i = Vf (1)
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每个领导者的动态方程为

ẋi(t) = −
∑
i∈Ni

ai j(xi(t)−x j(t))+ui, i = Vl (2)

ẋ = −Lx+Bu
B = [0 El] u

式 (1) 和 (2) 的紧凑形式为 ，其中

是输入矩阵， 是外部控制输入。

G = (V,E, A)
A ai j

G G GU =

(V,E, |A|) LU

定义 1　(符号图) 合作−竞争关系的多智能体

系统用符号图表示，记为 。如果邻接

矩阵 的元素可以取负值，即存在权重值 ，则图

称为符号图。与 对应的无符号图记为

，其拉普拉斯矩阵用 表示。

D ∈ {diag(σ1,σ2, · · · ,σn)} σi ∈ {±1}
M1 = DM2 D [M1]i j ⩾ 0

D = D−1

定义 2　 (规范变换 ) 如果存在正交矩阵

， ，在其作用下使

得 ， 成立，则将该过程称为

规范变换。显然 。

G
V1 V2 V = V1∪V2 V1∩V2 = ∅

vi v j∈ vs(s = 1,2) ai j ⩾ 0(ai j > 0)
vi ∈ vs v j ∈ vt s, t ∈ {1,2} s , t ai j ⩽ 0 (ai j < 0)

G G

定义 3　 (结构平衡 ) 给定符号图 。对于

2 个集合 和 ， 并且 ，使得

对于任意 ， ，有 ，对于

任意 ， ， ， ，有 ，

则说， 是结构平衡的；否则， 是结构不平衡

的。例如图 1(a) 和 (b) 是结构平衡的，图 1(c) 和

(d) 是结构不平衡的。
  

(a) 结构平衡

1

2 3

1

2 3

1

2 3

1

2 3

(b) 结构平衡 (c) 结构不平衡 (d) 结构不平衡

1 1
1

1
1

1 1−1

−1

−1 −1

−1

 
图 1    结构平衡示例

Fig. 1    Examples of structural balance
 

G
G

注 1　对一个结构平衡的符号图，其中一个

子集可以是空集。例如，一个无符号图是结构平

衡的，但只有正的边，另外一个子集是空集。结

构平衡的另外一个定义是利用正的圈 (无向图 )
或正的弱圈 (有向图不是强连通的，但去掉边的

方向后形成的无向图是圈图) 来给出；对于图 ，

当且仅当所有的弱圈是正时， 是结构平衡的。

ẋ(t) = Ax(t)+Bu(t)
A ∈ Rn B ∈ Rn×m

v

引理 1　PBH(Popov-Belevitch-Hautus) 判据[14]，

对于线性定常连续系统 ，其中

， 分别表示系统的状态矩阵和控制

输入矩阵。系统能控的充分必要条件是不存在满

足下式的非零向量 ：ß
Av = λv
BTv = 0

ẋ(t) = Ax(t)+Bu(t)
引理 2　秩判据 [14]，对于线性定常连续系统

，系统能控当且仅当

rank(C) = rank[B|AB|A2B| · · · |AK−1B] = n 

2   系统描述

在多智能体系统中，考虑到 leader-follower 结

L构，拉普拉斯矩阵 可以被划分为ï
Lf Lfl

LT
fl Ll

ò
Lf ∈ R(n−m) Ll ∈ Rm

Lfl ∈ R(n−m)×m LT
fl ∈ Rm×(n−m)

式中： 和 分别指跟随者和领导者

对应的子矩阵， 和 为领导

者和跟随者之间的连接矩阵。

假设跟随者仍然遵循式 (1)，且领导者只接收

外部输入信号而不受跟随者状态的影响，则有ï
ẋf(t)
ẋl(t)

ò
= −
ï

Lf Lfl

0 0

òï
xf(t)
xl(t)

ò
+

ï
0
El

ò
û

û = −
[
LT

fl Ll

]
[xf(t) xl(t)]T+u(t) El式中： ， 为单位

矩阵。将跟随者对应部分提取出来可以得到

ẋf(t) = −Lf xf(t)− Lflxl(t) (3)
按照智能体之间的连边关系将边分为领导者

与跟随者之间的边以及跟随者与跟随者之间的

边。式 (1) 可以推导出另一种表现形式的 leader-
follower 模型：

ẋi(t) = −
∑
i∈Ni

ai j(xi(t)− xi(t)) =

−
∑
i∈Ni j

ai j(xi(t)− x j(t))−
∑
i∈Nil

bi j(xi(t)− xl(t)) =

∑
i∈Ni j

ai j(x j(t)− xi(t))+
∑
i∈Nil

bi j(xl(t)− xi(t))

ẋi(t) = −(Λ+diag(bi))xf(t)+Bxl(t) (4)
Λ

bi vi

式中： 表示为网络中跟随者节点之间的拉普拉

斯矩阵， 表示接收领导者信息的跟随者 的度。

Λ

bi

vi Λ+diag(bi) = Lf

B −Lfl

B = −Lfl

注 2　式 (3)、(4) 的表现形式不同，其在能控

性上，尤其是状态矩阵和输入矩阵的表示上是相

同的。也就是说，从线性理论的角度来看，式

(3)、(4) 描述的是同一个动态过程，因此，在能控

性的分析上是等价的。式 (4) 的系统矩阵不需要

直接通过拉普拉斯矩阵分块得出，矩阵 表示跟

随者节点之间的拉普拉斯矩阵， 表示接收领导

者信息的跟随者 的度，所以有 。

此外， 与 都表示跟随者节点与领导者节点之

间的连边关系，即 ，因此，式 (3)、(4) 能控

性等价。表现形式的不同是由于模型推导的视角

在连边还是在节点。在有领导者和跟随者的网络

中，点可以划为 2 种：领导者和跟随者，而边可以

划为 3 种：领导者与领导者的连边、跟随者与跟

随者的连边、领导者与跟随者的连边。因此，式

(4) 会有与式 (3) 不同的表现形式。在实际应用中

的主要差异体现在以下 2 个方面：1) 式 (4) 的系统

矩阵不需要直接通过拉普拉斯矩阵分块得出，在

硬件上实现时，可以考虑通过是否需要使用拉普

拉斯矩阵分块求解相关参数来选择模型表达式，

第 20 卷 智　能　系　统　学　报 ·1180·

 



以降低不同实验目标的实现难度；2) 表现形式的

不同为控制器的不同设计方法提供了思路。图 2
对 2 种模型在实际应用中的不同进行说明，该图

形象地展示了距离划分与本文提到的 2 种模型

之间的关系。根据图 2 可以分别写出式 ( 3 )、
(4) 的表达式。
 
 

1

2

3
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图 2    模型关系示例

Fig. 2    Example of model relationship
 

式 (3) 的表达式：

ẋf(t) = −Lf xf(t)− Lflxl(t) =
−1 −1 2 −1
−1 −3 2 2

2 2 −4 0
−1 2 0 −1




x3

x4

x5

x6

+


2 −1
0 0
0 0
0 0

ï x1

x2

ò
式 (4) 的表达式：

ẋi(t) = −(Λ+diag(bi))xf(t)+Bxl(t) =

−




0 1 −2 1
1 3 −2 −2
−2 −2 4 0

1 −2 0 1

+


1 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0
0 0 0 0





x3

x4

x5

x6

+


2 −1
0 0
0 0
0 0

ï x1

x2

ò
A B x(t) u(t) Λ+diag(bi) B xf(t)

xl(t)

用 , , , 分别表示 ， ， ，

，可将式 (4) 写成

ẋ(t) =Ax(t)+Bu(t) (5) 

3   主要结论
 

3.1    距离划分下的符号网络能控性

G Pv,w v ∈ Vl w ∈ Vf

|Pv,w|
给定图 ，用 表示从 到 的一条

路径，路径的距离用 表示。则路径的符号表

示为

sign(Pv,w) =
∏

Evw∈Pv,w

sign(Evw) (6)

G V

r C1,C2, · · · ,Cr Ci ⊂ V V =
∪r

i=1 Ci

Ci∩C j = ∅ i, j ∈ {1,2, · · · ,r} i , j

s, t ∈Ci

定义 4　划分 π 是指将 的顶点集 划分

成 个胞腔 ，使得 ， ，

， ， 且 对 于 任 意 的

使得以下等式成立

min|Pk,s| =min|Pk,t|,k ∈ Vl

πD那么该划分称为图 的一个距离划分，用

πD |πD|表示， 表示胞腔个数。

注 3　在给定领导者时，距离划分的结果是

唯一的，并且领导者节点在同一个胞腔中。图 3
是距离划分的多部门参与决策的应用实例，根据

示例可以得到对应拓扑。距离划分新定义是以领

导者为中心，因此在划分胞腔中，第一步是将领

导者划分在同一胞腔内，进而根据跟随者与领导

者的最短距离划分成不同的胞腔，虚线代表胞

腔，节点颜色对应示例部门。
  

1
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9

8
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领导者划分胞腔 领导者和一步距离
的跟随者划分胞腔

领导者和一步、
两步距离的跟
随者划分胞腔

(a) 多部门参与决策的综合任务

决策部门
1‐1

决策部门
2‐1

执行部门
2‐2 (2)

执行部门 

2‐2 (1)

执行部门
1‐2

执行部门
(4)

执行部门
(3)

执行部门
(2)

执行部门
(1)

(b) 对应的拓扑图 
图 3    距离划分示例及构造过程

Fig. 3    Distance division example and construction process
 

G H G
H =min(hi j+,hi j−) hi j+

hi j− vi

hi j+ =
∑
i∈Ni

∣∣ai j+

∣∣ hi j− =
∑
j∈Ni

∣∣ai j−
∣∣

命题 1　图 是结构平衡的， 表示图 中具

有非负元素 的对角矩阵， 和

分别表示节点 的正边权和以及负边权和，

， ，则有以下结论成立。

D ∈ {diag(σ1,σ2, · · · ,σn}),σi ∈ {±1}
DAD
(a) 存在矩阵

使得 中所有元素都是非负的；

v w Pv,w(b) 对于任意 2 个节点 和 ，每个路径 符

号相同；

L+2H i λi i
yi LU+2H i λU

i

i xi λU
i = λi yi = Dxi

(c) 对于矩阵 的第 个特征值 和第 个

特征向量 以及矩阵 的第 个特征值 和

第 个特征向量 ，有 且 。

G V
V1 V2

i j
ai j ⩾ 0 i j

ai j ⩽ 0 D ∈ {diag(σ1,σ2, · · · ,σn)}

证明　(a) 假设 是结构平衡的，则 可以被

划分为 2 个不相交的分区子集 和 。在同一个

分区子集中的 2 个节点 和 的邻接关系表示为

，不同分区子集中的 2 个节点 和 的邻接关

系 。令 ，当节点在分
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V1 σ1 = 1 σ1 = −1 [DAD]i j =

σiσ jai j

ai j ⩾ 0 σiσ j = 1 [DAD]i j ⩾ 0
ai j ⩽ 0 σiσ j = −1 [DAD]i j ⩾ 0

区子集 中时 ，反之 ，则有

。所以，当 2 个节点属于同一个子集时，

， ， ；当 2 个节点分别属

于 2 个不同子集时， ， ， 。

Pv,w

sign(Pv,w) > 0
Pv,w sign(Pv,w) < 0

(b) 根据定义 3 和式 (6)，当任意 2 个节点属于

同一个分区子集时， 中包含的边的符号都是正

的，因此 ；当任意 2 个节点属于不同

的分区子集时， 中包含一条负边，即 。

G
LU+ D(L+2H)D

LUxi = λ
U
i xi D D =

D−1 LU = D−1(L+2H)D
LU xi LUxi = D−1(L+2H)Dxi = λ

U
i xi

D (L+2H)Dxi = DλU
i

xi = λ
U
i Dxi yi = Dxi (L+2H)yi = λiyi

LU L+2H
yi = Dxi

( c ) 假 设 符 号 图 是 结 构 平 衡 的 ， 则 有

。已知矩阵特征值和特征向量的

关系为 。 是一个对角矩阵，并且

，可得 ，将该式两边同时右

乘 的特征向量 可得 ，

在上式的基础上左乘 可得

。令 则有 。也

就是说， 和 的特征值相同，特征向量关

系为 ，证毕。

L LU

例 1　给出 5 个节点的符号图与其对应的无

符号图，其中 和 分别表示图 4 的 5 个子图对

应的拉普拉斯矩阵。接下来对命题 1(c) 的有效性

进行验证。
  

1

2

3

4

5
1

2

3

4

5

(a) 结构平衡符号图 (b) 对应的无符号图

−1

−1

1

1

1

1

1

1 1 1

 
图 4    结构平衡符号网络及其对应的无符号网络

Fig. 4    Structural  balance  signed  networks  and  its  corres-
ponding unsigned networks

 

H =


1 0 0 0 0
0 2 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0
0 0 0 0 0

 ,

L+2H = LU =


2 1 −1 0 0
1 3 −1 −1 0
−1 −1 2 0 0

0 −1 0 2 −1
0 0 0 −1 1


LU L+2H

L+2H
和 的特征值分别为：0、0.518 8、2.311 1、

3、4.170 1。 的特征向量为
−0.447 2 −0.419 3 0.242 2 0.707 1 −0.256 0

0.447 2 0.201 8 0.317 5 0 −0.811 5
−0.447 2 −0.419 3 0.242 2 −0.707 1 −0.256 0

0.447 2 −0.338 0 0.703 1 0 0.437 5
0.447 2 −0.702 4 −0.536 2 0 −0.138 0


LU的特征向量为


−0.447 2 0.419 3 0.242 2 0.707 1 −0.256 0
−0.447 2 0.201 8 −0.317 5 0 0.811 5
−0.447 2 0.419 3 0.242 2 −0.707 1 −0.256 0
−0.447 2 −0.338 0 −0.703 1 0 −0.437 5
−0.447 2 −0.702 4 0.536 2 0 0.138 0


V1 V2定义 5　在结构平衡符号图中，称 和 中

有直接交互关系的节点称为边界节点。

定理 1 　在结构平衡的符号网络中，选择边

界节点作为领导者时，则有以下结论成立。

G

GU

(a) 结构平衡符号图 与其对应的无符号图

的能控性相同；

G1 = (V1,E1 ⊆ V1×V1, A1)

G2 = (V2,E2 ⊆ V2×V2, A2)

A1 A2

(b) 当分区子图 和分

区子图 都能控时，整个系

统是能控的，其中， 和 分别表示两个分区子

图的邻接矩阵。

LU
1 GU证明　(a) 用 表示 中领导者之间的拉普

拉斯矩阵，根据定义 2 有

LU =

ï
Lf Lfl

LT
fl LU

l

ò
=

ï
Lf Lfl

LT
fl DLl D

ò
。

G GU

根据注 2 可知，式 (3)、 (4) 能控性等价。因

此，当边界节点被选为领导者时， 与 的能控

性相同，即领导者之间的连边符号改变不影响系

统的能控性。

L1f V1 v1

L1f L2f V2

v2 L2f

A
v(vTA = λvT) vTB = 0m

0m m

v A
v < ker(BT)

(b) 表示 中跟随者的拉普拉斯矩阵， 表

示 的左特征向量， 表示 中跟随者的拉普拉

斯矩阵， 表示 的左特征向量。根据引理 1 可

知，式 (5) 是不可控的，当且仅当存在一个 的左

特 征 向 量 使 得 成 立 ， 其 中

是一个全为零的 维向量。换句话说，当且仅

当 是 式 ( 5 ) 中 状 态 矩 阵 的 左 特 征 向 量 且

，式 (5) 是可控的。在选择边界节点作

为领导者时，根据引理 1 可得

vTA =
[
vT

1 vT
2

]
A =

[
vT

1 vT
2

]ïA1 0
0 A2

ò
=ï

vT
1A1 0
0 vT

2A2

ò
G1 G2因此，当分区子图 和 同时能控时，整个

系统是能控的，证毕。

G

G π V r

{C1,C2, · · · ,Cr} Ci ⊂ V V =
∪r

i=1 Ci Ci∩C j = ∅

i, j ∈ {1,2, · · · ,r} i , j s, t ∈Ci

i, j ∈ {1,2, · · · ,r}

定义 6　(几乎等价划分) 给定一个符号图 ，

图 的划分 是指将图的顶点集 分成 个胞腔

，使得 ， ， ，

， 。如果对于所有的 ，

有等式成立∑
k∈C j

lsk =
∑
k∈C j

ltk

π G πAEP则 被称为图 的一个几乎等价划分，记为 。

定义 7　(领导者孤立的几乎等价划分) 给定
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πAEP

πLAEP |πLAEP|

一个几乎等价划分 ，如果每个领导者都是单

独一个胞腔，那么就称这个几乎等价划分为领导

者孤立的几乎等价划分，记为 , 表示该

划分的胞腔个数。

π
P ∈ R(n−m)×r r

P

定义 8　(特征矩阵) 一个划分 的特征矩阵为

，其中 表示该划分的胞腔的个数。矩

阵 的元素表示为

P =
ß

1 , i ∈C j

0 , 其他

M
X W X

W x Mx ∈W W M
M W

定义 9　(不变子空间) 设 为数域上线性空

间 的映射， 是 的一个子空间。如果对于

中任意一个向量 有 ，则称 是 不-

变子空间 (如果映射 是平凡的，则 是平凡不

变的)。
P πLAEP

Q = Lπ L LP = PLπ Im(P)

L

引理 3[17]　用 表示 的特征矩阵，当且仅

当存在矩阵 使得 满足 ，则

是 不变子空间。

P∗ πLAEP Vf

P
推论 1　用 表示 在 中的特征矩阵，

即特征矩阵 中去掉领导者胞腔所在行和列之后

Aπ −Lπ

Q =Aπ A AP∗ = P∗Q Im(P) A

的矩阵，用 表示 中去掉领导者胞腔所在行

和列之后的矩阵。根据引理 3，当且仅当存在矩

阵 使得 满足 ， 是 不变

子空间。

|πD| −1 ⩽ rank(C) ⩽ |π̄LAEP| −m m

定理 2　在符号图的距离划分和领导者孤立

的几乎等价划分下，能控矩阵秩的取值范围是

，其中 表示领导者的

个数。

G |πD| G A B
证明　对于下界：一个给定领导者的符号网

络 ， 表示划分的胞腔个数。图 的 和 表

示为

A =



L22 L23 0 · · · 0 0 0
LT

23 L33 L34 · · · 0 0 0
0 LT

34 L44 · · · 0 0 0
...

...
...
. . .

...
...

...
0 0 0 · · · Lr−2,r−2 Lr−2,r−1 0
0 0 0 · · · LT

r−2,r−1 Lr−1,r−1 Lr−1,r

0 0 0 · · · 0 LT
r−1,r Lr,r


B = [1,0, · · · ,0]T

M =
[
BAB ·· · Ar−2B

]
令 ，则有

M =



1 L22 ∗ · · · ∗ ∗ ∗
0 LT

23 ∗ · · · ∗ ∗ ∗
0 0 LT

34LT
323 · · · ∗ ∗ ∗

...
...

...
. . .

...
...

...
0 0 0 · · · LT

r−3,r−2 · · ·LT
23 ∗ ∗

0 0 0 · · · 0 LT
r−2,r−1 · · ·LT

23 ∗
0 0 0 · · · 0 0 LT

r−1,r−1 · · ·LT
23


rank(M) = |πD| −1 ∗易知 。其中“ ”表示不需要

明确表示的矩阵。因为

rank(M) = rank
(
B,AB, · · · ,Ar−2B

)
⩽

rank
(
B,AB, · · · ,An−m−1B

)
= rank(C)

|πD| −1 = rank(M) ⩽ rank(C)所以有 。

PπLAEP
PπLAEP

Im(B) ⊆ Im(P∗)
对于上界：令 表示 的特征矩阵，那

么有 。根据推论 1 可得

Im(C) = Im
([
B,AB, · · · ,An−m−1B

])
=

Im(B)+AIm(B)+ · · ·+An−m−1Im(B) ⊆
Im(P∗)+AIm(P∗)+ · · ·+An−m−1Im(P∗) = Im(P∗)

rank(C) ⩽ |πLAEP| −m

π̄LAEP

π̄LAEP =min|πLAEP| P̄πLAEP

πLAEP Im(P∗) ⊆ Im(P̄πLAEP
)

rank(C) ⩽ |π̄LAEP| −m rank(C)

|πD| −1 ⩽ rank(C) ⩽ |π̄LAEP| −m

式中+表示2个空间的和。因此有 。

此外，在符号图中领导者孤立的几乎等价划分并

不唯一，用 表示不同的领导者孤立几乎等价

划分中最细的划分，即 ，用 表

示 的特征矩阵。则有 ，最后

得证 。综上所述， 的取

值范围是 ，证毕。

v1 v1 v2

例 2　考虑图 5 中的多智能体系统，其中图 5(a)
中节点 为领导者，图 5(b) 中节点 和 为领导

者，对定理 2 的有效性进行验证。

πLAEP1 = {{v1} , {v2,v3,v4} , {v5,v6,v7}} πLAEP2 = {{v1} ,
{v2,v3} , {v4} , {v5,v6} , {v7}} πLAEP3 = {{v1} , {v2} , {v3} , {v4} ,
{v5} , {v6} , {v7}} π̄LAEP

π̄LAEP = πLAEP3 πD =

{{v1} , {v2,v3,v4} , {v5,v6,v7}} |πD| −1 =

2 < rank(C) = 4 < 6 = |π̄LAEP| −1

图 5(a) 中几个领导者孤立的几乎等价划分分

别为： ，

，

。 为所有领导者孤立几乎等

价划分中最细的划分，则有 。

， 根 据 定 理 2 有

。

πLAEP1 = {{v1} , {v2,v3} , {v4,v5} , {v6}} πLAEP2 = {{v1} ,
{v2,v3} , {v4} , {v5} , {v6}} πLAEP3={{v1} , {v2} , {v3} , {v4} , {v5} ,
{v6}} π̄LAEP = πLAEP3 πD = {{v1,v6} , {v2,v3,v4,v5}}

|πD| −1 = 1 < rank(C) = 2 < 4 = |π̄LAEP| −2

图 5(b) 中几个领导者孤立的几乎等价划分分

别为： ，

，

。有 。 ，根

据定理 2 有 。

注 4　图 5(a) 是一个单领导者的符号图。
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图 5    单领导者和多领导者符号网络

Fig. 5    Single leader and multi-leader symbol networks
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πD πLAEP

πD = πLAEP1

π̄LAEP

πD , πLAEP

与 的划分有重合的情况，例如图 3(a) 中

。根据注 3，距离划分的结果是唯一的，

仅利用同一个划分方法无法同时获得能控子空间

维数的上界和下界。因此，通过限制 来处理

这种划分结果重合的情况。图 5(b) 是一个多领导

者的符号图。根据定义 4 和定义 7 中对于领导者

集合的处理方式可知，在多个领导者的情况下

。因此，需要通过不同的划分来确定能

控子空间维数的上界和下界。 

K3.2    基于距离划分下的 步可控

K

K

K

系统 步可控的物理意义是网络系统中施加

各种控制器能够在 步路径内直接或间接的控制

网络中的所有状态节点，即控制作用能在 步之

内可达或者说覆盖所有节点。越小的能控性指数

意味着大规模网络系统能够更快地达到稳定的

状态。

ẋ = Ax+Bu
K(1 ⩽ K ⩽ n)

定义 10　(能控性指数) 对于完全可控的连续

时间线性时不变系统 ，系统的能控性

指数等于使下列等式成立的最小正整数 ：

rank(C) = rank(B|AB|A2B| · · · |AK−1B) = n
K ẋ =

Ax+Bu K K

引理 4　 步可控的充要条件 [ 3 0 ]，系统

是 步可控的当且仅当正整数 满足条件：ß
rank(C) = rank(B|AB|A2B| · · · |AK−1B) = n
rank(C) = rank(B|AB|A2B| · · · |AK−2B) < n

vi v j vi

v j

K = |πD| −1 = n−1 n

注 5　 2 个顶点 和 之间的距离是从 到

最短路径的长度。对于无向路图，选择端点作

为领导者时，有 ，其中 表示路图

中节点的个数。

K
s

K =max Ki Ki(1 ⩽ i ⩽ s)

定理 3　若系统是 步可控的，则通过删除拓

扑图的边可以将拓扑图分解成 个路图。选择每

个路图的一个端点作为领导者时，系统的能控性

指数 ，其中 为每个路图的能

控性指数。

G G1,G2, · · · ,Gs证明　 是由多个路图 组成，每

个路图互不相连。其中一个端点作为领导者时，

系统矩阵和输入矩阵表示为

A =

 A1 0
. . .

0 As

 , B =
 B1 0

. . .

0 Bs


系统的能控矩阵为

C =

B...
1

∣∣∣∣∣∣· · ·
∣∣∣∣∣∣
AK−1

1 B1

...
0

∣∣∣∣∣∣· · ·
∣∣∣∣∣∣

0
...
Bs

∣∣∣∣∣∣· · ·
∣∣∣∣∣∣

0
...

AK−1
1 Bs


K K

K =max Ki

所以，系统的 对应于子路图的 ，显然满足

引理 4。结合定义 10 可知最小正整数 ，

证毕。

K

vi ci =
∑
i∈Ni

|ai j|

下面给出一种从图论的角度得到系统 值的

算法。定义节点 的关联度为 ，算法具

体步骤如下。

S 1

vi i ∈ V S 1

1) 初始化集合 ，将关联度最大的节点记为

， 存入集合 中。

S 1

w

Pvi ,w |Pvi ,w|
P1

min

2) 随机选取 中的一个节点，由该节点开始

向任意一个关联度最小的节点 进行遍历，遍历

路径记为 ，路径长度记为 。选取其中路

径 长 度 最 短 的 一 条 路 径 记 为 。 如 果 最

短路径个数大于 1，则随机选择一条最短遍历

路径。

P1
min

G(1)

3) 将 保留，将其他节点与该路径一步可

达的边删除，新图记为图 。

G(k)4) 重复以上操作，直到图 中没有关联度大

于 2 的节点为止。

Pv
min v = {1,2, · · · ,k}

K =max Ks Ks G(k)

s s

G(k)

5) 选择 , 的起始节点、剩余路

径的任意一个端点以及孤立节点作为领导者，则

系统能控性指数为 ，其中 表示 中

第 个路径在选定领导者时的能控性指数， 表示

中独立路径的个数。

K

vi ci |ai j| = 1

K

K

K

K

K

K

O(n2)

O(n) n

注 6　系统的 步可控与拓扑图的边权无关，

因此定义节点 的关联度 中的 。以上算

法提供了一种在图论视角下得到能控系统 值和

领导者选择的方法，可以在选取领导者保证系统

能控的同时，通过更简单的计算就能得出系统的

能控性指数 值，避免了按照传统方法 [31] 利用能

控性判据对 值进行计算。该算法是基于距离划

分新定义和定理 3 提出的，具有如下优势：1) 该

算法避免了求解 值的大量矩阵计算；2) 图论的

删减边方法减少了遍历次数，随着删减边的进

行，遍历的节点数量也随之减少，从而减少了计

算时间；3) 该算法在计算 值的同时也为领导者

的选择提供了方法。与大部分只讨论选择更少的

领导者算法文献 [32-33] 相比，上述算法在讨论领导

者选择方法的同时兼顾了 值的图论计算方法。

该算法的时间复杂度为 ，空间复杂度为

，其中 为拓扑网络的节点数，图 6 是算法流程。

G例 3　如图 7 所示， 是一个有 10 个节点、

14 条边的符号网络。接下来，对上述算法的有效

性进行验证。

S 1 S 1 = {v4} v4

v1、v6、v10

P1
min = v4→ v6 P1

min

G(1)

根据算法，先找到关联度最大的节点放入集

合 中， 。由节点 开始向关联度最小的

节点 遍历，在遍历的所有路径中选择最

短路径 ，保留 ，删除与该路径相

连的边得到图 8(a) 的 。
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k=0，G=G(k)

初始化 S1

随机选择 S1 中的节点作为初始
节点向 G(k) 中的其他节点 w 遍历

Y

min找到 Pk+1=min|P
v,w|

Pk+1 是否唯一?

G(k) 中有无 c
i
>2

的节点？

N

Y

N

随机选择一条 Pk+1

将 G(k) 中的节点与 Pk+1 中一步
可达的边删除; k+1

K=max K
s
，s 表示 G(k) 中独立路径的个数

选择所有的初始节点、G(k) 中的孤立节点以及
除 Pk+1 之外的路径中的任意一个端点为领导者min

S1={v
i
|c
i
=max{c1, c2,,c

n
},c1, c2,,c

n
>2, v

i
∈G(k)}

min

min min

 
图 6    算法流程

Fig. 6    Algorithm flow
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G图 7    符号网络

GFig. 7    Symbolic network 
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(a) G(1) (b) G(2) 
G(1) G(2)图 8    和
G(1) G(2)Fig. 8     and 

G(1) S 2

S 2 = {v3,v7,v9} v9

v5

P2
min = v9→ v7→ v5 P2

min

G(2)

寻找 中关联度最大的节点放入集合 中，

，随机选择节点 开始向关联度最小

的节点 遍历，在所有路径中选择最短遍历路径

，保留 ，删除与该路径相连

的边得到图 8(b) 的 。

G(2) S 3

S 3 = {v3} v3

v8

P3
min = v3→ v8 P3

min

G(3)

寻找 中关联度最大的节点放入集合 中，

，选择节点 开始向关联度最小的节点

遍 历 ， 在 所 有 路 径 中 选 择 最 短 遍 历 路 径

，保留 ，删除与该路径相连的边

得到图 9(a) 的 。
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(a) G(3) (b) G1
(3)

 
G(3) G(3)

l图 9    和

G(3) G(3)
lFig. 9     and 

 

G(3) v3,v4,v9

v2 v10

Vl = {v2,v3,v4,v9,v10} G(3)
l

在 中，选择最短路径的初始节点 、

剩余路径中端点 和孤立节点 为领导者，即

，如图 9(b) 的 。

G(3)
l

K1 = 1,K2 = 2,K3 = 1,K4 = 1

K =max(K1,K2,K3,K4) = 2

中 4 条路径在该领导者选择下是能控的

且 。按照该算法选择领

导者在原图中表示为图 10。根据定理 3，系统的

能控性指数为 。通过计

算对上述结果进行验证：

A =



−2 0 0 0 0

0 −1 1 −1 0

0 1 0 0 0

0 −1 0 0 0

0 0 0 0 −3

 ,B =


1 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 −1 0 0

0 0 0 1 1

0 1 1 1 0



rank(C) = rank





1 1 0 0 0

0 0 1 0 0

0 0 −1 0 0

0 0 0 1 1

0 1 1 1 0


∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣



−2 −2 0 0 0

0 0 −2 −1 −1

0 0 1 0 0

0 0 −1 −1 −1

0 −3 −3 −3 0



∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣∣
· · ·

 = 5,K = 2
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G′图 10    
G′Fig. 10    

 

K

K

K =max Ki Ki(1 ⩽ i ⩽ s)

K G(3)
l

该算法是基于定理 3 得到的。在结构更复杂

的系统中，定理 3 给出的 值计算方法相比于定

义 10，是图中节点距离与矩阵数值计算的差别。

从例 3 可以直观看出，根据算法求解系统 值仅

需要比较处理后的拓扑图中最大路径的步数，即

，其中 ，而这一步在算法的

步骤 2 中就已经得出，系统的 值直接通过 中

的路径距离进行比较即可，相比于满足能控型矩

阵满秩的最小正整数的求解过程来说，节省了大

量矩阵计算。 

4   结束语

K

K

本文主要讨论了符号网络下的多智能体系统

能控性问题。首先，在 2 种 leader-follower 模型的

基础上，利用新定义的距离划分和规范变换对结

构平衡符号图进行特征描述。特别地，该划分方

法是以领导者节点为中心定义的。其次，利用距

离划分和几乎等价划分得到了符号多智能体网络

能控子空间的上界和下界。最后，在距离划分定

义的基础上进行拓展，结合路图 步可控的特殊

性，给出了一种在图论视角下计算密集网络 值

的算法。未来考虑将研究结果扩展到有向图。此

外，目前对多智能体网络可控性的研究几乎都是

针对线性系统的，事实上，非线性普遍存在于许

多实际的复杂网络中。对于单节点非线性系统，

目前还没有通用的方法来直接分析系统的可控

性，这也是今后工作的一个重要方向。
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