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基于划分序乘积空间的多尺度决策模型
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摘    要：多尺度决策系统的知识获取仅考虑了条件属性和决策属性的多个尺度，并没有考虑条件属性存在多个

视角的情况，划分序乘积空间作为一种新型粒计算模型，同时考虑了多层次和多视角。因此，使用划分序乘积

空间对多尺度决策问题进行描述和求解，建立基于划分序乘积空间的多尺度决策模型——划分序多尺度决策

系统。首先，提出基于划分序乘积空间的划分序多尺度决策系统，从多个视角对多尺度决策问题进行描述；其

次，在划分序多尺度决策系统中，给出其解空间的 2 种不同格结构；然后，针对 2 种不同格结构分别给出 2 种最

优问题求解层选择算法，从多个视角对多尺度决策问题进行求解；最后，通过实验验证了所提模型和算法的有

效性。
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Multi-scale decision model based on partition order product space
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Abstract: Knowledge acquisition in multiscale decision systems is an important research problem. Existing studies on
multiscale  decision  systems  only  typically  address  multiple  scales  of  condition  and  decision  attributes,  but  they  often
overlook scenarios where condition attributes have multiple views. As a new granular computing model, the partition or-
der  product  space  simultaneously  considers  multiple  levels  and  views.  Therefore,  this  paper  uses  the  partition  order
product space to describe and solve multiscale decision problems and establishes a multiscale decision model based on
this space, which is referred to as the partition order multiscale decision system. First, the study proposes a partition or-
der multiscale decision system based on the partition order product space, which can describe multiscale decision prob-
lems from multiple views. Second, two different lattice structures within the problem solution space of the partition or-
der  multiscale  decision  system are  provided.  Third,  two  optimal  problem-solving  level  selection  algorithms  are  intro-
duced for the two different lattice structures to address the multiscale decision problem from multiple views. Finally, the
effectiveness of the proposed model and algorithms is verified through experiments.
Keywords: granular computing; rough set; multi-scale decision system; partition order product space; multilevel; mul-
tiview; lattice structure; optimal problem solving level

粗糙集（rough set）理论[1] 是 Pawlak 在 1982 年

提出的一种对不确定信息进行处理的数学工具。

粗糙集理论主要使用信息系统来描述样本集，通
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过论域上的等价类和目标概念的近似集来实现知

识发现 [1-2]。在传统信息系统中，每个对象在每个

属性上只取单一尺度的值，这种单尺度信息系统

远远不能满足实际应用的需要 [3]。近年来，多尺

度信息系统的知识获取成为粗糙集数据分析领域

的一个重要研究方向[4-11]。

多尺度信息系统是由 Wu 等[12] 提出的一种粗

糙集数据分析模型，被称为 Wu-Leung 模型 [8 ]。

Wu-Leung 模型 [12] 认为对象属性值的多个尺度会

导致论域的多粒度粒化，所以可以使用属性的不

同尺度描述同一个对象。在此基础上，顾沈明

等[13]、吴伟志等[14] 对多尺度决策系统及其最优尺

度的选择进行了广泛的研究。Li 等[8] 考虑到对象

的不同属性会具有不同的尺度，提出了广义多尺

度信息系统，并给出了其最优尺度选择算法。考

虑到决策属性也会存在多个尺度，Huang 等  [15]

讨论了决策属性具有多个尺度的完备信息系统的

知识获取问题，给出了协调的决策是多尺度的完

备信息系统的最优尺度选择算法。宋茂林等 [16]

讨论了决策是多尺度的不完备信息系统的最优尺

度选择问题。近几年，多尺度决策系统的最优尺

度选择研究取得了许多成果[17-20]。

多尺度决策系统作为一种粒计算模型，与描

述和求解问题的粒结构密切相关[21]。从粒计算的

角度来看，多层次和多视角是构造粒结构的 2 个

基本原则，多层次强调问题描述和求解的深度，

多视角则强调问题描述和求解的广度。本质上，

Wu-Leung 模型及其改进模型都是一种多层次粒

结构。现实生活中，人们对问题的描述和求解通

常是多层次和多视角的。因此，单视角框架下的

知识表示和数据处理方法远不能满足实际应用的

需要。徐怡等 [21] 将多层次原则和多视角原则相

结合，提出了一种新型粒计算模型−划分序乘

积空间，可以从多个层次和多个视角来对问题进

行更加全面的描述。因此，本研究使用划分序乘

积空间对多尺度决策问题进行描述和求解，建立

基于划分序乘积空间的多尺度决策模型−划

分序多尺度决策系统。首先，提出基于划分序乘

积空间的划分序多尺度决策系统；其次，在划分

序多尺度决策系统中，给出其解空间的 2 种不同

格结构；然后，针对 2 种不同格结构分别给出 2 种

最优问题求解层选择算法；最后，通过实验验证

了所提模型和算法的有效性。

本研究介绍多尺度决策系统和划分序乘积空

间的相关基础知识；给出基于划分序乘积空间的

划分序多尺度决策系统及其解空间的 2 种不同格

结构和 2 种最优问题求解层选择算法，并进行实

验与分析。 

1   相关理论

简要介绍多尺度决策系统和划分序乘积空间

的相关基础知识。 

1.1    多尺度决策系统

定义 1　决策系统（decision making system，

DS，式中记为 DS）是 1 个四元组

DS = (U,AT =C∪{d},V, f ) (1)
U

C d

C∩{d} = ∅ V V = ∪b∈ATVb f为U×
AT→ V f (x,b) ∈ Vb f (x,b)

x ∈ U b ∈ AT

式中：论域 是一个有限非空对象集；  AT 是一个

有限非空属性集； 为条件属性集； 为决策属性，

； 是  A T  的值域， ；

是一个信息函数， ， 是对

象 在属性 上的取值。

x ∈ U

b ∈ AT

在决策系统  DS 中，若每个对象 在每个

属性 上的取值是唯一的，则称 DS 为单尺度

决策系统 [22]，若每个对象在同一个属性上可以根

据不同的尺度取不同的值，则称  DS 为多尺度决

策系统[12]。

DS = (U,AT =C∪{d},V, f ) C = {a1,a2, · · · ,am}
ai ∈C Ii

d N

定义 2　多尺度决策系统是 1 个四元组

。其中， 
为条件属性集，假设条件属性 具有 个尺

度，决策属性 具有 个尺度，则多尺度决策系统

可以表示为

DS = (U,AT = {ak
i |k = 1,2, · · · , Ii, i = 1,2, · · · ,m}

∪{dt|t = 1,2, · · · ,N},V, f ) (2)
ak

i为U → V k
ai

V k
ai

ai k

dt为U → V t
d V t

d d t

式中： ， 是属性 在第 个尺度上的

值域； ， 是属性 在第 个尺度上的

值域。

(
∏m

i=1 Ii)×N

从定义 2 可知，一个多尺度决策系统  DS 可
以分解为 个单尺度决策系统。

ai li 1 ⩽ li ⩽ Ii K =
(l1, l2, · · · , lm)

定义 3　给定一个多尺度决策系统  DS 。假

设条件属性 取第 个尺度， ，则称

为 DS 的一个尺度组合。

C U

由定义 3 可知，多尺度决策系统  DS 使用条

件属性集 上的多个尺度组合对论域 进行多层

次描述，所以 DS 是一种单视角下的多层次粒结构。 

1.2    划分序乘积空间

给定一个论域，首先使用论域上的一个划分

定义一个层次；然后使用一个嵌套的划分序定义

一个多层次，表示一个视角，层次与层次之间具

有线性序关系；最后给定多个视角，基于这些线

性序关系的笛卡尔积，定义划分序乘积空间。下

面介绍划分序乘积空间的相关概念。
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U
π = {A1,

A2, · · · ,Ak} Ai∩A j = ∅(i , j) ∪k
i=1Ai = U

定义 4[21]　给定一个决策系统 DS ，论域 上

的一个划分定义为一个不为空的子集簇

，其中 ，且 。

U
π1 = {A1,A2, · · · ,Ak} π2 = {B1,

B2, · · · ,Bt} ∀Bi ∈ π2 ∃A j ∈ π1 Bi ⊆ A j

π2 π1 π1 π2 π2⪯π1 π2⪯π1

π2 , π1 π2 π1 π2 ≺ π1

定义 5[21]　给定一个决策系统 DS ，论域 上

的 2 个划分分别为 和

。若对于 ， ，有 ，则

称 细于 ，或 粗于 ，记为 。若 ，且

，则称 严格细于 ，记为 。

U

P =
{π1,π2, · · · ,πn} πn⪯πn−1⪯· · ·⪯π1

定义 6[21]　 给定一个决策系统 DS ，论域 上

的一个划分序定义为一个不为空的划分簇

，其中 。

P = {π1,

π2, · · · ,πn} U P
v (P,⪯) v = (P,⪯)

πi v i

定义 7　给定一个决策系统  D S  ，
为论域 上给定的一个划分序。由 确

定的视角 定义为全序集合 ，即 ，其

中 定义为视角 下的第 个层次。

U R = {E1,E2, · · · ,En}
En ⊆ En−1 ⊆ · · · ⊆ E1 Ei U

U/Ei = {[x]Ei
|x ∈ U} [x]Ei

=

{y ∈ U |(x,y) ∈ Ei} x Ei

U/Ei πi R U
P = {π1,π2, · · · ,πn} πn⪯πn−1⪯· · ·⪯π1

本研究可以使用一个嵌套的等价关系序诱导

出一个划分序。给定一个决策系统  DS ，论域

上的一个嵌套等价关系序为 ，

其中 。假设等价关系 在 上

诱导出的划分为 ，其中，

为对象 在 下的等价类。如果

将 记为 ，则 可以在 上诱导出一个划分序

，其中 。

S = {U,C,V, f }
C1 ⊂C2 ⊂ · · · ⊂Cn ⊆C

S = (U,A) =
(U, {ak

j |k = 1,2, · · · , I, j = 1,2, · · · ,m})
V I ≺ V I−1 ≺ · · · ≺ V1

由上述分析可知，嵌套等价关系序的构造

是构建视角的关键。许多学者 [17,23-24] 通过多种方

式成功构造了嵌套的等价关系序。例如，在信息

系统 中，本研究可以基于一个嵌套

的属性集序列 得到一个嵌

套等价关系序。在多尺度信息系统
[24] 中，本研究可

以基于一个嵌套的属性值序列

得到一个嵌套等价关系序。

m本研究给出由 个视角构成的划分序乘积空

间的定义。

C m vi = (Pi,⪯) Pi = {π1
i ,

π2
i , · · · ,πni

i } π j
i vi j ni vi

1 ⩽ i ⩽ m 1 ⩽ j ⩽ ni

m (Pi,⪯)

定义 8[21]　给定一个决策系统  DS ，条件属

性集 上的 个视角 。其中，

， 为视角 的第 个层次， 为视角 的

层次数， ， 。则划分序乘积空间

POPSm（式中记为 POPSm）定义为 个视角 的

乘积

POPSm = (
m×

i=1
Pi,⪯P) (3)

m×
i=1

Pi = {(π j1

1 ,π
j2

2 , · · · ,π jm
m )|π ji

i ∈ Pi,1 ⩽ i ⩽ m,1 ⩽ ji ⩽

ni} ⪯P ∀(π j11

1 ,π
j21

2 , · · · ,π jm1
m )

(π j12

1 ,π
j22

2 , · · · ,π jm2
m ) ∈ m×

i=1
Pi (π j11

1 ,π
j21

2 , · · · ,π jm1
m )⪯P(π j12

1 ,

π j22

2 , · · · , π jm2
m ) ∀1 ⩽ i ⩽ m, π ji1

i ⪯π ji2

i 。

式中：

； 是一个偏序关系定义为 ，

， 有

，当且仅当

POPSm = (×Pi,⪯P)
为叙述简便，本研究将划分序乘积空间

POPSm 简写为 。

POPSm = (×Pi,⪯P)定理 1 [21]　划分序乘积空间

是一个格结构。

徐怡等 [21] 给出了定理 1 的详细证明。从定

义 8 和定理 1 可知，划分序乘积空间对问题的描

述是多层次和多视角的。

C m vi POPSm =

(×Pi,⪯P) ∀l j = (π j1

1 ,π
j2

2 , · · · ,π jm
m ) ∈ m×

i=1
Pi l j

ℓ

定义 9[21]　给定一个决策系统 DS ，条件属性

集 上 个视角 构成的划分序乘积空间为

。 ， 定义为 PO-

PSm 的一个问题求解层，  POPSm 的问题求解层

全体为 。

(πn1

1 ,π
n2

2 , · · · ,πnm
m ) ln

从定义 9 可知，划分序乘积空间中最细的问

题求解层为 ，记为 。 

2   本文模型

本研究使用划分序乘积空间对多尺度决策问

题进行描述和求解，提出基于划分序乘积空间的

划分序多尺度决策系统。

DS = (U,AT =

C∪{d},V, f ) C m vi

POPSm = (×Pi,⪯P)
d N

定义 1 0　给定一个决策系统

，条件属性集 上 个视角 构成的划

分序乘积空间为 。假设决策属性

具 有 个 尺 度 ， 则 划 分 序 多 尺 度 决 策 系 统

（PODS，式中记为 PODS）定义为

PODS = (U,POPSm, {dt|t = 1,2, · · · ,N},V, f ) (4)
N

VN ≺ VN−1 ≺ · · · ≺
V1 Pd = {π1

d,π
2
d, · · · ,πN

d }
πN

d ⪯πN−1
d ⪯· · ·⪯π1

d

在 PODS 中，本研究可以基于决策属性的 个

尺度得到一个嵌套的属性值序列

，继而得到一个划分序 ，满足

。

PODS = (U,POPSm, {dt|t = 1,2, · · · ,N},V, f ) POPSm =

(×Pi,⪯P) m vi

Pd = {π1
d,π

2
d, · · · ,πN

d } N

POPSm×Pd

∀l j = (π j1

1 ,π
j2

2 , · · · ,π jm
m ) ∈ ℓ ∀πt

d ∈ Pd L = (l j,πt
d) =

(π j1

1 ,π
j2

2 , · · · ,π jm
m ,π

t
d)

ξ

定义 11　给定一个划分序多尺度决策系统

，其中，

是由 个视角 构成的划分序乘积空间。

假设 是由决策属性的 个尺度

诱导出的划分序，则 PODS 的解空间为 。

对于 ， ，称

为 PODS 的一个问题求解层，记

PODS 的问题求解层全体为 。

PODS = (U,POPSm, {dt|t = 1,2, · · · ,N},V, f ) POPSm =

(×Pi,⪯P) m vi

L1 = (l j1 ,πt1

d ) = (π j11

1 ,π
j21

2 , · · · ,π jm1
m ,π

t1

d ) L2 = (l j2 ,πt2

d ) = (π j12

1 ,

π j22

2 , · · · ,π jm2
m ,π

t2

d ) l j1⪯Pl j2 πt1

d⪰πt2

d L1

L2 L2 L1 L1⪯L2 L1⪯L2 l j1 , l j2

πt1

d , π
t2

d L1 L2 L1 ≺ L2

定义 12　给定一个划分序多尺度决策系统

，其中

是由 个视角 构成的划分序乘积空间。

，

，若满足 ，且 ，则称 细

于 ，或 粗于 ，记为 。若 ，且 ，

或 ，则称 严格细于 ，记为 。

定理 2　给定一个划分序多尺度决策系统
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PODS = (U,POPSm, {dt|t = 1,2, · · · ,N},V, f ) Pd =

{π1
d,π

2
d, · · · ,πN

d } N

POPSm×Pd

。 假 设

是由决策属性的 个尺度诱导出的

划分序，则 PODS 的解空间 是一个格结构。

定理 2 的证明同定理 1。
本研究通过一个例子来说明划分序多尺度决

策系统。

v1 v2

U = {x1, x2, x3, x4, x5, x6, x7, x8}

例 1　表 1 是一个学生信息表，包括平均绩点

（ ）和科研排名（ ）这 2 个视角的信息，论域

。为方便讨论，假定每

个视角只有一个属性。

v1 a1 a2在视角 中，属性值具有 和 这 2 个尺度，

a1 a2

P1 = {π1
1,π

2
1} v1 = (P1,⪯) v2

b1 b2

P2 = {π1
2,π

2
2}

v2 = (P2,⪯) d1

d2

Pd = {π1
d,π

2
d}

其分别对应尺度值{excellent，good}和{(3.7, 4.0],
(3.3, 3.7], [3.0, 3.3]}。 和 决定了一个嵌套的等

价 关 系 序 ， 故 本 研 究 可 以 得 到 一 个 划 分 序

，即 。在视角 中，本研究同

样可以基于 和 这 2 个尺度对应的尺度值{ex-
cellent，good}和{[1, 50], (50, 100], (100, 150],
( 1 5 0 , 2 0 0 ] } 得 到 一 个 划 分 序 ， 即

。在决策属性上，本研究可以基于 和

这 2 个尺度对应的尺度值{yes，no}和{fs， ss，
no}得到一个划分序 ，其中，fs 表示一

等奖学金，ss 表示二等奖学金。
 
 

表 1    学生信息表
Table 1    Student information form

 

U
平均绩点 科研排名 奖学金

a1 a2 b1 b2 d1 d2

x1 excellent (3.7, 4.0] good [1, 50] yes fs
x2 excellent (3.7, 4.0] excellent (50, 100] yes ss
x3 good (3.3, 3.7] excellent (100, 150] no no
x4 excellent (3.7, 4.0] excellent (50, 100] yes ss
x5 good (3.3, 3.7] good (150, 200] no no
x6 good (3.3, 3.7] excellent (100, 150] no no
x7 good [3.0, 3.3] excellent (100, 150] no no
x8 good [3.0, 3.3] good (150, 200] no no

 

v1 π1
1 =

{{x1, x2, x4}, {x3, x5, x6, x7, x8}} π2
1 = {{x1, x2, x4}, {x3, x5,

x6}, {x7, x8}} v2 π1
2 = {{x1,

x5, x8}, {x2, x3, x4, x6, x7}} π2
2 = {{x1}, {x2, x4}, {x3, x6, x7},

{x5, x8}} d1 d2

π1
d = {{x1, x2, x4}, {x3, x5, x6, x7, x8}} π2

d = {{x1},
{x2, x4}, {x3, x5, x6, x7, x8}}

由表 1 可知，视角 的 2 个层次分别为

和

，视角 的 2 个层次分别为

和

。对于决策属性，基于 和 可以得到

2 个层次 和

。

v1

π2
1⪯π1

1 v2 π2
2⪯π1

2

π2
d⪯π1

d

从上述分析可知，视角 的 2 个层次满足

，视角 的 2 个层次满足 ，由决策属性

的 2 个尺度诱导出的 2 个层次满足 。表 1
的划分序多尺度决策系统的解空间如图 1 所示。

由图 1 可知，划分序多尺度决策系统的解空

间共有 8 个问题求解层，可以从多个视角以及视

角上的多个层次对问题进行描述和求解。在进行

奖学金评审时，人们可以根据需要选择不同的视

角以及同一视角上的不同层次，获得更加精确的

评审结果。

本研究默认条件属性上的所有视角以及决策

属性具有相同的重要程度。然而，在金融、工程

制造和医疗诊断等诸多特殊领域中，人们通常会

优先考虑更加精确的决策结果。本研究通过另外

一个实例来说明划分序多尺度决策系统中基于决

策优先的解空间。

 
 

(π1
1, π1

1, π2
d
)

(π1
1, π1

2, π2
d
) (π1

1, π1
1, π1

d
)(π1

2, π1
1, π2

d
)

(π1
2, π1

1, π1
d
)

(π1
2, π1

2, π1
d
)

(π1
1, π1

2, π1
d
)(π1

2, π1
2, π2

d
)

 
图 1    划分序多尺度决策系统的解空间

Fig. 1    Solving space of partition order multi-scale decision
system

 

例 2。在例 1 的基础上，表 1 的划分序多尺度

决策系统中基于决策优先的解空间如图 2 所示。
 
 

(π1
1, π1

1, π2
d
)

(π1
1, π1

2, π2
d
)

(π1
1, π1

1, π1
d
)

(π1
2, π1

1, π2
d
)

(π1
2, π1

1, π1
d
)

(π1
2, π1

2, π1
d
)

(π1
1, π1

2, π1
d
)

(π1
2, π1

2, π2
d
)

 
图 2    划分序多尺度决策系统中基于决策优先的解空间
Fig. 2    Solving space of partition order multi-scale decision

system based on decision priority 
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3   最优问题求解层选择算法

在多尺度决策系统的知识获取研究中 [19-22]，

现有学者都会在保证决策系统某个性质或某个变

量不变的前提下，选择一个合适的尺度作为最优

尺度，并利用其进行决策。因此，本研究主要讨

论协调 [16] 的划分序多尺度决策系统的最优问题

求解层选择问题，此外，由于问题求解层是多个

单层次视角的组合，需要将多个视角融合起来进

行问题求解。多粒度粗糙集模型[25-26] 中有很多融

合策略，本研究主要以乐观融合策略为例来讨论

视角的融合，其他融合策略在融合过程上是相似

的。首先给出协调的划分序多尺度决策系统的

定义。

PODS= (U,POPSm, {dt|t=1,2,· · ·,N},V, f ) POPSm= (×Pi,⪯P)

m vi Pd =

{π1
d,π

2
d, · · · ,πN

d } N

ln = (πn1

1 ,π
n2

2 , · · · ,πnm
m ) ∈ ℓ

定义 13　给定一个划分序多尺度决策系统

，

是由 个视角 构成的划分序乘积空间。

是由决策属性的 个尺度诱导出的

划分序， ，若满足
|{πni

i : πni

i ⪯π1
d,1 ⩽ i ⩽ m}|
m

> 0 (5)

则称 PODS 是协调的，否则不协调。其中，“| |”表
示集合的基数。

PODS= (U,POPSm, {dt|t=1,2,· · ·,N},V, f ) POPSm= (×Pi,⪯P)

m vi Pd =

{π1
d,π

2
d, · · · ,πN

d } N

∀L = (l j,πt
d) l j = (π j1

1 ,π
j2

2 , · · · ,π jm
m ) ∈ ℓ

πt
d ∈ Pd

定义 14　给定一个划分序多尺度决策系统

，

是由 个视角 构成的划分序乘积空间。

是由决策属性的 个尺度诱导出的

划分序，对于 ， ，

，若满足

|{π ji

i : π ji

i ⪯πt
d,1 ⩽ i ⩽ m}|
m

> 0 (6)

L则称  PODS 在 上是协调的，否则不协调。其中，

“| |”表示集合的基数。

PODS= (U,POPSm, {dt|t=1,2, · · ·,N},V, f ) POPSm= (×Pi,⪯P)

m vi Pd =

{π1
d,π

2
d, · · · ,πN

d } N

L1 = (l j1 ,πt1

d ) l j1 = (π j11

1 ,π
j21

2 , · · · ,π jm1
m ) ∈ ℓ πt1

d ∈
Pd L2 = (l j2 ,πt2

d ) l j2 = (π j12

1 ,π
j22

2 , · · · ,π jm2
m ) ∈ ℓ πt2

d ∈ Pd

L1⪯L2 L2

L1

定理 3　给定一个划分序多尺度决策系统

，

是由 个视角 构成的划分序乘积空间。

是由决策属性的 个尺度诱导出的

划分序。 ， ，

， ， ， ，

若 ，且 PODS 在 上是协调的，则  PODS 在

上也是协调的。

L2 ∃i ∈ {1,
2, · · · ,m} π ji2

i ∈ l j2 π ji2

i ⪯πt2

d L1⪯L2

l j1⪯Pl j2 πt1

d ⪰ πt2

d ∃i ∈ {1,2, · · · ,m} π ji1

i ∈ l j1

π ji1

i ⪯πt1

d L1

因 为  P O D S 在 上 是 协 调 的 ， 故

使得 满足 。由于 ，故

，且 ，从而 使得

满足 ，因此 PODS 在 上是协调的。

定理 4　给定一个划分序多尺度决策系统

PODS=(U,POPSm, {dt|t=1,2,· · ·,N},V, f ) POPSm= (×Pi,⪯P)
m vi Pd =

{π1
d,π

2
d, · · · ,πN

d } N

L1 = (l j1 ,πt
d) l j1 = (π j11

1 ,π
j21

2 , · · · ,π jm1
m ) ∈ ℓ

L2 = (l j2 ,πt
d) l j2 = (π j12

1 ,π
j22

2 , · · · ,π jm2
m ) ∈ ℓ πt

d ∈ Pd

l j1⪯Pl j2 L2

L1

，

是由 个视角 构成的划分序乘积空间。

是由决策属性的 个尺度诱导出的

划 分 序 。 ， ，

， ， 。 若

满 足 ， 且 P O D S 在 上 是 协 调 的 ， 则

PODS 在 上也是协调的。

由定义 14 和定理 3 即可证明。

本研究给出划分序多尺度决策系统中最优问

题求解层的定义。

L1 ∈ ξ L1

∀L2 ∈ ξ L1 ≺ L2 L2

L1

定义 15　给定一个协调的划分序多尺度决策

系统 PODS。对于 ，若 PODS 在 上是协调

的，但对于 ，满足 ，PODS 在 上是

不协调的，则称 是 PODS 的一个最优问题求解层。

根据定义 15，本研究给出划分序多尺度决策

系统中最优问题求解层选择算法。

算法 1　最优问题求解层选择算法

输出　最优问题求解层

PODS输入　协调的划分序多尺度决策系统 ；

Queue1) 初始化队列 ；

i ∈ {1,2, · · · ,m}2) for each 
ji← 13) ；

4) end for
jd ← N5) ；

L0 Queue6) 将 放入 ；

L07) 标记 为已访问；

Queue8) while 非空 do
Queue L =

(
π j1

1 ,π
j2

2 , · · · ,π jm
m ,π

jd

d

)
9) 从 中取 ；

PODS L10) if 在 上协调 then
L11) 返回 ；

12) else
i ∈ {1,2, · · · ,m}13) for each ；

ji < ni14) if  then
L← (π j1

1 , · · · ,π
ji−1

i−1,π
ji+1
i , · · · ,π jm

m ,π
jd

d )15) ；

L16)  if 未被访问 then
L Queue17) 将 放入 ；

L18) 标记 为已访问；

19) end if
20) end if
21) end for

jd > 122)  if  then
H← (π j1

1 ,π
j2

2 , · · · ,π jm
m ,π

jd−1
d )23) ;

H24)  if 未被访问 then
H Queue25) 将 放入 ；

H26) 标记 为已访问；

27) end if
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28) end if
29) end if
30) end while

O((
m∏

i=1
ni)×N)

O(|U |2×m) m

O((
m∏

i=1
ni)×N × |U |2)

最坏情况下，算法 1 遍历所有问题求解层的

时间复杂度为 。每次循环中，判断

PODS 在当前问题求解层上是否协调的时间复杂

度为 ，其中 为视角数量。由于 PODS
中视角数量远小于对象数量，因此算法 1 总的时

间复杂度为 。

本研究给出基于决策优先的最优问题求解层

的定义。

PODS= (U,POPSm, {dt|t=1,2, · · · ,N},V, f ) Pd= {π1
d,π

2
d, · · ·,

πN
d } N

L1 = (l j1 ,πt1

d ) l j1 = (π j11

1 ,π
j21

2 , · · · ,π jm1
m ) ∈ ℓ πt1

d ∈ Pd

L1

定义 16　给定一个划分序多尺度决策系统

，

是由决策属性的 个尺度诱导出的划分序。

对于 ， ， ，

若 PODS 在 上是协调的，且满足以下 2 个条件：

ln = (πn1

1 ,π
n2

2 , · · · ,πnm
m ) ∈ ℓ ∀πt2

d ∈ Pd

πt2

d ≺ πt1

d L2 = (ln,πt2

d ) L2

1）  ，对于 ，满足

， ，PODS 在 上是不协调的。

∀l j2 = (π j12

1 ,π
j22

2 , · · · ,π jm2
m ) ∈ ℓ l j1⪯Pl j2

L2 = (l j2 ,πt1

d ) L2

2） 对于 ，满足 ，

，PODS 在 上是不协调的。

L1则称 是 PODS 的一个最优问题求解层。

根据定义 16，本研究给出划分序多尺度决策

系统中基于决策优先的最优问题求解层选择算法。

算法 2　基于决策优先的最优问题求解层选

择算法

PODS输入　协调的划分序多尺度决策系统 ；

输出　最优问题求解层

Queue1) 初始化队列 ；

t ∈ {1,2, · · · ,N}2) for each 
Queue3) 清空 ；

i ∈ {1,2, · · · ,m}4) for each 
ji← 15)  ；

6) end for
jd ← N7)  ；

L0 Queue8) 将 放入 ；

L09) 标记 为已访问；

Queue10) while 非空 do
Queue L =

(
π j1

1 ,π
j2

2 , · · · ,π jm
m ,π

jd

d

)
11) 从 中取 ；

PODS L12)  if 在 上协调 then
L13) 返回 ；

14)  else
i ∈ {1,2, · · · ,m}15) for each ；

ji < ni16) if  then
L← (π j1

1 , · · · ,π
ji−1

i−1,π
ji+1
i , · · · ,π jm

m ,π
jd

d )17)  ；

L18)  if 未被访问 then

L Queue19) 将 放入 ；

L20) 标记 为已访问；

21)  end if
22)  end if
23) end for
24) end if
25) end while
26)  end for

O((
m∏

i=1
ni)×N × |U |2)

最坏情况下，算法 2 与算法 1 的时间复杂度

相同，即为 。
 

4   实验与分析
 

4.1    实验数据集及预处理

本研究选取了 9 个 UCI 数据集进行实验，数

据集的详细信息见表 2。其中，Wine quality 和

Thyroid Disease 为连续数据集，使用文献 [27] 的

等宽分箱法对其进行离散化。
 
 

表 2    数据集的描述
Table 2    The description of data sets

 

数据集 简写
对象

数量

条件属

性数量

决策类

数量

Dermatology DE 366 34 6

SaYoPillow SA 630 8 5

Student prediction SP 145 31 8

Migraine Classification MI 400 23 7

Occupancy Estimation OE 10 129 16 4

Soybean SN 266 35 15

Wine quality WQ 1 599 11 6

Thyroid Disease TD 1947 28 3

Student Evaluation SE 5 820 32 3
 

C

Ci Ci ⊆C

1 ⩽ i ⩽ m vi Ci

C j
i C j

i ⊆Ci 1 ⩽ j ⩽ n C1
i ⊂C2

i ⊂ · · ·
⊂Cn

i ∪n
j=1C

j
i =Ci

vi

本研究为了构造每个数据集在条件属性集上

的划分序乘积空间，首先将条件属性集 划分为

若干个子集 ，每个子集表示一个视角， ，

。然后，将视角 的属性集 再划分为

若干个子集 ， ， ，满足

， 。最后，基于嵌套的属性集序列，

构建视角 下的多个层次。表 3 给出了所有数据

集在条件属性集上的多层次多视角粒结构。

在表 2 的数据集中，由于数据集的决策属性

值均为整数，所以本研究使用以下的步骤来构造

决策属性的多个尺度。

dN

1）首先，将数据集中原始的决策属性值集合

作为决策属性的最细尺度 。

2）然后，在上一个较细尺度对应的决策属性
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值集合中，将所有最小的决策属性值都修改为次

小的决策属性值，将修改后得到的决策属性值集

合作为决策属性的一个较粗尺度。

3）重复步骤 2，直至决策属性当前尺度对应

d1

的属性值集合只包含 2 个值，即为数据集决策属

性的最粗尺度 。

表 4 给出了所有数据集中决策属性的尺度

数量。
 
 

表 3    数据集在条件属性集上的多层次多视角粒结构
Table 3    Multilevel multiview granular structure of data sets on conditional attribute set

 

数据集 视角 每个层次对应的属性集

DE

v1 level1 : {a1} level2 : {a1,a2} · · · level6 : {a1, . . . ,a6}
v2 level1 : {a7} level2 : {a7,a8} · · · level6 : {a7, . . . ,a12}
...

...

v6 level1 : {a31} level2 : {a31,a32} · · · level4 : {a31, . . . ,a34}

SA
v1 level1 : {a1} level2 : {a1,a2} · · · level4 : {a1, . . . ,a4}
v2 level1 : {a5} level2 : {a5,a6} · · · level4 : {a5, . . . ,a8}

SP

v1 level1 : {a1} level2 : {a1,a2} · · · level9 : {a1, . . . ,a9}
v2 level1 : {a10} level2 : {a10,a11} · · · level9 : {a10, . . . ,a18}
...

...

v4 level1 : {a28} level2 : {a28,a29} · · · le 4 : {a28, . . . ,a31}vel

MI

v1 level1 : {a1} level2 : {a1,a2} · · · level9 : {a1, . . . ,a9}
v2 level1 : {a10} level2 : {a10,a11} · · · level9 : {a10, . . . ,a18}
v3 level1 : {a19} level2 : {a19,a20} · · · level5 : {a19, . . . ,a23}

OE

v1 level1 : {a1} level2 : {a1,a2} · · · level5 : {a1, . . . ,a5}
v2 level1 : {a6} level 2 : {a6,a7} · · · level5 : {a6, . . . ,a10} 
...

...

v4 level1 : {a16}

SN

v1 level1 : {a1} level2 : {a1,a2} · · · level6 : {a1, . . . ,a6}
v2 level1 : {a7} level2 : {a7,a8} · · · level6 : {a7, . . . ,a12}
...

...

v6 level1 : {a31} level2 : {a31,a32} · · · level5 : {a31, . . . ,a35}

WQ

v1 level1 : {a1} level2 : {a1,a2} · · · level3 : {a1, . . . ,a3}
v2 level1 : {a4} level2 : {a4,a5} · · · level3 : {a4, . . . ,a6}
...

...

v4 level1 : {a10} level2 : {a10,a11}

TD

v1 level1 : {a1} level2 : {a1,a2} · · · level5 : {a1, . . . ,a5}
v2 level1 : {a6} level2 : {a6,a7} · · · level5 : {a6, . . . ,a10}
...

...

v6 level1 : {a26} level2 : {a26,a27} level3 : {a26, . . . ,a28}

SE

v1 level1 : {a1} level 2 : {a1,a2} · · · level6 : {a1, . . . ,a6} 

v2 level 1 : {a7} level2 : {a7,a8} · · · level 6 : {a7, . . . ,a12}  
...

...

v6 level1 : {a31} level2 : {a31,a32}
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表 4    数据集中决策属性的尺度数量
Table 4    Number of scales for the decision attribute in data sets

 

数据集 DE SA SP MI OE SN WQ TD SE

决策属性的尺度数量 5 4 7 6 3 14 5 2 2
  

4.2    实验方法

本研究进行了 3 组实验来验证所提模型和算

法的有效性。

第 1 组实验的步骤为：首先，本研究在每个数

据集上都给定一个问题求解层，该问题求解层在

所有视角上都取最细层次，在决策属性上取最细

尺度层次；然后，比较所有数据集在单个视角的

最细层次上和给定问题求解层上的分类精度。其

中，使用五折交叉验证的决策树作为单视图分类

器来测试数据集在单个视角上的分类精度，并使

用多视图分类器来测试数据集在给定问题求解层

上的分类精度。使用的多视图分类器有 2 种：一

是基于主成分分析（principal component analysis）
的子空间学习算法 [28]，通过获取所有视角上所选

属性集合的子空间来进行分类，是一种多视角下

的数据融合分类器；二是基于最大规则（maxim-
um rule）的集成学习分类方法[29]，通过所有视角上

并行生成的子分类器来进行“投票”分类，是一种

多视角下的结果融合分类器。为了方便讨论，本

研究将上述 2 种多视图分类器分别简记为 SUB
和 MRF。

第 2 组实验的步骤为：首先，考虑决策属性存

在多个尺度层次和决策属性仅存在一个尺度层次

的 2 种情况；然后，针对这 2 种情况，分别使用算

法 1 和算法 2 选择每个数据集的最优问题求解

层；最后，比较 2 种情况下 2 种算法所选取问题求

解层在多视图分类器上的分类精度。在这一组实

验中，当数据集的决策属性仅存在一个尺度时，

设置决策属性取最粗的尺度层次。

最后，第 3 组实验的内容为：在决策属性存在

多个尺度层次的情况下，本研究比较算法 1、算

法 2 以及以下 4 种方法所选取问题求解层在多视

图分类器上的分类精度。

1）所有视角取最细层次，决策属性取最粗尺

度层次（First-Level）；
2）所有视角取最细层次，决策属性取最细尺

度层次（Second-Level）；
3）所有视角取最粗层次，决策属性取最粗尺

度层次（Third-Level）；
4）所有视角取最粗层次，决策属性取最细尺

度层次（Fourth-Level）。 

4.3    实验结果与分析

在第 1 组实验中，本研究首先评估了所有数

据集在每个视角上的分类精度，其次评估了所有

数据集在给定问题求解层上的分类精度，实验结

果见表 5。
 
 

表 5    实验结果
 

Table 5    Experimental result %　
 

数据集
单视图分类器

SUB MRF
v1 v2 v3 v4 v5 v6

DE 63.70 67.87 62.85 64.53 70.99 55.30 65.30 67.65

SA 99.36 99.36 100 99.36

SP 19.31 15.17 13.10 20.68 23.96 21.27

MI 63.75 74.50 64.00 76.75 78.35

OE 83.90 84.96 86.93 85.60 86.29 91.12

SN 43.59 38.72 46.61 58.68 56.77 29.32 67.66 71.41

WQ 39.14 38.96 37.96 44.52 47.84 45.15

TD 94.55 94.55 94.55 93.73 93.52 94.55 94.76 95.27

SE 54.17 56.76 56.58 57.90 57.57 61.73 63.00 62.86
 

在表 5 中，粗体标出的数字是每一行的最大

值。由于划分序多尺度决策系统可以从多个视角

上对问题进行描述，所以给定的问题求解层在大

部分数据集上可以获得较高的分类精度，这说明

了本研究模型的有效性。

在第 2 组实验中，算法 1 和算法 2 在 2 种情

况下选取的最优问题求解层及其分类精度见

表 6。
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表 6    2 种情况下选取的最优问题求解层及其分类精度
 

Table 6    Optimal problem solving level and its classification accuracy in two cases %
 

数据集
决策属性存在多个尺度 决策属性仅存在一个尺度

问题求解层 SUB MRF 问题求解层 SUB MRF

DE (π1
1,π

1
2,π

1
3,π

1
4,π

1
5,π

2
6,π

1
d) 99.44 94.41 (π1

1,π
1
2,π

1
3,π

1
4,π

1
5,π

2
6,π

1
d) 99.44 94.41

SA (π1
1,π

4
2,π

4
d) 100.00 97.46 (π3

1,π
1
2,π

1
d) 100.00 98.27

SP (π1
1,π

7
2,π

1
3,π

1
4,π

1
d) 88.27 88.27 (π1

1,π
7
2,π

1
3,π

1
4,π

1
d) 88.27 88.27

MI (π9
1,π

1
2,π

1
3,π

2
d) 90.75 92.75 (π9

1,π
1
2,π

1
3,π

1
d) 98.75 97.75

OE (π1
1,π

5
2,π

1
3,π

1
4,π

3
d) 85.60 88.57 (π1

1,π
5
2,π

1
3,π

1
4,π

1
d) 95.52 91.36

SN (π1
1,π

1
2,π

1
3,π

4
4,π

1
5,π

1
6,π

1
d) 95.62 96.24 (π1

1,π
1
2,π

1
3,π

4
4,π

1
5,π

1
6,π

1
d) 95.62 96.24

WQ (π1
1,π

1
2,π

3
3,π

1
4,π

2
d) 85.61 86.42 (π1

1,π
1
2,π

3
3,π

1
4,π

1
d) 87.23 86.36

TD (π1
1,π

1
2,π

1
3,π

1
4,π

4
5,π

1
6,π

1
d) 99.48 99.64 (π1

1,π
1
2,π

1
3,π

1
4,π

4
5,π

1
6,π

1
d) 99.48 99.64

SE (π1
1,π

1
2,π

1
3,π

1
4,π

1
5,π

1
6,π

1
d) 86.68 86.68 (π1

1,π
1
2,π

1
3,π

1
4,π

1
5,π

1
6,π

1
d) 86.68 86.68

 

由表 6 可以看出，算法 1 和算法 2 在第 1 种

情况下选取的问题求解层是相同的，这是因为所

有数据集上的最优问题求解层是唯一的。在第

2 种情况下，由于所有数据集在划分序多尺度决

策系统中的解空间是相同的，所以算法 1 和算法

2 选取的问题求解层也是相同的。首先，在 2 种

情况下，2 种算法在数据集 DE、SP、SN、TD 以及

SE 上选取的问题求解层相同，因此所选取问题求

解层的分类精度也相同。其次，在数据集 SA 上，

2 种算法在第 1 种情况下选取的问题求解层在分

类精度上要高于第 2 种情况下选取的问题求解

层，且前者在决策属性上具有更细的尺度层次，

求解问题时可以获得更加精确的决策结果。

在第 3 组实验中，6 种不同方法所选取问题

求解层在多视图分类器 SUB 和 MRF 上的分类精

度分别见表 7 和表 8。其中，Optimal-Level 为算

法 1 和算法 2 选取的最优问题求解层，其对应

表 6 中决策属性存在多个尺度情况下 2 种算法所

选取的问题求解层。

由表 7 和表 8 可以看出，对于大多数数据集，

First-Level 在多视图分类器上的分类精度都要高

于其他的问题求解层，这主要是因为 F i r s t -
Level 在所有视角上都具有最细的层次且在决策

属性上具有最粗的尺度层次。对于多视图分类

器 SUB，数据集 DE 和 SA 的 Optimal-Level 在分类

精度上与 First-Level 相同，且数据集 SA 的 Optim-
al-Level 在决策属性上具有更细的尺度层次，其在

获得较高分类精度的同时可以获得更加精确的决

策结果。其次，在剩余的其他数据集上，Optimal-
Level 在分类精度上要接近于 First-Level。上述实

验的结果说明了 2 种最优问题求解层选择算法的

有效性。
 
 

表 7    问题求解层在 SUB 上的分类精度
 

Table 7    Classification accuracy of problem solving level on SUB %　
 

数据集 Optimal-Level First-Level Second-Level Third-Level Fourth-Level

DE 99.44 99.44 65.30 94.72 36.59

SA 100.00 100.00 100.00 80.00 55.76

SP 88.27 85.41 23.96 86.36 22.06

MI 90.75 95.75 76.75 78.24 63.25

OE 85.60 88.95 86.29 88.95 85.41

SN 95.62 96.24 67.66 96.24 19.17

WQ 85.61 86.49 47.84 85.61 45.67

TD 99.48 99.33 94.76 99.43 94.19

SE 86.68 87.57 63.00 86.68 61.87
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表 8    问题求解层在 MRF 上的分类精度
 

Table 8    Classification accuracy of problem solving level on MRF %　
 

数据集 Optimal-Level First-Level Second-Level Third-Level Fourth-Level

DE 94.41 95.53 67.65 94.41 31.00

SA 97.46 100.00 99.36 80.00 61.92

SP 88.27 89.65 21.27 88.27 24.13

MI 92.75 98.00 78.35 77.32 61.75

OE 88.57 92.30 91.12 90.49 86.20

SN 96.24 96.99 71.41 96.24 17.29

WQ 86.42 86.42 45.15 85.61 44.84

TD 99.64 99.64 95.27 99.43 94.55

SE 86.68 86.52 62.86 86.68 61.87
  

5   结束语

本研究使用划分序乘积空间对多尺度决策问

题进行描述和求解，建立了基于划分序乘积空间

的多尺度决策模型。首先，提出了基于划分序乘

积空间的划分序多尺度决策系统。在划分序多尺

度决策系统中，给出其解空间的 2 种不同格结

构。然后，针对 2 种不同格结构分别给出 2 种最

优问题求解层选择算法。最后，通过实验验证了

所提模型和算法的有效性。接下来，将针对划分

序多尺度决策系统中视角和层次的约简问题进行

讨论。
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