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不确定图上的极大团枚举及高效验证算法

赵丹枫1，吕闫妍1，张文博1，黄冬梅2，高峰3

（1. 上海海洋大学 信息学院, 上海 201306; 2. 上海电力大学 电子与信息工程学院, 上海 200090; 3. 广东美的制

冷有限公司, 广东 佛山 528311）

摘    要：现有的不确定图中极大团枚举方法“子图划分—枚举—验证”，在处理大规模图时，整体效率不高；当挖

掘出的伪极大团数量较多时，验证速率明显下降。因此，提出高效枚举及验证算法 (multiple inversion list enu-
merate uncertain maximal cliques，MILEUMC)。在子图划分和枚举前，定义并构造概率阈值（α）不确定图，通过缩

小图的规模，提高枚举效率；在“验证”时，提出基于多重倒排表的验证方法，分为去重复和去包含关系 2 个阶段

去除伪极大团，以不同索引构建各个阶段的多重倒排表，根据极大团的属性完成验证，同时动态更新相应的倒

排表和映射表，以减小工作量，提高时间效率。最后在多个真实的数据集上比较，结果验证了 MILEUMC 算法

的高效性。该算法更适用于在较为稀疏的图上寻找联系更紧密的极大团。
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Maximum clique enumeration and verification algorithm
on α uncertain graphs
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Abstract: The existing maximal clique enumeration method for uncertain graphs, which uses “subgraph division–enu-
meration–verification,” is not efficient for large-scale graphs. As the number of pseudo-maximal cliques increases, the
verification  speed  notably  decreases.  Therefore,  the  multi-inversion  list  enumerates  uncertain  maximal  cliques
(MILEUMC) algorithm is proposed to address the aforementioned problem. This algorithm improves efficiency by de-
fining and constructing the α uncertain graph before subgraph division and enumeration, which reduces the size of the
graph and enhances enumeration efficiency. In the “verification” phase, the algorithm introduces a novel method based
on multiple inverted lists. The method involves two stages: the removal of inclusion relations (deduplication) and the re-
moval of pseudo-maximum cliques. During each stage, multiple posting lists with different indexes are built, and verific-
ation  is  completed  in  accordance  with  the  attributes  of  maximal  cliques.  Simultaneously,  the  corresponding  inversion
lists  and mapping tables  are  dynamically  updated,  thereby reducing the workload and saving time.  Compared to  mul-
tiple real data sets, experimental results verify the efficiency of the MILEUMC algorithm. Furthermore, the algorithm is
more suitable for identifying maximal cliques in sparser graphs, where connections between nodes are closer.
Keywords: uncertain graph; maximal clique; data mining; enumeration algorithm; verification algorithm; subgraph divi-
sion; inversion list; mapping table

随着现代化数据采集技术的快速发展，各行

各业中都积累了大量用图表示的数据，这些图数

据规模不仅巨大，而且还在不断地快速增长 [1]。
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如何在大规模的图数据中快速准确地找到重要的

信息，具有十分重要的现实意义和商业价值。极

大团是稠密子图的一种，极大团枚举（maximal
cliques enumerate，MCE）用于从给定图中挖掘不

被其他团包含的完全子图[2]。MCE 作为一个基本

的图数据挖掘问题，应用场景非常多[3]，例如社交

网络中发现重叠社区 [4]，可进行好友推荐和广告

推广 [5-6]，蛋白质交互网络（protein-protein intera-
tion networks, PPI）中发现不同蛋白质之间的关

系，可用于生物研究和制药等[7–9]。

MCE

MCE

在现实生活中，由于采集数据过程中的噪声[10]、

测量误差[11]、预测的准确性[12] 及隐私问题[13] 导致

抽象出的图具有不确定性，这种不确定性数据构

建的图模型称为不确定图[14]。由于不确定图上的

概率维度的增加，这也会导致确定图上的研究成

果不能直接应用于不确定图 [15]，而现有的

算法所关注的大多是精确和完备的确定图 [16]，因

此亟须研究不确定图上的 问题。

MCE MCE

MULE
O (n ·2n) n

MULE

Rashid

(k,α)−maximal− cliques α
O
(
n ·2l)

l n
MULE

围绕不确定图数据挖掘，学者们做出了很多

研究，如朱鎔等 [17] 研究了不确定图上挖掘稠密子

图的问题，邹兆年等 [18] 研究了不确定图上挖掘频

繁子图模式的问题，相关学者研究了不确定图上

的 问题 [19–24]。关于不确定图上 问题的

研究，现有的不确定图中极大团挖掘算法通常采

用裁剪策略和基于 MULE（Maximal Uncertain Cli-
que Enumeration）算法的递归回溯思想 [25]。其中，

算法是基于顶点编号升序处理的求解办

法，总的时间复杂度是 ， 为顶点数量，但

当图的规模更大时，时间效率会降低。由于

算法是自底向上的方法，在枚举团时会引入多余

的工作，为了提高效率， 等[21] 提出了一种自

顶向下的枚举算法，实验证明在本身就稠密的图

上该算法与具有相同理论复杂度的其他算法相

比，时间快了 30%。但是在稀疏图上，时间性能

有待提高。基于此算法，Li 等[20] 提出了基于核的

剪枝算法，并就这些剪枝技术改进出新的算法来

枚举所有的 （ 为概率阈

值；k为顶点个数），该算法时间复杂度为 ，

是顶点数量，其规模远小于原图顶点数量 ，跟

相比，时间效率有所提升，但处理大规模图

时仍然很耗时。

MCE
α

由上述分析可知，目前不确定图尤其是大规模

不确定图上的 问题依然需要解决时间效率

问题。因此，本研究提出，构造 不确定图，以减小图

的规模；提出了基于该图的高效枚举算法（multiple
inversion list enumerate uncertain maximal cliques，

α

MULE

α

MILEUMC），该算法分为“子图划分—枚举—验

证 ”。先将 不确定图划分为规模更小的极大

团子图，在极大团子图上用经典的枚举算法

枚举所有的 -极大团，在验证极大团时，本研究

提出了基于多重倒排表的验证方法，实现了用去

重和去包含关系完成去除伪极大团的工作。在每

部分使用不同的多重倒排表可以缩减验证的工作

量，并且正确地找到并去除伪极大团，从而提高

时间效率。

α

α

α

MILEUMC

在本研究中，分别定义了不确定图模型、团

相关内容和研究的问题；构造 不确定图，并说明

了在 不确定图上划分子图的作用和在该图上枚

举的正确性；提出了 不确定图上枚举及高效验

证算法 ，以具体的实例说明枚举和验

证极大团的过程，展示出所有的算法描述，并对

其进行分析；实验证明，使用可表示不确定图的

7 个数据集，对所提出的算法进行 3 种实验，证明

了算法的高效性；对本研究内容作出总结，并提

供未来不确定图上枚举极大团可研究的相关方向。 

1   基本定义

本节介绍关于不确定图模型、极大团相关研

究问题的定义。 

1.1    不确定图的定义

G = (V,E,P) V =

{v1,v2, · · · ,vn} E = {e1,

e2, · · · ,em} P

P ∈ (0,1]

给定无向不确定图 ，其中，

，表示不确定图的顶点集合，

，表示不确定图的边集合， 表示图中边

的不确定性，以权值的方式给出，取值为 。

图 1 为一个不确定图模型。
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图 1    不确定图

Fig. 1    Uncertain graph
  

1.2    团的定义

g = (V,E) C

C ⊆ V C

C1 = {1,2,3,4} C2 = {2,4,5} C1 C2

给定无向确定图 ， 为顶点集合，若

，且 中任意 2 点间均有边相连，则 C 为

团。如图 2， ， ， 和 都

是团。

·1540· 智　能　系　统　学　报 第 19 卷

 



 

1 2

4

5

3

 
图 2    确定图

Fig. 2    Deterministic graph
  

1.3    团规模的定义

C C
size(C)

给定一个团 ， 中包含的顶点数量即为团规

模的大小。可以表示为 。 

1.4    成团概率的定义

G = (V,E,P) G
C p

(
cliq(C)

)
C

给定不确定图 ，对于图 中的任

意一个团 ，成团概率 是指连接团 中

所有顶点的边的概率之积。即

p
(
cliq(C)

)
=
∏
e∈C

P (e) (1)

C1 = {4,5,6}
p
(
cliq(C1)

)
= 0.8×0.9×0.9 = 0.648

例如，在图 1 上，团 的成团概率

。 

α1.5    -极大团的定义

G = (V,E,P) α

C C ⊆ V C
p
(
cliq(C)

)
⩾ α C α

v v <C v ∈ V C∪{v}
α C
α

给定无向不确定图 和概率阈值 ，

存在一个顶点集合 ， ，若 中任意 2 点之间

均有边相连，且   ，则 为 -团。如果

不存在一个顶点 （ 且 ） ，使得

是一个 -团，即 不被其他任意顶点集合所包含，

则是一个 -极大团。

α

C4 = {4,5} α p
(
cliq(C4)

)
⩾ 0.6

C3 = {4,5,6} C4 α

C3 p
(
cliq(C3)

)
⩾ 0.6 C3

C3 α

例如，在图 1 上，给定一个 为 0 . 6，虽然

是一个 -团（ ），但是，其

被团 所包含，所以 不是一个 -极大

团；而 既满足 ，且 不被其他团

所包含，因此 是满足要求的 -极大团。

G = (V,E,P)
α (0 < α < 1) α

给定一个不确定图 和概率阈值

，要求返回所有的 -极大团。 

2   α不确定图的构造

EUMC+
α

α

基于子图划分思想的算法 [22]，在划分

子图时过滤掉一些绝不可能成为 -极大团的顶点

集合，能一定程度上减少计算时间，但顶点和边

的数量依然很多。因此，本研究提出构造 不确

定图以缩小图的规模，提升枚举效率。 

2.1    α不确定图生成及子图划分作用

α

枚举极大团的基本过程是“子图划分—枚举

—验证”，在子图划分的过程中，通过去掉彼此之

间没有边相连的顶点，可以缩小子图规模，但在

大规模图上处理起来依然很耗时。为减少枚举的

工作，本研究提出构造 不确定图，用以在子图划

α

分之前减小图的规模，再进行子图划分和枚举工

作。现给出 不确定图的具体定义。

α G

α

α

α

不确定图的定义　给定一个不确定图 ，去

掉图中概率阈值低于 的边，产生新的不确定图，

由于该图中所有边的概率阈值均大于等于 ，因

此称这样的图为 不确定图。

α关于在 不确定图上划分子图的作用，现给

出推论和相关证明。

α推论 1　在 不确定图上划分子图，会得到数

量更少的极大团子图，且划分速度会更快。

α

Degeneracy
O
(
dn ·3d/3) n

d d n α

d

证明　由于 不确定图已经去掉很多不符合

条件的边，图的规模大大减小，因此划分后会得

到数量更少的极大团子图；在划分子图时，

算法时间复杂度是 ，其中， 是顶点数

量， 表示图的简并度， 远远小于 ，由于 不确

定图的边有所减少，因此， 会减少，划分的时间

复杂度就会降低，划分速度会更快。

α

α

推论 2　在 不确定图上划分子图，与在不经

过处理的不确定图上划分的结果相比，得到的极

大团子图的规模会更小，且在这样的极大团子图

上枚举 -极大团，时间效率会提升。

α

α

MULE O (n ·2n) n

证明　 不确定图与原不确定图相比，少了

很多无用的边，划分子图后，每个子图是极大团

完全连通子图，所以跟原来划分子图的结果相

比，减少了很多顶点和边，极大团子图的规模会

相对减小。在每个极大团子图上枚举 -极大团时，

算法的时间复杂度是 ，其中， 是顶

点数量，在枚举阶段，由于极大团子图的顶点数

量与原不确定图划分的极大团子图的顶点数量相

比会减少，因此枚举阶段的时间也会相应的减

少，时间效率就能够得到提升。

α为了证明在 不确定图上的枚举效率更高，

本研究对此进行了实验验证。 

2.2    α不确定图上枚举的正确性

α

α

在计算成团概率时，是计算各边之积，且每条

边的概率阈值都小于等于 1，如果在 不确定图上

划分再枚举，不仅可以减小图规模，提高算法执

行效率，还能不损失正确性，成功枚举出所有的

-极大团。

α α推论 3　在 不确定图中挖掘 -极大团时，挖

掘出来的极大团不会缺少也不会增多，并且是完全正

确的。

P ∈ (0,1]
α ∈ (0,1) α

证明　在不确定图中，每条边的存在概率是

相互独立的。根据式（1）可知，成团概率是各边

之积。由于每条边的概率值 ，概率阈值

，所以当出现某条边的概率值小于 时
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(P (e) < α) P (e)
α α

α

，原来的团概率值乘以 ，结果一定

是小于 的，因此在枚举时，低于 阈值的边不会

在考虑范围之内，该边一定不会出现在 -极大团

中，得到的结果和在原不确定图上的枚举结果

一致。

α

EUMC+ EUML MULE
α

为了验证本研究提出的处理方法可以提高算

法的效率，后续将对此进行实验来证明。实验基

础分别为不经过处理的不确定图和 不确定图，

在不同的数据集上进行实验，检验与此思路相关

的 4 种算法，分别是 、 、 和

MULERPM算法在不确定图和 不确定图上的时间效率。

为了更好地说明情况，本研究将以具体的实

例进行分析。

α如果在图 3 中找到概率阈值为 0.6 的 -极大

团，去掉概率值小于 0.6 的边，结果如图 4 所示。
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图 3    原不确定图

Fig. 3    Original uncertain graph
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图 4    α不确定图

Fig. 4    α uncertain graph
  

3   α不确定图上的极大团枚举及高效
验证

α

α

不确定图上枚举极大团现有的思想“子图划

分—枚举—验证”中，子图划分阶段，在未经处理

的不确定图上进行划分，可能会产生规模大且数

量很多的极大团子图，导致枚举效率不高；在验

证阶段，现有的使用倒排表和映射表结合的验证

方法在伪极大团很多的情况下工作量会很大且耗

时。针对以上问题，本研究提出了 不确定图上

枚举极大团及高效验证算法 MILEUMC，在 不确

定图上进行子图划分，不仅能使划分出来的子图

数量减少，子图的顶点数量也能大量减少，进而

提高枚举效率；此外，还提出了基于多重倒排表

(multiple inversion list，MIL) 的验证方法，实现了

去重和去包含关系来去除伪极大团。当伪极大团

数量很多时，能够以较少的时间去伪，最终得到

α所有的 -极大团。具体的操作步骤和算法流程如

图 5 所示。
  

不确定图上枚举极大团

枚举α-极大团 验证α-极大团

去重复伪极大团
去包含关系
伪极大团

1. 使用优化存储
结构的R检测
特殊的极大团

1. 剔除P(e)<

α的边

3. 枚举所有
α极大团

MIL指多重倒排表; IL指倒排表; R指映射表

2. 划分极大
团子图

1. 检测极大团
时根据MIL的索
引找到对应的IL

2. 在IL中将各顶
点的集合取交集
检测是否重复

2. 使用MIL将待检
测团与规模比之大
的团比较

3. 如果结果不是伪
极大团则保留且动态
更新R和对应IL

3. 交集为空则
结果保留且更

新IL

 
图 5    不确定图上枚举极大团算法步骤

Fig. 5    Enumeration maximal clique algorithm steps on un-
certain graphs

  

α3.1    基于子图划分的不确定图 -极大团枚举

MULE
在枚举极大团时，本研究使用了基于子图划

分的算法和较为经典的 算法[22]。

α

MULE
α

α

MULE

先将 不确定图当作确定图处理，再用 De-
generacy 算法将其划分为极大团子图，然后在每

个极大团子图上分别用 算法枚举出所有的

-极大团。通过划分可以过滤掉原图中大多数绝

不可能成为 -极大团的顶点集合，以减少算法需

要考虑的顶点集合的数量和验证次数，跟直接使

用 算法相比，可以提高算法的计算效率。

Degeneracy针对上述的例子，用 算法对图 4 进

行划分，结果如图 6 所示。
  

1 2 2

3 4
4

6

8 9

7

5

0.90

0.90

0.80

0.80

0.80

0.80

0.80

0.70

0.65

0.80

0.85

0.85
6 7

0.85

0.90

 
图 6    极大团子图

Fig. 6    Maximal clique subgraph

O (n ·2n)

Li 等 [20] 列举的诸多枚举极大团的求解办法

包括：基于深度优先搜索（depth-first search, DFS）
的办法、基于简并顺序的方法和基于顶点编号升

序的办法等。其中基于顶点编号升序的算法

（MULE）与其他算法相比性能较好，时间复杂度

是 。虽然这种算法在顶点规模较大时，时
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MULE MULE

间代价大，但是本研究的划分思想，将原图划分

为规模更小的极大团子图，在极大团子图上调用

算法，与直接使用 相比，时间性能是

较优的。

MULE
α

MULE
α

α

G

α

α

C
α

α C

在划分后的所有极大团子图上用 算法

枚举出符合条件的 -极大团。上述例子中，在

4 个子图上分别调用 算法，能够得到所有

的 -极大团 Aumc={{1,2,3},{1,3,4},{2,4},{2,4},{2,5},
{4,5},{6,7,8},{6,7},{6,9},{7,9}}。但是这些 -极大

团里面存在伪极大团。在不确定图 中，不同的

极大团子图挖掘出来许多满足条件的 -极大团，

若该团满足以下 2 种情况之一，则被称为 -伪极

大团。1）存在一个极大团 ，被其他极大团子图

挖掘出来的更大的 -极大团所包含；2）存在 2 个

完全相同的 -极大团 。接下来需要去伪得到最

终的结果集。 

3.2    基于多重倒排表的不确定图枚举极大团验证

本研究提出基于多重倒排表的验证方法，分

为去重和去包含关系去除伪极大团。

MIL

(size,sum) IL
IL

(key,number)

1) 去重复极大团，在此处，多重倒排表 的

索引为极大团的规模和各顶点之和，表示为

，每个索引后有其对应的倒排表 ，在

中，索引为顶点编号，每个索引后为极大团编

号，意为该顶点存在于哪些极大团中，表示为

。

MIL
(size)

IL IL
(key,number)

2) 去包含关系极大团，在此处， 的索引为

极大团的规模，表示为 ，每个索引后同样有

其对应的 ， 的索引为顶点编号，每个顶点编号

后的内容也是极大团的编号，表示为 。

MIL

MIL

MIL
R

基于 的验证方法在处理伪极大团数量很

多的问题上，能够有效减小验证工作量，在去重

过程中，增加团内元素之和的排序维度，即在规

模相同的情况下，按照元素之和的大小排序，进

一步判断这些元素是否相同，使用 的数据结

构来去除重复伪极大团，能够提高验证效率；在

去包含关系过程中，使用 和优化后的映射表

去除伪极大团，可以优先筛选出具有某些特征

的极大团，从而提升验证效率。 

3.2.1   去重复伪极大团

α

α IL

IL
α IL

Aumc′

去重，去掉完全相同的 -极大团。每检测到

一个 -极大团，根据索引找到其对应的 ，再找

到极大团中包含的顶点，将顶点对应的集合取交

集，如果交集为空，说明该团在 中没出现过，是

不重复的 -极大团。更新 中该极大团出现的记

录，并将该团放入不含有重复伪极大团的结果集

中。

α Aumc

Aumc

在验证 -极大团过程中，对原 集合按照

团规模降序排序。为了能快速去除重复的伪极大

团，在此基础上，本研究提出，在排序时，规模相

同的情况下，按照元素之和的大小排序，进一步

判断这些元素是否相同，如果相同，去掉相同的

其他元素，可以减少待验证的 集合的规模；

当重复团数量很大的时候，能提高算法执行效率。

α对 -极大团进行操作：

MIL α

MIL

(size,sum)

IL IL
α α

首先建立 ，索引为 -极大团的规模和各

顶点编号之和。根据每个团，得出 的索引值

有 (3,6)、 (3,8)、 (2,6)、 (2,7)、 (2,9)、 (3,21)、 (2,13)、
(2,15)、(2,16)，每个不同的 都有对应的

， 的索引为顶点编号，索引下为包含该顶点

的 -团的编号的集合。规定第 1 个 -团编号为 0。
{2,4}

(2,6) IL
IL

IL

α Aumc′

当检测到极大团 时，按照规定找到索引

值为 的 ，初始时，每个顶点下的集合都为

空集。在 中找到团包含的顶点 2 和顶点 4，将
对应的集合取交集，发现交集为空，说明该团中

的顶点在此之前没有出现在别的团中，更新 的

值，将对应的团编号填入，并将该团放入不含有

重复的 -极大团结果集 中。

{2,4}

IL
IL

再次遇到极大团 时，根据上述操作，对顶

点 2 和顶点 4 对应的集合取交集，交集为 2，说明

该团中的顶点存在于编号为 2 的团中，由于此

中存放的都是规模相同的团，因此交集不为

空，说明该团与之前的某团重复，不更新 ，更新

后的倒排表为表 1。
  

表 1    更新后 (2,6) 对应的倒排表
Table 1    Inversion list corresponding to (2,6) after updating
 

倒排表IL索引 第1次结束后 第2次结束后

1 ∅ ∅

2 2 2

3 ∅ ∅

4 2 2

5 ∅ ∅

6 ∅ ∅

7 ∅ ∅

8 ∅ ∅

9 ∅ ∅

∅注： 表明空集合。
 

按上述流程操作完得到最后的结果集 Aumc′=
{{1,2,3},{1,3,4},{2,4},{2,5},{4,5},{6,7,8},{6,7},{6,9},
{7,9}}。 

3.2.2   去包含关系伪极大团

α Aumc′

Aumc
去包含关系的 -极大团。先将 按规模

从大到小进行特殊的快速排序，得到集合 。
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R α

R
α

α

处理时，首先使用映射表 筛选具有特征的 -极
大团。 的索引为顶点编号，每个顶点编号后是

该顶点出现在 -极大团中的次数，也可以理解为

出现在几个 -极大团中。

α R
R [v]

R
IL

R
MIL α

R IL MIL
Aumc

α

IL MIL
IL

IL
number

α

R IL
Aumc

每检测到一个 -极大团，在 中寻找对应的

顶点，如果某顶点下的结果 为 0，说明该团是

一个之前从未出现过的团，此时动态更新 和对

应的 。该方法可以筛选出某些顶点只出现在某

个极大团中的特殊情况。使用 后，再使用

去伪。只有检测到的团为真正的 -极大团

时，才更新 和 。无法检测时，使用 验证。

由于 是降序排序，第 1 个极大团一定是真正

的 -极大团，当检测一个极大团时，只需要与其

规模更大的极大团进行比较，找到对应规模的

进行相应操作。如果现有的 里面没有当前

被检测的极大团规模的 ，根据当前的极大团，

建立对应的 。然后找到当前团的顶点，将顶点

对应的 集合取交集。如果交集为空，说明

当前团不被其他团所包含，是真正的 -极大团，

动态更新 和 ；如果不为空，说明该团是伪极大

团，需要使用 falseSet 记录，最后在 中除去

falseSet 里存在的极大团，返回最终结果集 result。
{6,7,8}

value
α

α {6,7,8}
R

按上述规则操作后，检验到 时，由于

前 3 个集合中总有顶点后的 值在检测时为

0，因此能够检测出具有此特征的 -团{1,2,3}、
{1,3,4}、{6,7,8}为真正的 -极大团，检测完

的 结果见表 2。
  

表 2    检测完 (6,7,8) 后的映射表
Table 2    Mapping table after testing (6,7,8)

 

顶点编号 1 2 3 4 5 6 7 8 9

团的个数 2 1 2 1 0 1 1 1 0
 

{2,4} value
MIL
{2,5} value

{2,5} α {4,5}
{6,7} {7,9} value

MIL {6,9} value
{6,9} α

检测 时，顶点 2 和顶点 4 的 值均不

为 0，所以需要借助 检测是否为包含关系的

伪极大团。检测到 时，顶点 5 的 值为 0，
所以 是一个 -极大团。同理，检测到 、

和 时，对应顶点的 值均不为 0，需要

借助 去伪。检测 时，9 的 值为 0，因
此 为 -极大团。结果见表 3。
  

表 3    检测完成后的映射表
Table 3    Mapping table after testing

 

顶点编号 1 2 3 4 5 6 7 8 9

团的个数 2 2 2 1 1 2 1 1 1
 

MIL MIL
IL

在去包含关系的伪极大团时，本研究同样使
用 去伪， 的索引为团的规模，每个规模对
应一张 。对应上述实例，同步更新规模为 3 和

IL R IL规模为 2 的 ，使用完 后更新的最终 结果见
表 4 和表 5。
 
 

表 4    规模为 3 的倒排表
Table 4    Inversion list of size 3

 

倒排表IL索引 第1次更新后 第2次更新后 第3次更新后

1 0 0，1 0，1
2 0 0 0

3 0 1 1

4 ∅ 1 1

5 ∅ ∅ ∅

6 ∅ ∅ 2

7 ∅ ∅ 2

8 ∅ ∅ 2
9 ∅ ∅ ∅

 

 
 

表 5    规模为 2 的倒排表
Table 5    Inversion list of size 2

 

倒排表IL索引 第1次更新后 第2次更新后

1 ∅ ∅

2 4 4

3 ∅ ∅

4 ∅ ∅

5 4 4

6 ∅ 7

7 ∅ ∅

8 ∅ ∅

9 ∅ 7
 

{1,2,3} {1,3,4} {6,7,8}
MIL

{2,4} {4,5} {6,7} {7,9}

团 、 、 ，其规模已是最大，
一定不会被同规模的团包含。接下来使用 对

、 、 、 进行验证。由于待检验的
团规模都是 2，且已去重，所以只需要将这些团与
规模大于 2 的团进行比较即可。

{2,4} IL
number

IL R {4,5} α

{6,7}
number

true {7,9} α

检测 时，在规模为 3 的 中找到顶点
2 和顶点 4，将顶点的 集合取交集，交集为
空，说明该团中的顶点不存在于之前的任何团
中，更新 和 。同理，检测  ，结果为 -极大
团，更新 ZL 和 R。当检测到 时，由于顶点
6 和顶点 7 的 交集为 2，不为空，说明顶点
6 和 7 曾出现在团 2 中，记录 falseSet[MC] 值为

。检测 ，结果为 -极大团，更新两表。

R IL和 的最终结果见表 6 和表 7。
 
 

表 6    去包含关系中映射表的最终结果
Table 6    Final  results  of  mapping  table  on  the  eliminate

containing relationship
 

顶点编号 1 2 3 4 5 6 7 8 9

团的个数 2 3 2 3 2 2 2 1 2
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表 7    去包含关系中倒排表的最终结果
Table 7    Final results of inversion list on the eliminate con-

taining relationship
 

倒排表

IL索引

第1次
更新后

第2次
更新后

第3次
更新后

最终更新

结果

1 0 0，1 0，1 0，1
2 0 0 0 0，3
3 0 1 1 1
4 ∅ 1 1 1，3，5
5 ∅ ∅ ∅ 5
6 ∅ ∅ 2 2
7 ∅ ∅ 2 2，8
8 ∅ ∅ 2 2
9 ∅ ∅ ∅ 8

 

MC
α

最后，将不在 falseSet 中的团 存储在 result
中，所有的 -极大团为 result={{1,2,3},{1,3,4},{6,7,8},
{2,4},{2,5},{4,5},{6,9},{7,9}}。 

3.3    算法描述与分析

α

MILEUMC
本研究提出了 不确定图上极大团枚举及验

证算法 ，以下给出相关算法的描述和

算法分析。

算法 1　MILEUMC（）

输入　不确定图 G，概率阈值 α
输出　α-极大团结果集 result

∅ ∅1) Aumc ← ，result ← 
2) //剔除 E中概率小于 α 的边

∈3) for all e  E do
4) if P(e) < α then
5) Delete e from G
6) end if
7) end for
8) return G
9) Amc ← Degeneracy(G) //通过子图划分算法

得到极大团子图集合

10) for each subgraph g in Amc do
11) Aumc ← MULE(g,α) //对每个极大团子图

调用 MULE 算法

12) end for
13) Aumc = EarseDup(Aumc) //在 Aumc 中去除

重复团并根据团规模进行排序

14) MIL = GenerateMIL(Aumc) //初始化多重

倒排表

15) falseSet = FindAllFalseMC(Aumc,MIL)//根
据多重倒排表找到所有包含关系的伪极大团

16) //去除伪极大团

17) for each MC in Aumc do
18) if MC is not in falseSet then

19) result ← MC
20) end if
21) end for
22) return result
算法 2　GenerateMIL（）
输入　去重后的结果集 Aumc
输出　多重倒排表 MIL
1) //将规模最大的团编号插入到多重倒排表中

∅ ∅2) IL ← ，MIL ← ，C ← Aumc[0]
3) for each v in C do
4) IL[v] ← 0
5) end for
6) IL.MCsize ← C.size
7) MIL ← IL
8) return MIL
算法 3　EraseDup（）
输入　调用 MULE 的结果集 Aumc
输出　不含有重复团的结果集 Aumc´
1) //此处多重倒排表 (MSIL) 索引为团规模与

顶点编号之和，加快查找重复团的速度

∅ ∅2) MSIL ← ，Aumc´ ← 
3) for each MC in Aumc do
4) IL ← MSIL [MC.size,MC.sum]
5) X ← IL[v0]
6) for each v in MC(v≠v0) do
7) X ← X ∩ IL[v]
8) end for

∅9) if X =  then
10) for each v in MC do
11) IL[v] ← MC.index
12) Aumc´ ← MC
13) end for
14) end if
15) end for
16) return Aumc´
算法 4　FindAllFalseMC（）

输入　去重后的结果集 Aumc，多重倒排表 MIL
输出　包含关系的伪极大团集合 falseSet

∅ ∅1) R ← ，falseSet ← 
2) //R为映射表，falseSet 记录伪极大团

3) for each MC in Aumc do
4) //对每个团先使用映射表验证，R[v] 值为

0 说明该团是 α-极大团，不需要再用 MIL 验证

5) for each v in MC do
6) if R[v] = 0 then
7) UpdateMILR(MC,MIL,R)
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8) end if
9) end for
10) if 映射表检测为 α-极大团 then
11) continue //继续下一次团验证

12) end if
13) //在多重倒排表中按照规模大小使用倒排

表验证，对每个倒排表取交集，交集均为空则该

团为极大团，反之为伪极大团

14) for each IL in MIL do
15) if IL.MCsize ≤ MC.size then
16) break
17) end if
18) X ← IL[v0]
19) for each v in MC do
20) X ← X ∩ IL[v]
21) end for

∅22) if X =  then
23) UpdateMILR(MC,MIL,R)
24) else
25) falseSet[MC] = true
26) end if
27) end for
28) end for
29) return falseSet
算法 5　UpdateMILR（）

输入　当前 α-团 MC，多重倒排表 MIL，映射

表 R
输出　更新后的多重倒排表 MIL，映射表 R

∅1) ILL ← 
2) //若当前团规模与多重倒排表中最小规模

倒排表规模不同，则需要新建倒排表，反之使用

最小规模倒排表

3) if LastIL.MCsize == MC.size then
4) ILL = LastIL
5) else
6) ILL.MCsize = MC.size
7) MIL ← ILL
8) end if
9) //将团编号插入倒排表，并更新多重倒排表

和映射表

10) for each v in MC do
11) ILL[V] ← MC.index
12) R[v] ← R[v] + 1
13) end for
14) MIL ← ILL
15) return MIL, R

α Degeneracy
O
(
n′ ·3n′/3)

n′

n MULE
O
(
n′ ·2n′)

枚举阶段中，构造 不确定图，用

算法划分子图的最坏时间复杂度是 ，其

中， 为子图中的顶点数目，远小于原图中的顶点

数目 。在子图中调用 算法的最坏时间复

杂度为 。

DPMC
O
(
n′ ·3n′/3) FDPMU

O
(
n′ ·3n′/3)

O
(
3n′/3) IRPMC

O
(
n ·3n/3)

O
(
n′ ·3n′/3) O

(
3n′/3)

验证阶段中，Li 等 [20] 的验证算法 最坏

时间复杂度为 ，杜明等[23] 的改进

算法最坏时间复杂度也是 ，最好情况的

时间复杂度为 ，张艺等[24] 的验证算法

时间复杂度为 。而本研究提出的基于多

重倒排表的验证方法去除伪极大团的最坏时间复

杂度为 ，最好情况下也是 ，但是

在此时间维度下，由于本研究将复杂的工作简单化，

工作量减小，提出的验证算法所花费的时间在大

多数情况下，都要比前 2 种验证算法花费时间少。

MILEUMC
O
(
n′ ·3n′/3)

EUMC+ EUML

由此可以得出，算法 的最坏时间复

杂度为 ，与子图划分思路相同的 2 种算

法 、 相比，执行效率更高。 

4   实验分析

为验证算法的正确性和有效性，本研究进行

了 3 种实验。下面将分别对实验的不同环节进行

验证。 

4.1    实验环境

实验所使用的硬件平台是 11th Gen Intel(R)
Core(TM) i7-11700K 主频为 3.60 GHz 的 CPU，16 GB
的 RAM 内存，操作系统为 Windows10 64 位的系

统；实验的运行环境是 Microsoft Visual Studio 2022；
编程语言为 C++。 

4.2    数据集

amaze5
citeseer5

yago5

|V |
|E|

本研究使用 7 个数据集来评估几种算法的性

能。这些数据集包括 amaze5、yago5、mtbrv5、cite-
seer5、anthra5、ecoo5、agrocyc5。其中 anthra5、mt-
brv5、agrocyc5 和 ecoo5 描述了生物化学和基因组

之间的生物学序列； 描述了生物体内的化

学反应网络； 描述了蛋白质反应的传递网

络； 描述了不同语义关系之间的语义信息。

这些信息各自代表了不同领域的相关知识，都蕴

含有不确定信息，均可用不确定图来存储信息。

具体的数据集信息见表 8。其中 表示不确定图

中的顶点数目， 表示不确定图中边的数目。 

4.3    性能比较与分析

α

α

本研究主要进行了 3 种实验，实验 1 为在同

一数据集下，在 不确定图上和原不确定上进行

极大团枚举的算法效率对比实验；实验 2 为在给

定同一个 概率阈值的情况下，通过表 8 的数据
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MULE
EUMC+ EUML IMULERPMC

MILEUMC

α

MILEUMC

集生成不确定图来枚举极大团，比较算法 [19]、
[22]、 [23]、 [25] 和本研究

提出的枚举算法 在 7 个不同的数据集

上执行的时间效率；实验 3 为在同一数据集中，

5 种算法在不同的 情况下时间性能的比较。最

后通过对比，证实 算法的高效性。
  

表 8    数据集
Table 8    Datasets

 

数据集 |V | |E|
amaze5 3 342 7 200
yago5 6 642 84 784
mtbrv5 9 602 20 490

citeseer5 10 720 88 516
anthra5 12 495 26 208
ecoo5 12 620 26 700

agrocyc5 12 684 26 816
  

4.3.1   相同数据集下的不同不确定图的算法对

比实验

α α

|E|/ |V | amaze5 |E|/ |V |
yago5 α

EUMC+
EUML MULE

为更好地证明在 不确定图上枚举 -极大团

算法的高效性，选用具有代表性的 2 种数据集，分

别是 值在 2 左右的 数据集和

在 12 左右的 数据集，分别进行了 为 0.6 和

0.8 的 2 种实验。进行比较的算法分别是 、

和 算法，如图 7 和图 8 所示。
  

0

5

10

15

20

25

30

35

EUMC+ EUML MULE

运
行
时
间
/s

算法名称
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图 7    α为 0.6 时各算法在 amaze5 数据集上的运行时间

Fig. 7    Running time of each algorithm on amaze5 data set
(α is 0.6)
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图 8    α为 0.6 时各算法在 yago5 数据集上的运行时间

Fig. 8    Running time of each algorithm on yago5 data set (α
is 0.6)

amaze5
yago5 α

α

α

由图 7 和图 8 可以看出，3 种算法在 数

据集和 数据集上，在 不确定图上的运行时

间效率更高，并且经过检查对比，3 种算法在 不

确定图上均能正确枚举出所有的 -极大团。

EUMC+ EUML α

MULE
yago5

|E|/ |V |

MULE

α MULE
α

由图 9 和图 10 可以看出，以 “划分−枚举−
验证”为思路的 和 算法在 不确定

图上比在原不确定图上运行要快很多，在

算法中，运行时间接近。由于 数据集的

值为 12 左右，即在边更多的大图上，采用

划分子图的方法，可能会产生很多的子图，因此

在每个子图上枚举反而会比较耗时，而 算

法按照节点编号进行回溯，使得枚举过程不会产

生伪极大团，所以在这样的图上表现会较好，因

此，在 不确定图和原不确定图上运行， 算

法在原不确定图上运行时间会比在 不确定图上

稍快一些，但总体相差不大。
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图 9    α为 0.8 时各算法在 amaze5 数据集上的运行时间

Fig. 9    Running time of each algorithm on amaze5 data set
(α is 0.8)
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图 10    α为 0.8 时各算法在 yago5 数据集上的运行时间

Fig. 10    Running time of each algorithm on yago5 data set
(α is 0.8)

  

4.3.2   阈值相同下的数据集对比实验

α α

为更好比较几种算法的执行效率，随机确定

几个 的值，这里取 为 0.2、0.6 和 0.9。结果如

图 11~13 所示。

α MILEUMC
|E|/ |V |

yago5 citeseer5

当 设置为 0.2 时，可以看出 算法

在不同的数据集上表现不同。在 值较大的

数据集和 数据集上，该算法与其他

算法的区别较大，时间效率不高，在这 2 个数据集
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IMULERPMC
MILEUMC MULE

IMULERPMC EUML EUMC+

上， 算法是运行效率最高的。在其

他数据集上， 算法时间效率比

高，比 、 和 算法低。
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图 11    α 为 0.2 时各算法在 7 个不同的数据集上的运行

时间
Fig. 11    Running time of each algorithm on 7 different data

sets (α is 0.2)
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图 12    α 为 0.6 时各算法在 7 个不同的数据集上的运行

时间
Fig. 12    Running time of each algorithm on 7 different data

sets (α is 0.6)
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图 13    α 为 0.9 时各算法在 7 个不同的数据集上的运行

时间
Fig. 13    Running time of each algorithm on 7 different data

sets (α is 0.9)

yago5 citeseer5

EUMC+ EUML MILEUMC

α MULE

IMULERPMC

MULE

α

X

MULE α

IMULERPMC

在 数据集和 数据集中，由于此

时的概率阈值较小，采用“子图划分−枚举−验证”
思路的 、 和 会枚举出较

多的 -极大团，验证的时间也就更多； 算法

中不需要验证阶段，按照节点编号回溯的机制避

免了伪极大团的产生；而 算法在改

进 算法的过程中通过计算扩展后的集合概

率验证是否为 -团，减少算法递归次数，还删除

已使用顶点集合 的计算，提高了算法执行效率，

跟 算法相比，效率更高。因此，当 阈值

较小时， 在 5 种算法中，时间效率高。

α MILEUMC

citeseer5

yago5 MILEUMC

MILEUMC

EUML和EUMC+

由图 12 可知，当 设置成为 0.6 时，

算法在时间效率上总体高于其他 4 种算法，性

能得到了很大的提高。只有在 数据集和

数据集上 算法不是最快的，IMUL-
ERPMC 时间效率最高，但是 算法比

算法运行效率都高。尤其在 yago5
数据集上，MILEUMC 算法跟 EUML 算法和 EU-
MC+算法相比，时间快了近 1 倍。

α α

yago5和citeseer5

IMULERPMC

EUML和EUMC+

|E|/ |V |
MILEUMC

由图 13 得知，当 设置成为 0.9 时，与 为

0.6 时相比，在 数据集上表现有所

提升，时间效率接近 ，且与子图划分

思路相同的 算法相比，时间效率

快 7~8 倍。在其他 为 2 左右的数据集上，

算法都比其他 4 个算法快很多，只需要

花一半时间就可以枚举出所有的极大团。

α

MILEUMC

|E|/ |V |
MILEUMC

结合表 9 和实验的结果发现，随着 的增大，

算法的运行效率会越来越高，即当想

要挖掘联系更加紧密的子图时，在 相对不

大的图上， 算法是最优选择，可以节约

一半的时间。
 
 

表 9    各数据集顶点和边比较情况
Table 9    Comparison  of  vertices  and  edges  on  the  each

dataset
 

数据集 |E|/ |V |
amaze5 2.15

yago5 12.76

mtbrv5 2.13

citeseer5 8.26

anthra5 2.10

ecoo5 2.12

agrocyc5 2.11
 

4.3.3   数据集相同下的阈值对比实验

α MILEUMC EUML本研究还进行了不同 对 、 、
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EUMC+ IMULERPMC MULE

|E|/ |V | amaze5

|E|/ |V | anthra5

|E|/ |V | citeseer5 α

、 和 算法的时间性能

影响的实验。针对 值为 2 的 数据

集、 值为 2 的边点更多的 数据集和

值为 8 左右的 数据集检测了 为

0.1~0.9 时，5 种算法运行时间的变化。图 14 和图 15
为实验的结果。
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图 14    5 种算法在同一数据集 amaze5 上不同 α 的运行

时间
Fig. 14    Running  time  of  five  algorithms  with  different α

values on the same data set amaze5
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图 15    5 种算法在同一数据集 anthra5 上不同 α 的运行

时间
Fig. 15    Running  time  of  five  algorithms  with  different α

values on the same data set anthra5
 

amaze5

α EUML

EUMC+和IMULERPMC

MULE

MILEUMC

α MILEUMC

α MILEUMC

MULE

由图 14 可以看出，在 数据集上，随着

取值越来越大， 算法运行时间先上升后保

持平稳波动， 算法时间变

化不大， 算法在 5 种算法中始终是最耗时

的，而 算法的运行时间越来越短，时间

效率大大提高。几乎所有的 取值都满足

算法是最快的，尤其是当 为 0.9 时， 算

法比 算法运行时间快近 2 倍，比其他 3 种

算法运行时间快 1 倍左右。

α

IMULERPMC α

MILEUMC α

MILEUMC

由图 15 可以看出，当 很小，为 0.1、0.2 时，

算法运行时间最短。但随着 的增

长， 算法运行时间越来越短，当 增长

到 0.6 时，从此处开始， 算法在 5 种算

α法中表现最好，且到 为 0.9 该算法的效率都是最

高的。

citeseer5 α

IMULERPMC

EUML

MILEUMC

α

citeseer5

IMULERPMC

由图 16 可知，在 数据集上，随着 的

不断增加，MULE、IMULERPMC 和 EUMC+算法

性能较平稳，变化不大，其中， 算法

时间消耗较少； 算法运行时间先上升后下

降，波动较大； 算法的运行时间会越来

越少，从 变为 0.3 开始，运行效率比 EUML 和

EUMC+都好；在 5 种算法中，在 数据集上

算法表现最好。
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图 16    5 种算法在同一数据集 citeseer5 上不同 α的运行

时间
Fig. 16    Running  time  of  five  algorithms  with  different α

values on the same data set citeseer5
 

|E|/ |V |
amaze5

anthra5 MILEUMC

|E|/ |V | citeseer5 MILEUMC

IMULERPMC

EUML EUMC+

综合表 9 和实验结果可以看出，在 值

为 2 的相对稀疏的数据集不管是规模小的 ，

还是规模较大的 上， 算法表现

始终最好，是 5 种算法中运行效率最高的；而在

值较大的数据集 上， 算

法虽然没有 算法时间性能好，但总

体来说，比 和 算法的效率更优。 

5   结束语

α

MILEUMC

α

|E|/ |V |

|E|/ |V |
α

本研究分析了在不确定图上枚举极大团的问

题。针对时间效率问题，提出了 不确定图的构

建及其上的极大团枚举算法 ，尤其在

验证方面，提出了基于多重倒排表的验证方法，

使用多重倒排表和优化过的映射表去除伪极大

团。通过实验证明，构建 不确定图用于枚举，在

大规模图上，最快可以节约近 10 倍的时间；基于

多重倒排表的验证方法下，枚举算法 MILEUMC
在要求挖掘联系很紧密，即阈值为 0.8、0.9 的极大

团时，7 个数据集中在 值为 2 左右的较稀疏

的大图上，MILEUMC 算法运行效率最高，更具有

现实意义；在 值约为 8 或 12 的较稠密的图

上随着 值的增大，相较 EUMC+和 EUML 算法，

第 6 期 赵丹枫，等：不确定图上的极大团枚举及高效验证算法 ·1549·

 



该算法表现也会越来越好。

α

虽然大多数情况下，MILEUMC 算法与其他

算法相比，运行效率较高，但是当 很小时（0.1~
0.2），不管是在稀疏图还是稠密图上，该算法没有

其他算法的运行效率高。未来，还需研究更适合

所有情况下的效率更高的不确定图极大团枚举

算法。
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