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概率粗糙集三支决策在线快速计算算法研究

徐健锋1,2，何宇凡1，汤涛1，赵志宾1,2

（1. 南昌大学 软件工程系，江西 南昌 330029; 2. 同济大学 计算机科学与技术系，上海 201804）

摘    要：随着大数据和物联网技术的不断发展，动态在线计算已经成为了一种常见的计算模式，在动态在线计

算中进行不确定问题的推理和求解是一项具有挑战性的新议题。概率粗糙集三支决策理论是一种处理不确定

性知识挖掘的有效工具，根据在线计算模式中数据同步增减的动态特点，提出了一种概率粗糙集三支决策的在

线计算方法。首先，以内存滑动窗口模式对在线动态计算的数据变化特点进行理论建模；然后，根据上述模型

中在线计算的数据变化模式，推导出不同类型数据变化模式下的三支决策条件概率及三支区域的变化规律；最

后，提出了一种新型在线快速计算算法，其获取的三支决策规则与经典概率三支决策算法是等效的。通过与经

典三支决策计算算法的多组对比实验，验证了提出的在线快速计算算法的高效性与稳定性。
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Research on a fast online computing algorithm based on
three-way decisions with probabilistic rough sets

XU Jianfeng1,2，HE Yufan1，TANG Tao1，ZHAO Zhibin1,2

(1. Department of Software Engineering, Nanchang University, Nanchang 330029, China; 2. Department of Computer Science and
Technology, Tongji University, Shanghai 201804, China)

Abstract: With the continuous development of big data and IoT (Internet of Things), dynamic online computation has
become a common computing pattern; however the field of dynamic online computation faces challenges in deducing
and solving uncertainty problems. A three-way decision theory with probabilistic rough set method is an efficient tool
for mining uncertain knowledge; thus a dynamic online computing approach of three-way decision theory with probabil-
istic rough set is proposed in this paper, in accordance with the features of data dynamic synchronization. First, a data
model is established to describe the inherent features of dynamic online computation via memory sliding window mode.
In terms of the variational features of dynamic online computation of the above model, a three-way decision conditional
probability and the change rule of three-way area are deduced as diverse variational patterns of data. Finally, a novel al-
gorithm of online rapid computation is proposed. The obtained three-way decision rule is identical with the three-way
decision algorithm of classic probability. By comparison with the classic three-way decision algorithm through multiple
experiments, the proposed online rapid computation algorithm is confirmed to have high efficiency and stability.
Keywords: three-way decisions; rough sets; conditional probability; online computing; uncertain; dynamic calculation;
granular computing

随着大数据与互联网加时代的到来，动态流

数据成为了一种主流的数据类型，当前已经被广

泛地应用于金融股票交易、天气和环境监测、计

算机网络监控等众多领域 [1]。在上述应用中，在
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线计算 [2-3]是动态流数据的主要计算形式，其主要

特点是实时数据快速地加载入内存，而 CPU 需要

对内存中的实时数据实施快速计算，并且实时反

馈计算结果。而传统的离线计算 [4]方式需要外部

存储器积淀数据后再进行科学计算，对于数据实

时性和流动性的要求相对较低，因此传统计算方

法不能完全适应在线计算的新要求。研究更加高

效的在线计算方法已经成为了当前大数据领域的

一项重要课题。

近年来，以 SPARK[5]为代表的内存计算平台

的推出与发展，较快推动了动态在线计算的发

展。不确定性问题是机器学习领域的经典难题，

如何在在线计算过程中进行不确定性问题的动

态推理及求解也逐渐成为一项具有挑战性的新

议题。

三支决策理论 [6]是基于粒计算粗糙集理论提

出和发展起来的一种处理不确定、不完整信息决

策的新方法。其初始目的是为粗糙集理论中的

3 个分类区域，即正域、负域和边界域，提供合理

的决策语义解释。近年来随着该理论的深入研究

与发展，三支决策被认为是在信息不足或者获取

足够信息的代价较高背景下的合理选择。该理论

与人类的认知习惯相似，具有认知方面的优势，

近年来，三支决策理论在垃圾邮件过滤[7]、文本挖掘[8]、

图像识别 [9]、属性约简 [10]、聚类 [11]等应用领域 [12-14]

也都取得了广泛的成果。

目前主要代表性的理论成果包括：基于代价

敏感度量的决策粗糙集三支决策 [15]、模糊集三支

决策 [16]、区间集三支决策 [17]、概率粗糙集三支决

策 [ 1 8 ]、博弈粗糙集三支决策 [ 1 9 ]、信息熵三支决

策[20]、GINI 系数三支决策[21]等。

同时针对动态数据环境下的动态计算也是另

一项主要研究内容。文献[22]首次提出一种离线

动态计算方法，其对更新后的数据对象进行重新

计算，算法执行效率不高。为了提高动态计算的

效率，许多学者研究了粗糙集及三支决策的离线

增量学习方法。其主要成果有：Liu 等[23]提出了一

种基于矩阵的动态不完备信息系统的增量方法；

Li 等[24]通过分析动态数据库中新数据的不断更新，

提出了基于粗糙集理论的增量学习方法；Zhang 等[25]

等给出了邻域粗糙集模型下多对象增加删除时近

似集快速更新的方法；Luo 等 [26]考虑到信息系统

中数据对象动态插入，讨论介绍了概率粗糙集模

型中条件概率的动态估计策略，进而给出了概率

三支近似的增量更新算法。然而研究表明，上述

动态学习研究都是以离线计算为研究背景，而以

在线计算为背景的动态三支决策研究较少。

本文以上述三支决策动态计算研究为基础，

系统性地研究了在线计算中动态数据变化形式及

动态决策的变化规律，提出一种有别于传统经典

计算的三支决策在线快速计算学习方法，并进行

实验验证。

1   相关工作

1.1    概率粗糙集三支决策模型

概率粗糙集是构造三支决策的基础原型，首

先我们回顾一下概率粗糙集三支决策的相关基本

理论[20]。

IS IS = (U,A,V, f )

U x A = R∪D
U/R = {R1,R2 · ··,Rm}

U/D = {D1,D2 · ··,Dn}

f

f : U ×A→ V

信息系统 是一个四元组， ，其

中 代表论域中对象 的集合； 代表属性

集合，R 为条件属性集合 ( 为 R
属性确定的不可区分关系形成的等价类集合 )，
D 为决策属性集合 ( 为 D 属性

确定的不可区分关系形成的等价类集合)；V代表

A中各属性的取值范围； 代表从对象到属性取值

的信息函数，即 。

IS D j

D j ⊆ U [x] ⊆ U D j

Pr(D j|[x]) =
|D j∩ [x]|
|[x]|

定义  1 　在信息系统 中，设 为论域 U 的

子集，即 ，给定一个等价类 属于 的

条件概率可定义为 。

| · |注： 表示集合的基数。

D j D j ⊆ U

0 ⩽ β < α ⩽ 1

定义  2　设 为论域 U 的子集，即 ，给

定一对阈值 (α，β)，并且满足 ，则 (α，β)-
正域、负域和边界域可以定义为

POS(α,•)(D j) = {x ∈ U |Pr(D j|[x]) ⩾ α}
NEG(•,β)(D j) = {x ∈ U |Pr(D j|[x]) ⩽ β}
BND(α,β)(D j) = {x ∈ U |β < Pr(D j|[x]) < α}

通过定义 2 中的 (α，β)-正域、负域和边界域，

可分别生成相应的接受、拒绝和延迟决策规则。

1.2    三支决策在线快速计算模型

滑动窗口技术 [27-28]可以有效处理动态流数据

下的数据挖掘与知识更新问题。在线计算的动态

特点是，随着新数据不断进入，同时由于内存空

间的限制，旧数据也被不断被删除，内存中包含

的计算数据既增又减。由此，三支决策在线计算

的数据变化模式可以用滑动窗口的方式进行描述。

IS(t) ={
U (t),C(t)∪D(t)} U (t)/C(t) =

{
R1

(t),R2
(t),R3

(t), · · · ,Rm
(t)
}

U (t)/D(t) =
{
D1

(t),D2
(t),D3

(t), · · · ,Dn
(t)
}

给 定 t 时 刻 的 决 策 信 息 系 统 表 ：

，其中 ，

。将决策表空间

看作内存空间，即当前决策表中为内存中实时计

算的数据。当 t+1 时刻有新的数据对象动态进出

决策表时，内存空间发生数据动态变化，其变化

机制如下。
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xi, xi+1, · · · , xi+k+1

x1, x2, · · · ,
xi−1

xi+k+2, xi+k+3, · · ·
xi+k+2

xi−1

设 t 时刻内存滑动窗口如图 1(a) 所示，其中

粗实线框 (即 数据对象) 为当前 t 时
刻内存滑动窗口空间，长度为 k；虚线框 (即

数据对象 ) 为历史遗弃数据；细实线框 (即
数据对象 ) 为待移入内存数据。如

图 1(b) 所示， t+1 时刻单个对象 (图中上三角

标识) 移入内存滑动窗口中，同时前一时刻最陈

旧的决策对象 (图中下三角标识) 被移出，内存

滑动窗口发生更新。
 

 

x1 x2
... xi−1 xi xi+1 xi+2 ... xi+k xi+k+1 xi+k+2 xi+k+3 ...

(a) t 时刻内存滑动窗口

x1 x2
... xi−1 xi

xi+1 xi+2
... xi+k xi+k+1 xi+k+2 xi+k+3

...

(b) t+1 时刻内存滑动窗口

动态数据流方向

 
图 1    在线计算内存数据变化机制模型

Fig. 1    Sliding windows online computing model on
memory data

 
 

基于三支决策理论以及上述在线内存数据变

化模型，可以获取如下动态单对象三支决策在线

内存计算变化模型。

IS(t+1)

{x} {x}
给定 t+1 时刻决策表 ，当有新数据对象

集 移入，同时必然有旧数据对象集 移出，则

更新后的决策信息系统中条件等价类和决策类可

能分别发生如下变化：

R(t+1)
i =

R(t)
i −{x}, (x, x) ∈ R(t+1)

i , (x, x) < R(t+1)
i , 1 ⩽ i ⩽ m

R(t)
i ∪{x}, (x, x) < R(t+1)

i , (x, x) ∈ R(t+1)
i , 1 ⩽ i ⩽ m

R(t)
i ∪{x}− {x}, (x, x) ∈ R(t+1)

i , (x, x) ∈ R(t+1)
i , 1 ⩽ i ⩽ m

R(t)
i , (x, x) < R(t+1)

i , (x, x) < R(t+1)
i , 1 ⩽ i ⩽ m

(1)
D(t+1)

j =

D(t)
j −{x}, (x, x) ∈ D(t+1)

j , (x, x) < D(t+1)
j , 1 ⩽ j ⩽ n

D j
(t)∪{x}, (x, x) ∈ D(t+1)

j , (x, x) < D(t+1)
j , 1 ⩽ j ⩽ n

D j
(t)∪{x̄}− {x}, (x, x) ∈ D(t+1)

j , (x, x) ∈ D(t+1)
j , 1 ⩽ j ⩽ n

D j
(t), (x, x) < D(t+1)

j , (x, x) < D(t+1)
j , 1 ⩽ j ⩽ n

(2)
可见，决策信息系统在动态环境中，伴随着数

据对象在内存窗口的移入移出变化，必然会导致

相关条件分类与决策分类发生相应变化，其条件

概率及三支区域必然也会发生变化。本文首先系

统地讨论在线数据的动态变化情况下条件概率及

三支区域的变化，并以此为基础提出三支决策在

线快速计算算法。

2   三支决策在线快速计算方法

上述模型实现了动态流数据在线计算的动态

变化机制。在经典计算中，对于信息系统的每一

次数据更新，采用等价类的重新划分与计算，开

销较大。基于内存滑动窗口的三支决策动态变化

情况需要借鉴增量学习的思想，对于移入移出数

据进行同步处理，从而能够加快三支决策在线计

算状态下条件概率与三支区域的更新速度，保证

了动态三支决策更新的实时性与高效性。

2.1    条件概率快速估计方法

如何利用已有的决策知识，实现条件概率的

动态估计是基于三支决策知识更新的基础。

由定义 2 可知，计算概率粗糙集三支决策的

原理是：首先计算每条决策规则的条件概率，然

后将每条决策规则的条件概率与三支决策阈值

α、β 进行比较，然后才能确定每个条件等价类属

于哪个三支决策区域。可见，每条决策规则的条件

概率计算，是概率粗糙集三支决策的关键步骤。

IS(t)=
{
U (t),C(t)∪D(t)}

IS(t+1) =
{
U (t+1),C(t+1)∪D(t+1)}

x x

Pr(D j
(t+1)
∣∣∣Ri

(t+1) ) > Pr(D j
(t)
∣∣∣Ri

(t) )

定理 1　给定 t时刻信息系统 ，

t+1 时刻信息系统更新为 ，

在此期间，基于内存滑动窗口机制，移入单数据

对象 ，同时移出单数据对象 ，当动态数据对象

符合以下变化模式时，条件概率呈增大趋势，即

。

(x<R(t+1)
i ∧x<D(t+1)

j )∧(x∈R(t)
i ∧x < D(t)

j )变化模式 1：
(x<R(t+1)

i ∧x∈D(t+1)
j )∧(x∈R(t)

i ∧x<D(t)
j )变化模式 2：

(x ∈ R(t+1)
i ∧x∈D(t+1)

j )∧


(x<R(t)

i ∧x<D(t)
j )

(x∈R(t)
i ∧x<D(t)

j )

(x<R(t)
i ∧x∈D(t)

j )

变化模式 3：

x x

R(t+1)
i = R(t)

i −{x},D
(t+1)
j = D(t)

j

IS(t+1)

t+1 Pr(D j
(t+1)
∣∣∣Ri

(t+1) )

证明　若移入对象 及移出对象 满足变化模

式1，则有 。根据定义1及给定

t + 1 时刻决策表 的数据变化公式 (1) 和 (2)，
可推断出 时刻条件概率 更新为

Pr(D j
(t+1)
∣∣∣Ri

(t+1) ) =

∣∣∣∣D j
(t+1)∩Ri

(t+1)
∣∣∣∣

|Ri
(t+1)|

=

∣∣∣∣(D(t)
j )∩ (R(t)

i − x})
∣∣∣∣∣∣∣∣R(t)

i −{x}
∣∣∣∣ =

∣∣∣∣(D(t)
j )∩ (R(t)

i )
∣∣∣∣

|R(t)
i | −1

>

∣∣∣∣D(t)
j ∩R(t)

i

∣∣∣∣
|R(t)

i |
= Pr(D j

(t)
∣∣∣Ri

(t) )

其余变化模式的证明过程与变化模式 1 类

似，在此省略。
IS(t) =

{
U (t),C(t)∪D(t)}

IS(t+1) =
{
U (t+1),C(t+1)∪D(t+1)}

x x

Pr(D j
(t+1)
∣∣∣Ri

(t+1) ) < Pr(D j
(t)
∣∣∣Ri

(t) )

定理 2　给定 t时刻信息系统 ，

t+1 时刻信息系统更新为 ，

在此期间，基于动态流数据滑动窗口机制，移入
单数据对象 ，同时移出单数据对象 ，当流数据
对象符合以下变化模式时，条件概率呈减小趋
势，即 。
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(x<R(t+1)
i ∧x<D(t+1)

j )∧(x∈R(t)
i ∧x∈D(t)

j )变化模式 4：
(x<R(t+1)

i ∧x∈D(t+1)
j )∧(x∈R(t)

i ∧x∈D(t)
j )变化模式 5：

(x∈R(t+1)
i ∧x<D(t+1)

j )∧


(x<R(t)

i ∧x<D(t)
j )

(x<R(t)
i ∧x∈D(t)

j )

(x∈R(t)
i ∧x∈D(t)

j )

变化模式 6：

x x

R(t+1)
i = R(t)

i −{x},D
(t+1)
j = D(t)

j −{x}
t+1 IS(t+1)

t+1 Pr(D j
(t+1)|

Ri
(t+1))

证明　若移入对象 及移出对象 遵循变化模

式 4，则有 。根据定

义 1 及给定 时刻决策表 的数据变化公

式 (1)、 (2)，可推断出 时刻条件概率

更新为

Pr(D j
(t+1)
∣∣∣Ri

(t+1) ) =

∣∣∣∣D j
(t+1)∩Ri

(t+1)
∣∣∣∣

|Ri
(t+1)|

=∣∣∣∣(D(t)
j −
{
x
}
)∩ (R(t)

i −
{
x
}
)
∣∣∣∣∣∣∣∣R(t)

i −
{
x
} ∣∣∣∣ =∣∣∣∣D(t)

j ∩R(t)
i

∣∣∣∣−1

|R(t)
i | −1

<

∣∣∣∣D(t)
j ∩R(t)

i

∣∣∣∣
|R(t)

i |
= Pr(D j

(t)
∣∣∣Ri

(t) )

其余变化模式的证明过程与变化模式 4 类

似，在此省略。

IS(t) =
{
U (t),C(t)∪D(t)}

IS(t+1) =
{
U (t+1),C(t+1)∪D(t+1)}

x x

Pr(D j
(t+1)
∣∣∣Ri

(t+1) ) = Pr(D j
(t)
∣∣∣Ri

(t) )

定理 3　给定 t时刻信息系统 ，

t+1 时刻信息系统更新为 ，

在此期间，基于动态流数据滑动窗口机制，移入

单数据对象 ，同时移出单数据对象 ，当流数据

对象符合变化模式 5~8 时，条件概率保持不变，即

。

(x<R(t+1)
i ∧x<D(t+1)

j )∧
(x<R(t)

i ∧x<D(t)
j )

(x<R(t)
i ∧x∈D(t)

j )
变化模式 5：

(x<R(t+1)
i ∧x∈D(t+1)

j )∧
(x<R(t)

i ∧x<D(t)
j )

(x<R(t)
i ∧x∈D(t)

j )
变化模式 6：

(x∈R(t+1)
i ∧x<D(t+1)

j )∧(x∈R(t)
i ∧x<D(t)

j )变化模式 7：
(x∈R(t+1)

i ∧x∈D(t+1)
j )∧(x∈R(t)

i ∧x∈D(t)
j )变化模式 8：

x x

(x < R(t+1)
i ∧ x < D(t+1)

j )∧ (x < R(t)
i ∧ x < D(t)

j )

R(t+1)
i = R(t)

i ∧D(t+1)
j = D(t)

j t+1

IS(t+1)

t+1 Pr(D j
(t+1)
∣∣∣Ri

(t+1) )

证明　若移入对象 及移出对象 遵循变化模

式 5 ： ， 则 有

。 根 据 定 义 1 及 给 定

时刻决策表 的数据变化公式 (1) 和公式 (2)，
可推断出 时刻条件概率 更新为

Pr(D j
(t+1)
∣∣∣Ri

(t+1) ) =
|D j

(t+1)∩Ri
(t+1)|

|Ri
(t+1)|

=

|(D(t)
j ∩R(t)

i )|
|R(t)

i |
= Pr(D j

(t)
∣∣∣Ri

(t) )

其余变化模式的证明过程与变化模式 5 类

似，在此省略。通过定理 1~3 可知，随着决策系统

中数据对象同步移入移出的更新，原有决策规则

的条件概率的变化趋势可以通过局部更新数据

的计算进行快速估计。这样既避免了原有数据对

象的重复学习，又利用同步更新大大提高了条件

概率的计算效率，实现了三支决策条件概率的在

线计算，进而使得三支决策区域的在线更新成为

可能。

2.2    三支决策区域在线更新方法

三支决策的在线快速计算，即充分利用 t 时
刻信息系统的获取的三支决策知识以及 t+1 时刻

变化数据的动态变化信息，快速且准确地计算三

支决策的区域变化。其计算的原理是根据 2.1 节

定理 1~3 获得的各个决策规则的条件概率变化趋

势及特定条件概率取值，推导出三支决策区域在

t+1 时刻的变化规律。

IS(t) =
{
U (t),C(t)∪D(t)}

IS(t+1) =
{
U (t+1),C(t+1)∪D(t+1)}推论 1　给定 t时刻信息系统

和 t+1 时刻信息系统 ，若

定理 1 描述的变化模式成立，三支决策区域更新

如下：

1) POS(α,β)(D
(t+1)
j ) =


POS(α,β)(D

(t)
j )−R(t)

i ∪R(t+1)
i , p1

POS(α,β)(D
(t)
j )∪R(t+1)

i , p2

POS(α,β)(D
(t)
j )∪R(t+1)

i , p3

p1 : R(t)
i ⊆ POS(α,β)(D

(t)
j )

p2 : R(t)
i ⊆ BND(α,β)(D

(t)
j )∧Pr(D(t+1)

j |R
(t+1)
i ) ⩾ α

p3 : R(t)
i ⊆ NEG(α,β)(D

(t)
j )∧Pr(D(t+1)

j |R
(t+1)
i ) ⩾ α

其中

　　

2) BND(α,β)(D
(t+1)
j ) =


BND(α,β)(D

(t)
j )−R(t)

i , b1

BND(α,β)(D
(t)
j )−R(t)

i ∪R(t+1)
i , b2

BND(α,β)(D
(t)
j )∪R(t+1)

i , b3

b1 : R(t)
i ⊆ BND(α,β)(D

(t)
j )∧Pr(D(t+1)

j |R
(t+1)
i ) ⩾ α

b2 : R(t)
i ⊆ BND(α,β)(D

(t)
j )∧β < Pr(D(t+1)

j |R
(t+1)
i ) < α

b3 : R(t)
i ⊆ NEG(α,β)(D

(t)
j )∧β < Pr(D(t+1)

j |R
(t+1)
i ) < α

其中

　　

3) NEG(α,β)(D
(t+1)
j ) =


NEG(α,β)(D

(t)
j )−R(t)

i , n1

NEG(α,β)(D
(t)
j )−R(t+1)

i , n2

NEG(α,β)(D
(t)
j )−R(t)

i ∪R(t+1)
i , n3

n1 : R(t)
i ⊆ NEG(α,β)(D

(t)
j )∧Pr(D(t+1)

j |R
(t+1)
i ) ⩾ α

n2 : R(t)
i ⊆ BND(α,β)(D

(t)
j )∧β < Pr(D(t+1)

j |R
(t+1)
i ) < α

n3 : R(t)
i ⊆ NEG(α,β)(D

(t)
j )∧Pr(D(t+1)

j |R
(t+1)
i ) ⩽ β

其中

　　

POS(α,β)(D
(t+1)
j )证明　1) 对于

p1 : R(t)
i ⊆ POS(α,β)(D

(t)
j )

Pr(D(t)
j |R

(t)
i ) > α Pr(D(t+1)

j |R
(t+1)
i ) >

Pr(D(t)
j |R

(t)
i ) > α R(t+1)

i ⊆ POS(α,β)(D
(t+1)
j )

POS(α,β)(D
(t+1)
j ) =POS(α,β)(D

(t)
j )−R(t)

i ∪R(t+1)
i

①假设 成立，由定义 2 得

。 由 定 理 1 可 知

，即 ，则接受域更

新为 。

p2 : R(t)
i ⊆ BND(α,β)(D

(t)
j )∧Pr(D(t+1)

j |R
(t+1)
i ) ⩾ α

β < Pr(D(t)
j |R

(t)
i ) < α

Pr(D(t+1)
j |R

(t+1)
i ) ⩾ α R(t+1)

i ⊆ POS(α,β)(D
(t+1)
j )

POS(α,β)(D
(t+1)
j ) =POS(α,β)(D

(t)
j )∪R(t+1)

i

②假设

成 立 ， 由 定 义 2 得 。 因 为

，即 ，则接受域

更新为 。
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p3 : R(t)
i ⊆ NEG(α,β)(D

(t)
j )∧Pr(D(t+1)

j |R
(t+1)
i ) ⩾ α

Pr(D(t)
j |R

(t)
i ) ⩽ β Pr(D(t+1)

j |R
(t+1)
i ) ⩾

α R(t+1)
i ⊆ POS(α,β)(D

(t+1)
j ) POS(α,β)

(D(t+1)
j ) = POS(α,β)(D

(t)
j )∪R(t+1)

i

③假设

成立，由定义 2得 。因为

，即 ，则接受域更新为

。

BND(α,β)(D
(t+1)
j )2) 对于

b1 : R(t)
i ⊆BND(α,β)(D

(t)
j )∧Pr(D(t+1)

j |R
(t+1)
i )⩾α

β<Pr(D(t)
j |R

(t)
i ) < α Pr(D(t+1)

j |R
(t+1)
i )⩾

α R(t+1)
i ⊆ POS(α,β)(D

(t)
j ) BND(α,β)

(D(t+1)
j ) = BND(α,β)(D

(t)
j )−R(t)

i

①假设 成

立，由定义2得 。因为

，即 ，则边界域更新为

。

b2 : R(t)
i ⊆BND(α,β)(D

(t)
j )∧β<Pr(D(t+1)

j |R
(t+1)
i )<

α β < Pr(D(t)
j |R

(t)
i ) < α β < Pr(D(t+1)

j |
R(t+1)

i ) < α R(t+1)
i ⊆ BND(α,β)(D

(t)
j )

BND(α,β)(D
(t+1)
j ) = BND(α,β)(D

(t)
j )−R(t)

i ∪R(t+1)
i

②假设

成立，由定义 2得  ，因为

，即 ，则边界域更新为

。

b3 : R(t)
i ⊆NEG(α,β)(D

(t)
j )∧β<Pr(D(t+1)

j |R
(t+1)
i ) <

α Pr(D(t)
j |R

(t)
i ) < β β < Pr(D(t+1)

j |
R(t+1)

i ) < α R(t+1)
i ⊆ BND(α,β)(D

(t)
j )

BND(α,β)(D
(t+1)
j ) =BND(α,β)(D

(t)
j )∪R(t+1)

i

③假设

成立，由定义 2 得 ，因为

，即 ，则边界域更新为

。

NEG(α,β)(D
(t+1)
j )3) 对于

n1 : R(t)
i ⊆ NEG(α,β)(D

(t)
j )∧Pr(D(t+1)

j |R
(t+1)
i ) ⩾ α

Pr(D(t)
j |R

(t)
i )⩾α Pr(D(t+1)

j |R
(t+1)
i )⩾α

R(t+1)
i ⊆POS(α,β)(D

(t)
j ) NEG(α,β)(D

(t+1)
j )=

NEG(α,β)(D
(t)
j )−R(t)

i

①假设

成立，由定义 2得 ，因为 ，

即 ，则拒绝域更新为

。

n2 : R(t)
i ⊆BND(α,β)(D

(t)
j )∧β<Pr(D(t+1)

j |R
(t+1)
i ) <

α β<Pr(D(t)
j |R

(t)
i )<α β < Pr(D(t+1)

j |
R(t+1)

i ) < α R(t+1)
i ⊆ BND(α,β)(D

(t+1)
j )

NEG(α,β)(D
(t+1)
j ) = NEG(α,β)(D

(t)
j )−R(t+1)

i

②假设

成立，由定义 2 得 ，因为

，即 ，则拒绝域更新为

。

n3 : R(t)
i ⊆ NEG(α,β)(D

(t)
j )∧Pr(D(t+1)

j |R
(t+1)
i ) ⩽ β

Pr(D(t)
j |R

(t)
i )<β Pr(D(t+1)

j |R
(t+1)
i )⩽β

R(t+1)
i ⊆NEG(α,β)(D

(t+1)
j ) NEG(α,β)(D

(t+1)
j )=

NEG(α,β)(D
(t)
j )−R(t)

i ∪R(t+1)
i

③假设

成立，由定义 2得 ，因为 ，

即 ，则拒绝域更新为

。

证毕。

IS(t) =
{
U (t),C(t)∪D(t)}

IS(t+1) =
{
U (t+1),C(t+1)∪D(t+1)}推论 2　给定 t时刻信息系统

和 t + 1 时刻信息系统 ，

若定理 2 描述的变化模式成立，则三支决策区域

更新为

1) POS(α,β)(D
(t+1)
j ) =


POS(α,β)(D

(t)
j )−R(t)

i ∪R(t+1)
i , p1

POS(α,β)(D
(t)
j )−R(t)

i , p2

POS(α,β)(D
(t)
j )−R(t)

i , p3

p1 : R(t)
i ⊆ POS(α,β)(D

(t)
j )∧Pr(D(t+1)

j |R
(t+1)
i ) ⩾ α

p2 : R(t)
i ⊆ POS(α,β)(D

(t)
j )∧β < Pr(D(t+1)

j |R
(t+1)
i ) < α

p3 : R(t)
i ⊆ POS(α,β)(D

(t)
j )∧Pr(D(t+1)

j |R
(t+1)
i ) ⩽ β

式中：

　　

2) BND(α,β)(D
(t+1)
j ) =


BND(α,β)(D

(t)
j )∪R(t+1)

i , b1

BND(α,β)(D
(t)
j )−R(t)

i ∪R(t+1)
i , b2

BND(α,β)(D
(t)
j )−R(t)

i , b3

b1 : R(t)
i ⊆ POS(α,β)(D

(t)
j )∧β < Pr(D(t+1)

j |R
(t+1)
i ) < α

b2 : R(t)
i ⊆ BND(α,β)(D

(t)
j )∧β < Pr(D(t+1)

j |R
(t+1)
i ) < α

b3 : R(t)
i ⊆ BND(α,β)(D

(t)
j )∧Pr(D(t+1)

j |R
(t+1)
i ) ⩽ β

式中：

　　

3) NEG(α,β)(D
(t+1)
j ) =


NEG(α,β)(D

(t)
j )∪R(t+1)

i , n1

NEG(α,β)(D
(t)
j )∪R(t+1)

i , n2

NEG(α,β)(D
(t)
j )−R(t)

i ∪R(t+1)
i , n3

n1 : R(t)
i ⊆ POS(α,β)(D

(t)
j )∧Pr(D(t+1)

j |R
(t+1)
i ) ⩽ β

n2 : R(t)
i ⊆ BND(α,β)(D

(t)
j )∧Pr(D(t+1)

j |R
(t+1)
i ) ⩽ β

n3 : R(t)
i ⊆ NEG(α,β)(D

(t)
j )

式中：

　　

证明　证明过程与推论 1 类似，此处略。证毕。

IS(t) =
{
U (t),C(t)∪D(t)}

IS(t+1) =
{
U (t+1),C(t+1)∪D(t+1)}推论 3 　给定 t时刻信息系统

和 t + 1 时刻信息系统 ，

若定理 3 描述的变化模式成立，三支决策区域更

新为：

POS : R(t)
i ⊆POS(α,β)(D

(t)
j )⇒POS(α,β)(D

(t+1)
j )=POS(α,β)(D

(t)
j );

BND : R(t)
i ⊆BND(α,β)(D

(t)
j )⇒BND(α,β)(D

(t+1)
j )=BND(α,β)(D

(t)
j );

NEG : R(t)
i ⊆NEG(α,β)(D

(t)
j )⇒NEG(α,β)(D

(t+1)
j )=NEG(α,β)(D

(t)
j )。

Pr(D j
(t+1)
∣∣∣Ci

(t+1) )证明　根据定理 3，条件概率

保持不变，由定义 2 可知此时三支决策区域亦是

保持不变的。证毕。

2.3    三支决策在线快速计算算法

根据 2.1 节中的定理 1~3 推导出的概率粗糙

集的条件概率变化趋势，以及 2.2 节中的三支决

策区域的快速计算 3 种情形展开讨论。

本节设计了三支决策在线快速计算算法 (on-
line computing algorithm)，并从算法时间复杂度角

度与基于三支决策理论的经典计算算法作对比，

从理论上分析在线快速计算算法的优势。

算法 1　三支决策在线快速计算算法

IS(t) =
{
U (t),C(t)∪D(t)}

R(t)
i D(t)

j (i = 1,2, · · · ,m; j =

1,2, · · · ,n) Pr(D(t)
j |R

(t)
i )(i=1,2, · · · ,m; j=1,2, · · · ,

n) POS(α,β)(D
(t)
j )

BND(α,β)(D
(t)
j ) NEG(α,β)(D

(t)
j ) x

x

输入　t时刻信息系统 ，条

件等价类和决策等价类 、

，条件概率

，三支决策接受域、拒绝域和边界域 、

及 ，新增决策对象 及被移

出对象 ，三支决策阈值 (α，β)。
POS(α,β)(D

(t+1)
j )

BND(α,β)(D
(t+1)
j ) NEG(α,β)(D

(t+1)
j )

输出　 t+1 时刻三支决策区域 、

及 。

x x

R(t+1)
i D(t+1)

j

1) 通过 及 的等价类从属关系，更新 t+1 时

刻的条件等价类和决策等价类 和 ;

Pr(D(t+1)
j |R

(t+1)
i )

2)  根据定理 1~3 评估 t+1 时刻条件概率

的变化趋势;

POS(α,β)(D
(t+1)
j ) BND(α,β)(D

(t+1)
j ) NEG(α,β)(D

(t+1)
j )

3) 根据推论 1~3 更新 t+1 时刻三支决策区域

、 、 ;
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Pr(D(t+1)
j |R

(t+1)
i ) R(t+1) D(t+1)

4) 更新 t+1 时刻每个等价类的条件概率值

及条件、决策等价类 、 ，返回 1)。

m = |U (t)/A|(U (t) ⊆ U) n = |D|
O(|U (t)/A| · |A|+ |D|)

O(1)

O(1)

|Ri| |R j| x x

O(|Ri|+ |R j|) |Ri| |D j|

O(|U (t)/A| · |A|+ |D|)+O(|Ri|+ |R j|)

在线快速计算中，若给定内存部分信息系统

IS，包含 m个条件等价类和 n个决策等价类，其中
， ，等价类的计算时间复

杂度为 。步骤 2) 评估条件概率
变化趋势，其时间复杂度为 ，这时可以忽略不
计的。步骤 3) 为更新三支区域，即区域内的对象

可能发生转移，区域未发生变化是最好的情况，
在这种情况下两种算法的时间复杂度均可视为

；最坏的情况，此算法中需要转移对象两次，
以 和 表示移入对象 和被移出对象 的条件
和决策等价类，则区域更新的时间复杂度为

。步骤 4) 中，在 和 已知的情况
下，重新计算条件概率的时间复杂度几乎是可以

忽略不计的。综上，在线快速计算的时间复杂度
为 。

为了说明上述在线三支决策算法的特点与优
势，本文将根据文献[22]中提出的基于概率粗糙

集三支决策理论的经典计算思想，设计三支决策
经典计算算法 (classical computing algorithm)。

算法 2　基于三支决策的经典计算算法

IS(t) =
{
U (t),C(t)∪D(t)}

R(t)
i D(t)

j (i = 1,2, · · · ,m; j = 1,

2, · · · ,n) Pr(D(t)
j |R

(t)
i )(i = 1,2, · · · ,m; j = 1,2, · · · ,

POS(α,β)(D
(t)
j )

BND(α,β)(D
(t)
j ) NEG(α,β)(D

(t)
j ) x

x

输入　 t 时刻下信息系统 ，

条件等价类和决策等价类 、

，条件概率

n)，三支决策接受域、拒绝域和边界域 、

、 ，新增决策对象 及被移

出对象 ，三支决策阈值 (α，β)。

POS(α,β)(D
(t+1)
j ) BND(α,β)(D

(t+1)
j ) NEG(α,β)(D

(t+1)
j )

输出　t+1 时刻的三支决策区域及决策规则

、 和 。

x x/* 根据移入对象 、移出对象 进行三支决策

更新计算*/
x x

R(t+1)
i D(t+1)

j

1) 通过 和 的等价类从属关系，更新 t+1 时

刻的条件等价类和决策等价类 和 ;

Pr(D(t+1)
j |R

(t+1)
i )

2) 根据定义 1 重新计算 t+1 时刻条件概率

值;

POS(α,β)(D
(t+1)
j ) BND(α,β)(D

(t+1)
j )

NEG(α,β)(D
(t+1)
j )

3) 根据定义 2 重新计算 t+1 时刻三支决策接

受域、拒绝域和边界域 、 ，

。

m = |U (t)/A|(U (t) ⊆ U) n = |D|
O(|U (t)/A| · |A|+ |D|)

O(|U (t)/A| · |D|)

O(|U (t)/A| · |D|)
O(|U (t)/A| · |A|+ |D|)+O(2|U (t)/A| · |D|)

经典计算算法中，若给定内存部分信息系统

IS，包含 m个条件等价类和 n个决策等价类，其中
， ，等价类的计算时间复

杂度为 ；重新计算条件概率的时

间复杂度为 ；根据条件概率大小与阈
值的比较，更新三支区域的时间复杂度亦为

。因此，经典计算算法的时间复杂度
为 。

IS(t)

{x}
假设原 t 时刻信息系统为 ，新增对象集为

，上述两种算法的时间复杂度分别为：

经典计算算法：

O(|U (t)/A| · |A|+ |D|)+O(2|U (t)/A| · |D|)
在线快速计算：

O(|U (t)/A| · |A|+ |D|)+O(|Ri|+ |R j|)
从时间复杂度分析可知，在线快速计算的效

率明显优于经典计算算法。从算法执行过程亦可

看出，由于经典计算算法对于决策对象的每一次

更新，都进行等价类划分和条件概率的重新计

算，其开销甚是庞大；而在线计算利用内存滑动

窗口模型，同步处理移入移出数据，对当前实时

变化的数据进行局部计算，实现条件概率及三支

区域的快速估计与更新，其运算效率明显高于经

典计算算法。

综上，从理论分析可知在线快速计算的运行

效率明显优于经典计算算法。接下来，我们将从

实验的角度评估两算法的实际表现。

3   实验与结果

2.3 节通过理论证明了三支决策在线快速计

算算法的时间复杂度优于经典计算算法。本章将

通过与三支决策经典计算算法的对比实验来验证

三支决策在线快速计算算法的时间消耗优势。

本实验环境为：双核、4 GB 内存的 PC，运行

Microsoft Windows 7 操作系统，算法程序使用

Java 编程，Java 开发包为 JDK1.6 版本。

3.1    数据集

为了验证在线快速计算的性能，我们从

UCI 数据库中选择了 8 个较大数据集，分别为

Skin-NoSkin、Shuttle、IRIS、Zoo、Haberman、Breast-
cancer、Letter、Magic，所有的数据均为数值型或类

别型，表 1 为数据集的基本信息。
 

表 1   数据集基本信息

Table 1    The basic information of the eight datasets
 

序号 数据集 样本数 特征数 概念计数

1 Skin_NoSkin 64 486 3 2

2 Shuttle 58 000 9 5

3 IRIS 60 750 8 3

4 Zoo 60 600 17 7

5 Haberman 55 080 3 2

6 Breast-cancer 60 860 10 4

7 Letter 20 000 16 12

8 Magic 19 020 10 2
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3.2    实验和结果

(α,β)

为排除偶然因素的影响，所有实验都进行了

10 次，最终结果是 10 次实验的平均值。我们任

意设定的三支决策阈值 为 (0.75，0.3)。
1) 算法执行时间对比实验

假设存储空间保持为 100 条记录，我们比较

在线快速计算、经典计算算法的性能时，逐渐增

加上述 8 个数据集在内存中存储数据的比例。当

进入决策信息系统的在线计算数据总量累计达到

总数据量的 10%~100% 时，分别测试不同情况下，

两种算法在三支决策区域更新中的平均执行时

间。实验结果如图 2 所示。

由图 2 显然可以看出，在每个数据集下，随着

进入内存中动态数据比例的增大，在线快速计算

与经典计算算法的平均执行时间亦逐渐增大，但

经典计算算法的增幅明显更大。可见，在线快速
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图 2    在线快速计算与经典计算算法的平均时间消耗对比

Fig. 2    Average elapsed times between online computing algorithm and classical computing algorithm
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计算的平均执行时间相对更少。

此外，为了更加精确地展现在线快速计算的

优势及其稳定性，我们将在占数据总量 50% 的

情况下，从 t时刻到 t+5 时刻，测试两类算法的平

均执行时间并对比其稳定性。结果见表 2，单位

为 ms。可以观察到，对于同一数据集，对比经典

计算算法，在线快速计算可以大大节约算法执行

时间。

同时，在不同数据集上，在线快速计算执行时

间的均值和方差比经典计算算法更小，显示了其

具有更好的效率及稳定性。

2) 不同内存容量算法执行时间对比

由于在线计算方法以内存计算为依托，内存

空间的容量对于三支决策在线快速计算的执行效

果是否有影响，是一个值得研究的问题。因此我

们选择以上 8 个 UCI 数据集中规模较大且复杂程

度较高的 Breast-cancer 数据集，构造和实验 1 相

似的对比实验，但是将内存容量分别为设定为

100、500、1 000、2 000 条记录，当上述数据集实施

两种算法实验的数据总量累计达到总数据量的

10%、40%、70% 和 100% 时，分别记录这两种算法

此时的平均执行时间。

由图 3 可以观察到，在相同实验数据累积量

下，随着内存空间的增加，经典计算算法的平均

执行时间几乎呈指数级速度增长，而在线快速计

算的时间消耗较为平稳。

由算法的时间复杂度可知，随着决策系统的

每一次更新，经典计算算法需要进行所有数据等

价类的重新划分及条件概率的重新计算，此过程

O(2|U (t)/A| · |D|)

O(U(t)/A| · |D|)

每次都需要执行时间复杂度为 的步

骤，其时间消耗极大，且与内存中的数据量及复

杂程度密切相关；而在线快速计算由于只需要对

当前实时变化的数据对象进行局部计算，避免了

历史数据的重复学习，最多只需执行时间复杂度

为 的步骤，大大节省了此更新过程的

开销。

综上可知，在不同内存空间下，在线快速计算

的效率均远高于经典计算算法，且这一优势随着

内存空间的增加更加明显。

3) 不同阈值在线快速计算执行时间对比

由于三支决策是一种典型的概率粗糙集参数

化模型，实验结果可能会受参数设置的影响。设

置内存空间为 100 b，并选取了 5 对阈值，分别测

出在线快速计算在 8 个数据集下执行完毕平均所

需时间，从而验证在线快速计算的性能与选取阈

值的关系。图 4 显示了算法平均执行时间随不同

阈值对的变化趋势，不难看出，算法的执行时间

随着阈值的改变有轻微的波动，总体来说比较

稳定。由此也进一步验证了在线快速计算的时间

复杂度主要取决于动态数据的规模及其复杂程度。

 

表 2   t～t+5 时刻算法执行时间
 

Table 2    Experimental results examined from time t to t+5 on UCI datasets ms
 

数据集 算法 t t+1 t+2 t+3 t+4 t+5 平均值±标准差

Skin_NoSkin
经典计算 2.280 1.860 1.890 1.770 1.740 1.800 1.890±0.007

在线计算 0.055 0.043 0.040 0.039 0.039 0.038 0.042±0.006

Shuttle
经典计算 2.220 2.040 1.890 1.860 1.980 1.860 1.980±0.005

在线计算 0.063 0.046 0.045 0.043 0.041 0.039 0.046±0.009

IRIS
经典计算 2.370 2.280 2.070 1.860 1.980 1.860 1.980±0.005

在线计算 0.058 0.048 0.040 0.041 0.040 0.040 0.044±0.007

Zoo
经典计算 2.340 1.920 2.100 1.800 1.770 1.800 1.950±0.008

在线计算 0.050 0.040 0.037 0.039 0.037 0.036 0.040±0.005

Haberman
经典计算 1.950 1.620 1.500 1.500 1.440 1.500 1.590±0.006

在线计算 0.043 0.034 0.038 0.031 0.030 0.029 0.034±0.005

Breast-cancer
经典计算 1.890 1.710 1.710 1.650 1.680 1.740 1.740±0.003

在线计算 0.044 0.036 0.034 0.033 0.031 0.032 0.035±0.005

Letter
经典计算 2.200 0.740 1.500 1.420 1.400 1.440 1.620±0.015

在线计算 0.079 0.074 0.058 0.052 0.051 0.049 0.061±0.013

Magic
经典计算 2.200 1.860 1.560 1.440 1.320 1.340 1.620±0.017

在线计算 0.071 0.059 0.053 0.041 0.039 0.043 0.053±0.012
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4   结束语

动态在线计算是一种常见的数据计算方法，

本文提出一种内存滑动窗口机制对在线计算的数

据变化模式进行统一建模，并根据上述模型，推

导出不同类型数据变化模式下的三支决策条件概

率及三支区域的变化规律。最后本研究提出一种

新型的动态在线快速计算算法，该算法能够获得

与经典三支决策算法相同的决策结果。由于本算

法只需要对当前的变化数据进行局部实时计算，

有效避免了历史数据的重复学习，大大提高了三

支决策更新效率。为验证本文所提出的在线快速

计算的优势，与经典计算算法在 8 个 UCI 公共数

据集上进行实验对比。实验结果表明，在线快速

计算比经典计算算法效率更高，稳定性更好。本

研究表明，概率粗糙集三支决策领域采用在线计

算方法进行快速计算是可行的。我们将在未来的

工作中，继续探讨概率粗糙集三支决策的多对象

动态在线快速计算以及其在实际在线计算场景中

的应用。
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Fig. 3    Average elapsed times between online computing algorithm and classical computing algorithm on different memory
sizes
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