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摘    要：针对分类问题，基于可拓学的思想，提出了可拓支持向量分类机算法。与标准的支持向量分类机不同，可拓

支持向量机在进行分类预测的同时，更注重于找到那些通过变化特征值而转换类别的样本。文中给出了可拓变量和

可拓分类问题的定义，并构建了求解可拓分类问题的两种可拓支持向量机算法。把可拓学与 SVM 结合是一种新的

方向，文中所提出的算法还有待进一步的理论分析，将在未来的工作里，继续探索如何在可拓学的基础上，构建更加

完善的可拓 SVM 方法。
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Abstract: We propose an extension support vector machine (ESVM) to address the classification problem. Unlike the
standard support vector machine, ESVM considers samples that can be converted into different labels by changing some
feature values. We define the extension variables and extension classification problems and construct the corresponding
optimization problem using a heuristic algorithm. In the future, we will improve the proposed method to incorporate the
extension theory.
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随着社会的进步，科学技术的飞速发展，当今

各种社会生产活动中每时每刻都在产生大量的数据

信息，而随着计算机技术的不断进步，互联网的出

现使得全球数据共享成为现实，从而全面进入了大

数据时代。因此如何将海量数据进行充分有效地挖

掘和利用从而指导社会生产是当前数据挖掘领域的

核心任务。数据挖掘是 20 世纪 80 年代后期出现的

一类数学、计算机和管理等多学科相结合的交叉科

学。其旨在从海量数据中识别、提取有效的、新颖

的甚至潜在有用的以及最终可被识别、理解的知

识，从而作为管理决策者进行决策的科学决策依

据。数据挖掘作为一个热门研究领域，涉及的新方

法有神经网络、决策树、随机森林、支持向量机、深

度学习等。

可拓数据挖掘[1-6]是将可拓学的理论和方法[7-8]

与挖掘数据的方法、技术相结合的一门新技术。它

在发现事物的类别转化以及识别潜在的变换知识等
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方面有着广阔的应用前景。

本文吸取了可拓学寻找变换知识的思想，考虑

事物的某种性质的变化所带来的问题转化，结合当

前已经非常成熟的支持向量机模型，从而提出了可

拓支持向量机这一新的可拓数据挖掘新方法。

1   支持向量机

支持向量机 (support vector machine, SVM)[9-18]

是一种通用的、有效的机器学习算法，主要建立在

统计理论 (statistical learning theory, SLT)、最优化理

论及核理论的三大理论基础之上。以分类问题为

例，SVM 首先把输入映射到某一个高维的特征空间

中，利用统计学习理论中的结构风险最小化原则把

分类问题转化为一个凸二次规划问题来解决；然后

利用最优化理论中的对偶理论，得到该凸规划的对

偶问题，使得引入核函数成为可能；最后再利用核

理论来处理非线性分类的情况。与数据挖掘中的

其他方法相比，SVM 理论相对完备，较好地解决了

其他方法中经常出现的一些棘手问题。随着科学技

术的进步和完善，支持向量机的研究也更为深入广

泛，许多新的理论、算法层出不穷，应用领域更为

广阔。

标准的两类分类问题为：给定训练集
S = {(x1,y1),(x2,y2), · · ·, (xl,yl)} ⊆ Rn (1)

xi ∈ Rn,yi ∈ = {1,−1},i = 1,2, · · ·, l
Rn g(x)

式中： 。在此基础

上，试寻找定义在 空间上的一个实值函数 ，从

而得到决策函数：
f (x) = sgn (g(x)) (2)

g(x)

g(x) = (w · x)+b (w · x)+

b = 0 Rn

以便推断任意 x 对应的输出 y。若 是线性函数

，则式 ( 2 ) 对应着用超平面

将空间 分成两部分，称为线性分类机。

基于结构风险最小化原则，SVM 构造出的线性

分类机的原始最优化问题为

min
w,b,ξ

1
2
∥w∥2+C

l∑
i=1

ξi (3)

s.t. yi(w · x+b) ⩾ 1− ξi , i = 1,2, · · ·, l (4)
ξi ⩾ 0, i = 1,2, · · ·, l (5)

ξ = [ξ1 · · ·ξl]T,C ⩾ 0式中 是一个惩罚参数。通过求解

上述问题的对偶问题 (见算法 1 中的优化问题)，
SVM 建立了处理二分类的线性算法 (算法 1)。

算法 1　SVM
输入　输入训练集 (见 (1) 式)；
输出　分划超平面以及决策函数。

C ⩾ 0

1) 输入训练集 (见式 (1))，并选择合适的惩罚参

数 。

2) 构造并求解凸二次规划问题：

min
w,b,ξ

1
2

l∑
i=1

l∑
j=1

yiy j(xi · x j)αiα j−
l∑

j=1
αi

s.t.
l∑

j=1
yiαi = 0

0 ⩽ αi ⩽C, i = 1, · · ·, l
α∗ = [α∗1 x∗2, · · ·, α∗l ]T得到解 。

(w∗,b∗)3) 计算最优超平面参数 ：

w∗ =
l∑

i=1
α∗i yixi;

b∗ = y j−(w∗ · x j), j ∈
{

j|0 ⩽ α∗i ⩽C
}

(w∗ · x)+b = 0

f (x) = sgn((w∗ · x)+b)

4) 构造分划超平面 , 从而求出决策函

数 。

Rn

x =Φ(x)

(xi,yi) (Φ(xi),Φ(x j))

(Φ(xi),Φ(x j)) K(x, x′) =

(Φ(x),Φ(x′))

算法 1 为针对线性分类问题的 SVM 算法，事

实上在很多实际问题中，分类问题并不能被线性分

划。这时需引入从空间 到 Hilbert 空间的变换

，将训练集变换到特征空间并在该空间执行

算 法 1 ， 相 应 地 ， 转 化 为 ， 而

的计算可以通过引进核函数

代替计算。通常，常用的核函数有 RBF
核函数、多项式核函数、B 样条核函数等。

2   可拓支持向量机

在实际问题中，我们不仅关注对未知样本的类

别预测，更关心已有类别或被预测了类别的样本能

否转化到相反的类别，在什么条件下会转化，所付

出的代价有多大。这些在可拓学里被称为变换的知

识。挖掘这些变换的知识的一个途径，就是找到那

些可以变换的特征或变量。以疾病的辅助诊断为

例，患者患有疾病的相关特征 (变量) 有很多，比如

性别、年龄、身高、体重、血压 (低压)、胆固醇、血常

规等，这些变量中，对某个患者来说，其性别就是不

可变换的变量，而血压则可以通过吃药等治疗手段

变高或变低。那么在解决疾病辅助诊断的分类问题

时，我们一方面希望决策函数能准确地预测未知样

本的类别，另一方面希望这个决策函数能找到那些

可以互相转换类别的样本，这样就可以找到更多的

变换的知识。首先给出以下定义。

x = ( [x]1 , · · ·, [x]n) [x] j

[x] j

可拓变量   若向量 中分量

的值可以变化，则称 为可拓变量。

可拓变量集合   由全体可拓变量构成的集合则

称为可拓变量集合，记为 E。
[x] j

[a j,b j]

可拓变量区间   可拓变量 的值所变化的区

间 称为可拓变量区间。

可拓分类问题   给定训练集

S = {(x1,y1), (x2,y2), · · ·, (xl,yl)} ⊆ (Rn× )l (6)
xi ∈ Rn, [xi] j, j ∈ E yi ∈

{1,−1}, i = 1,2, · · ·, l Rn

式中： ，可在某个区间内变化， =
。基于此，在 空间上寻找一个实
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g(x)值函数 ，得到决策函数：
f (x) = sgn(g(x)) (7)

以便推断任意 x 对应的输出 y，并判断其是否可以

变换为相反的输出–y。
可拓样本　若样本点 x可以通过改变某个或某

些可拓变量的值而改变类别标号，则称 x 为可拓

样本。

[x]2

[x]2 ∈ [a, b]

[x]2 = a [x]2 = b

[xi] j ∈[ai
j, b

i
j]

下面给出可拓分类问题示意性的例子。图 1 中

给出了两类点，分别用▲和■表示，分量 为可拓

变量。图 1(a) 所示的是所有点的可拓变量区间均

满足 的情况，即所有点被上下两条直线

和 所控制；图 1(b) 所示的是每个点的

可拓变量区间不同的情况，即满足 ，在图

中就是每个点分别被双箭头线段所控制。

注意，与标准的两类分类问题不同，这里除了

给出标准的训练集外，还给出了每个点的可拓变量

区间。据此可以构建算法 2：可拓 SVM1。
算法 2　可拓 SVM1
输入　输入训练集 (见式 (1))；
输出　决策函数。

1) 输入训练集 (见式 (1))，并选择合适的惩罚参

数 C >0。
2) 构造并求解凸二次规划问题：

min
w,b,ξ

1
2

l∑
i=1

l∑
j=1

yiy j(xi · x j)αiα j−
l∑

j=1
αi

s.t.
l∑

j=1
yiαi = 0

0 ⩽ αi ⩽C, i = 1,2, · · ·, l

α∗ = [α∗1x∗2, · · · ,α∗l ]T得到解 。

3) 计算最优超平面参数:

w∗ =
l∑

i=1
α∗i yixi

b∗ = y j−(w∗ · x j), j ∈ { j
∣∣∣0 ⩽ α∗i ⩽C}

(w∗ · x)+b = 0

f (x) = sgn((w∗ · x)+b)

4) 构造分划超平面 , 从而求出决策函

数 。

xk f (xk)

ak
j bk

j [xk] j |E|
2|E|

2|E|

5) 对输入 , 首先用决策函数 得到其对应

的预测类别 yk，然后用其可拓变量对应的可拓区间

和 分别代替 ，这样对 个可拓变量，会得到

个不同的组合值，相应的，我们基于 x k 得到了

个新的输入，分别用决策函数来判断，若有一个

被判断为-yk，则认为该输入是可变换的。

对图 1(a) 所示的例子，可以用算法 2 得到图

2(a) 所示的分划线，因该问题的可拓变量区间为定

值，所以可以直接得到两条垂直的线，在这两条垂

直线中间的点都是可拓样本 (用圆圈标注)，并用箭

头表示该样本在可拓变量的变化方向。对图 1(a)
所示的例子，用算法 2 得到图 2(b) 所示的分划线，

可以看出没有可拓样本点，即没有点可以通过可拓

变量的区间变化来达到类别标号的改变。

[xi] j, i = 1,2, · · ·, l , j ∈ E

进一步，考虑稍微复杂的情况，若对上述的可

拓分类问题，增加了先验知识。该先验知识为：在

给 定 的 训 练 集 S 中 ， 训 练 点 x i 的 可 拓 变 量

在可拓区间内变化时，其 yi 没
有变化，如何寻找决策函数来推断任意 x对应的输

出 y，并判断其是否可以变换为相反的输出–y。
可以看出，这时候训练点的输入就不再是一个

点，而是一个集合。如果限定该集合是一个凸集，

比如为一个球体，则训练集变为

 

(a) 

(b) 

[x]2

O [x]1

[x]2

O [x]1

 

图 1    可拓分类问题

Fig. 1    Extension classification problem

 

(a) 

(b) 

[x]2

O [x]1

[x]2

O [x]1

 

图 2    可拓分类 SVM
Fig. 2    Extention classification SVM
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S =
{
(X1,y1), (X2,y2) , · · ·, (Xi,yl)

}
(8)

yi ∈ = {1, −1}, i = 1,2, · · ·, l
式中输入集合 Xi 是一个以 Xi 为球心、以 ri 为半径

的球体, 。那么该分类问

题就转化为鲁棒支持向量机所求解的问题[15]，此时

构造的原始最优化问题为

min
w,b,ξ

1
2
∥w∥ 2+C

l∑
i=1

ξi (9)

s.t. yi (w · (xi+ xiui)+b) ⩾ 1− ξi,
∀∥ui∥ ⩽ 1, i = 1,2, · · ·, l (10)

ξi ⩾ 0, i = 1 ,2, · · ·, l (11)
因为约束式 (10) 含有无穷多个约束，一般做法

是把它转化成一个仅含有有限个约束的问题，并求

解相应的对偶问题[15]，据此构造可拓 SVM2，见算

法 3。
算法 3　可拓 SVM2
输入　输入训练集 (见式 (8))；
输出　决策函数。

1) 输入训练集 (见式 (8))，并选择合适的惩罚参

数 C >0。
2) 构造并求解二阶锥规划：

min
w,b,ξ,u,v,t

1
2 (u−v)+C

l∑
i=1
ξi

s.t. yi (w · (xi+ xiui)+b) ⩾ 1− ξi, i = 1, 2, · · ·, l
ξi ⩾ 0, i = 1,2, · · ·, l

u+ v = 1
[u v t]T ∈ L 3

[t w]T ∈ Ln+1

b̄3) 计算 ，构造决策函数：

f (x) = sgn(
l∑

i=1

αiyi(xi · x)+
l∑

i=1

yiBi
T(β̄∗i−β̄i)+ b̄) (12)

(
Bi)

q =
(
x · (∆i).,q

)
,q = 1,2, · · · ,n式中 。

f (xk)

|E|
m|E| m|E|

4) 对输入 xk, 首先用决策函数 得到其对应

的预测类别 yk，然后在其可拓变量对应的可拓区间

内随机取值 m 次，这样对 个可拓变量，会得到

个不同的组合值，相应的，基于 xk 得到了 个新

的输入，分别用决策函数来判断，若有一个被判断

为–yk，则认为该输入是可变换的。

[x]1、 [x]2如图 3(a) 所示，设 均为可拓变量，每

个点的可拓区间为半径不同的球体，空心圆是正

类，实心圆是负类。根据算法 3 可得到图中的分划

线，则可知虚线所示的圆的圆心点为正类，但当该

点在圆内变化时，它的类别会改变。

[xi] j, i = 1,2, · · ·, l, j ∈ E

[x]1, [x]2

如果先验知识为：在给定的训练集 S 中，训练

点 xi 的可拓变量 在可拓区间内

变化时，其 y i 产生了变化，如图 3 ( b ) 所示。

均为可拓变量，每个点的可拓区间为不同大

小的矩形，白色为正类，黑色为负类。而黑白相间

的矩形则为点在这些区间内变化时，类别发生了变

化。这时问题就变得复杂，需要引入可拓集的概念

和关联函数来处理，这是进一步的研究方向。并且

还可以将其拓展到应用广泛的多示例、多标签学习

等方面[19-22]。

3   结束语

本文提出了一种新的分类方法——可拓支持向

量机，可拓支持向量机在进行分类预测时较标准的

支持向量分类机有所不同，它更注重于找到那些通

过变化特征值而转换类别的样本。文中给出了可拓

变量和可拓分类问题的定义，并构建了求解可拓分

类问题的两种算法。基于此模型，我们可以在理论

和方法上做一系列研究。理论上，包括对其相应的

统计学习理论基础研究，可拓决策函数集的 VC 维

估计，推广能力的上界估计，可拓结构风险的实现

原理等；方法上，包括如何在标准的支持向量机模

型中引入关联函数，构造可拓的核函数，对其相应

的大规模最优化问题的快速求解算法，模型参数选

择问题等。
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图 3    可拓分类 SVM
Fig. 3    Extension classification SVM
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