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赵森烽－克勤概率的赌本分配研究与期望值定理

赵克勤１，２，赵森烽１

（１．诸暨市联系数学研究所，浙江 诸暨 ３１１８１１； ２． 浙江大学 非传统安全与和平发展研究中心，浙江 杭州 ３１００５８）

摘　 要：针对概率论发展史上合理分配赌本问题，把赵森烽－克勤概率用于合理分配赌本需要的最少赌博次数研究，
结果发现，该问题中基于经典概率得出的数学期望不会在实际中出现，实际中出现的是基于赵森烽－克勤概率的“数
学期望”的两个极端值。 利用赵森烽－克勤概率能客观地反映出给定规则下最少赌博次数与最多赌博次数时的赌博

结果，同时刻画出赌博输赢的经典期望值和实际值，从而为有针对性地制定或修改赌博策略和合理地分配赌本提供

依据，在此基础上给出期望值不确定定理。 文中以机器人服务收费为例说明该定理的现实意义。
关键词：赌本分配；数学期望；赵森烽－克勤概率（联系概率）；不确定性； 期望值定理
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　 　 文献［１－３］在集对分析（ｓｅｔ ｐａｉｒ ａｎａｌｙｓｉｓ，ＳＰＡ）
理论指导下设计和分析了一系列新的随机试

验［４－６］，先后借助“白球＋黑球”随机试验，向指定区

域随机投针试验、掷分币与掷骰子随机试验，说明

随机性是事物相互联系的一个属性，随机事件成对

存在。 在此基础上定义了把主事件发生的概率与

伴随事件发生的概率写成联系数形式的联系概率

（ｃｏｎｎｅｃｔｉｏｎ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ， ＣＰ）（也称“赵森烽－克勤概

率” （Ｚｈａｏ Ｓｅｎｆｅｎｇ Ｋｅｑｉｎ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ， ＺＫＰ））；论证



了无 论 是 古 典 概 型 概 率 （ ｃｌａｓｓｉｃａｌ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ，
ＣＰ） ，几何概型概率 （ ｇｅｏｍｅｔｒｉｃ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ， ＧＰ） ，
还是频率型概率 （ ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ， ＦＰ）都可

以转化为赵森烽－克勤概率（ ＺＫＰ） ，从而为概率

理论的创新研究提供了一个新的起点。 文献［ ７］
将赵森烽－克勤概率（ ＺＫＰ）应用到风险决策研究

得到了新的风险决策模型，文献［ ８］在前述工作

基础上把贝叶斯概率联系数化，得到基于贝叶斯

概型的赵森烽－克勤概率，探讨了赵森烽－克勤概

率与“智脑”的关系。
由于如何合理分配赌本问题在概率论的形成

和发展过程中起着非常重要作用，同时也有着广泛

和重要的应用背景，特别是涉及基于赵森烽－克勤

概率数学期望的现实性与必要性认识和期望值不

确定定理，等等，本文特予专题讨论。

１　 如何合理分配赌本

１．１　 问题描述

现有概率论著作对如何合理分配赌本问题

的描述有不同版本 ［９－１２］ 。 文献［ １２］ 对该问题的

描述如下。 １６５４ 年，法国有个叫 Ｄｅ Ｍｅｒｅ 的赌徒

向法国数学家帕斯卡提出如下的分赌本问题：
甲、乙两位赌徒事先约定，用掷硬币的方式进行

赌博，谁先赢 ３ 次就得到全部赌本 １００ 法郎，当
甲赢了 ２ 次，乙只赢 １ 次时，他们不愿意赌下去，
问赌本应该如何分配？
１．２　 帕斯卡解法

这个问题在当时引起不少人兴趣。 有人建议

按已赢次数的比例分赌本，即甲得全部赌本的 ２ ／ ３，
乙得赌本的 １ ／ ３。 但有人提出异议，认为这完全没

有考虑两个人再赌下去每人赢的可能性问题，因为

这样不符合两人事先约定的规则，那么还要再赌几

次才能解决这个问题？ 法国数学家帕斯卡研究后

得出的结论是：在甲赢得 ２ 次，乙只赢 １ 次的条件

下，最多只需要再玩 ２ 次可以结束这场赌博游戏；再
玩 ２ 次可能出现的结果有以下 ４ 种（见表 １）。

表 １　 游戏结果

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ ｇａｍｅ

Ｗ１ Ｗ２ Ｗ３ Ｗ４

甲胜

甲胜

甲胜

乙胜

乙胜

甲胜

乙胜

乙胜

　 　 其中前 ３ 种结果（Ｗ１， Ｗ２， Ｗ３）时甲赢得 １００
法郎，只有当 Ｗ４ 发生时，甲得 ０ 法郎（即乙得 １００
法郎），由于这 ４ 种结果是等可能的，因此在甲赢得

２ 次，乙只赢 １ 次的条件下，再赌下去甲得赌金 Ｘ 是

一个随机变量，其分布列见表 ２。
表 ２　 分布列

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ　 ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｃｏｌｕｍｎ

Ｘ（甲） １００ ０

Ｐ ３ ／ ４ １ ／ ４

　 　 所以，甲期望得到的赌金为 Ｅ（ｘ） ＝ １００ × ３
４

＋

０ × １
４

＝ ７５法郎，而乙赢的期望赌金为Ｅ（ ｘ
－
）＝ １００ ×

１
４

＋ ０ × ３
４

＝ ２５ 法郎。

１．３　 惠更斯解法

对于以上分赌本问题的帕斯卡解法，惠更斯在

１６５７ 年的《赌博中的计算》一文中进一步提出一般

解法，如果在 ｕ ＋ ｖ 个等可能场合中某人有 ｕ 种可能

赢得 ａ ，有 ｖ种可能赢得 ｂ ，则该人在 ｕ ＋ ｖ次赌博中

可以赢得 ｕａ ＋ ｖｂ ，而每次平均可赢得

ｕａ ＋ ｖｂ
ｕ ＋ ｖ

＝ ａｐ ＋ ｂ（１ － ｐ） （１）

式中： ｐ ＝ ｕ
ｕ ＋ ｖ

，ａｐ ＋ ｂ（１ － ｐ） 就是该人应得到的数

学期望。 若设 μ ＝ ３，ｖ ＝ １，ａ ＝ １００，ｂ ＝ ０ 就得到帕斯

卡法。 若设 Ｘ 是某人的赢钱数，按赢得全部赌本的

结果看，Ｘ 的概率分布见表 ３。
表 ３　 Ｘ 的概率分布

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ ｏｆ Ｘ

Ｘ ａ

Ｐ ｐ

　 　 该人赢得的数学期望为

Ｅ（Ｘ） ＝ ａｐ ＋ ｂ（１ － ｐ） ＝ ｕａ ＋ ｖｂ
ｕ ＋ ｖ

（２）

称（２） 式为分赌本问题的一般解法，也称惠更斯

解法。
分赌本问题的现实意义可以推广为合伙投资

办厂、合作科研开发新产品等情况下的收益分配问

题，例如，由甲、乙两人合资经营一个公司，一段时

间后，甲乙两人都改为单独经营公司或因其他原因
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终止合作，应该如何分配经营成果 （如何分摊债

务）？

２　 赵森烽－克勤概率（联系概率）在分

赌本中的应用

２．１　 赵森烽－克勤概率

赵森烽－克勤概率（联系概率）是我们在文献

［１－３］中提出的一种新概率，其数学形式为

Ｐ（Ａ，Ａ－） ＝ Ｐ（Ａ） ＋ Ｐ（Ａ－） ｉ （３）
式中： Ａ 为主事件（也称第一关注事件）， Ａ－ 为 Ａ 的

伴随事件，当 Ａ 与 Ａ－ 为互不相容事件，即 Ａ∩Ａ－ ＝⌀
时，Ａ－ 也称为相对于 Ａ 的负事件；Ｐ（Ａ）为 Ａ 发生的

大数概率，简称概率；Ｐ（Ａ－）为 Ａ－ 发生的大数概率，也
称为 Ａ 的即或不发生概率，简称即或概率；Ｐ（Ａ，Ａ－ ）
称为赵森烽－克勤概率（联系概率），直观上说是关

于事件 Ａ 和事件 Ａ－ 发生的联系概率，ｉ 为事件 Ａ 发

生与事件 Ａ－ 发生的随机转换器，这里在［ －∞ ，１］取
值。 当仅从主事件 Ａ 角度理解式（３）时，式（３）改

写成

Ｐｃ（Ａ） ＝ Ｐ（Ａ） ＋ Ｐ（Ａ－） ｉ （４）
式中的下标 ｃ 是“联系” （ ｃｏｎｔａｃｔ）的意思，这时的

Ｐ（Ａ－）就是 Ａ 不发生的概率。
由于 Ａ 与 Ａ－ 为互不相容的对立事件，所以，在

式（３）、（４）中有

Ｐ（Ａ） ＋ Ｐ（Ａ－） ＝ １ （５）
据此有

Ｐ（Ａ－） ＝ １ － Ｐ（Ａ） （６）
　 　 当已知 Ｐ（Ａ）时，可利用式（６）解出 Ｐ（Ａ－ ），从而

得到式（４）或式（３）。
２．２　 基于赵森烽－克勤概率的分赌本分析

首先，取“甲赢”为主事件 Ａ，把“甲输”作为 Ａ
的伴随事件 Ａ－，根据上一节中的赵森烽－克勤概率

（联系概率）和概率补数定理［１０］，可由表 ２ 知甲得赌

金 Ｘ 的分布列（见表 ４）。
表 ４　 基于赵森烽－克勤概率的甲得赌金 Ｘ 的分布列

Ｔａｂｌｅ ４ 　 Ａ ｇｅｔ ａ ｓｗｅｅｐｓｔａｋｅｓ ｃｏｌｕｍｎ ｏｆ Ｘ ｄｉｓｔｒｉｂｕｔｉｏｎ

ｂａｓｅｄ ｏｎ ｔｈｅ Ｚｈａｏ ｓｅｎｆｅｎｇ⁃Ｋｅｑｉｎ ｐｒｏｂａｂｉｌｉｔｙ

ｘ １００ ０

Ｐｃ（Ａ）
３
４

＋ １
４
ｉ １

４
＋ ３

４
ｉ

　 　 由表 ４ 算得甲期望得到的赌金为

Ｅ（Ｘ） ＝ １００ × （ ３
４

＋ １
４
ｉ） ＋ ０ × （ １

４
＋ ３

４
ｉ） ＝ ７５ ＋ ２５ｉ

　 　 于是，问题转化成 ７５＋２５ｉ 中的 ｉ 应当取何值的

问题。 结合题意和 ｉ 在一般情况下的取值域［ －１，
１］，得

当 ｉ＝ １ 时，甲赢得赌本 １００ 法郎；
当 ｉ＝ －１ 时，甲赢得赌本 ５０ 法郎；
当 ｉ＝ ０ 时，甲赢得赌本 ７５ 法朗，这是第 １ 节中

帕斯卡法的结果。
现在要问，在已玩 ３ 次基础上最多再玩 ２ 次情

况下甲有可能赢得 １００ 法郎或 ５０ 法郎吗？
我们注意到，帕斯卡在解决合理分配赌本问题

时，是以最多只要再玩 ２ 次（共玩 ５ 次）就可以按约

定的赌本规则结束这场赌博游戏来考虑这个问题

的。 这种考虑，自然地隐含着最少再玩 １ 次（共玩 ４
次）也有可能按约定的赌博规则结束这场赌博这样

一个问题。 为此先来讨论再玩 １ 次的情况，当甲已

赢 ２ 次，乙只赢 １ 次基础上再玩 １ 次，只有 ２ 种

结果：
当 Ｗ１ 出现时，甲共赢了 ３ 次，这时甲得 １００ 法

郎；当 Ｗ２ 出现时，甲、乙各赢 ２ 次，这时如果终止赌

博，甲只能得 ５０ 法郎，也就是不存在甲得 ７５ 法郎这

种情况（表 ５）。
表 ５　 ２ 种结果

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｔｗｏ ｋｉｎｄｓ ｏｆ ｒｅｓｕｌｔ

Ｗ１ Ｗ２

甲胜 乙胜

　 　 由此可见， ｉ ＝ １ 和 ｉ ＝ － １ 所对应的联系概率

（ ３
４

＋ １
４
ｉ） 的值为 １ 和 ０．５，原来是甲、乙玩第 ４ 次

时，（至少再玩 １ 次时）甲可能得到的 ２ 种结果；也
就是说，ｉ ＝ １ 和 ｉ ＝ －１ 这两种情况在这里不仅仅有

数学上的意义（ ｉ 在一般情况下取区间［ －１，１］的上

下界值），还有实际意义（对应实际可能出现的情

况）。
特别地，当玩第 ４ 次时出现甲、乙各赢 ２ 次的局

面时，甲、乙都明白，再玩 １ 次（第 ５ 次时），要么是

甲赢（共赢 ３ 次），这时甲得 １００ 法郎，乙得 ０；要么

是乙赢（共赢 ３ 次），这时乙得 １００ 法郎，甲得 ０。 因
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此，如果甲、乙两人都不愿冒风险时，将选择放弃再

玩一次而终止赌博（共 ４ 次）。 因此，从逻辑上说，
在已玩 ３ 次基础上最多再玩 ２ 次确实可按约定的规

则结束赌博。 但从实际出发，也有可能在已玩 ３ 次

基础上再玩 １ 次（共 ４ 次）就能按约定的规则结束

赌博；也可以双方协商修改规则后结束赌博，但这

种情况不在本问题讨论范围内。 因此结论是：无论

何种情况，甲都不可能得到 ７５ 法郎。
以上分析结果表明：甲得期望赌本 ７５ 法郎仅仅

是一个经典概率意义上的一个理论计算值，并不具

有实际上可能出现的意义；具有实际出现意义的是

５０ 法郎或 １００ 法郎；甲在共玩 ３ 次已经赢 ２ 次的条

件下，继续玩 １ 次时（第 ４ 次），可能因共赢了 ３ 次得

１００ 法郎而按规则结束赌博，也可能因输给乙而面

临再玩 １ 次（第 ５ 次）得 ０ 法郎的风险。
由于当 ７５＋２５ｉ 中的 ｉ ＝ ０ 时，７５＋２５ｉ ＝ ７５，恰好

是帕斯卡解法时甲得期望赌本，所以 ７５＋２５ｉ 是一个

既含有经典期望值，又含有实际出现值的解集联

系数。
由此可见，以上讨论的问题，表面上看是一个

如何分赌本的问题，而其背后还隐藏着如何理解经

典数学期望含义和如何定义新的数学期望以及如

何计算新的数学期望等问题，为此，本文在下面将

给出基于赵森烽－克勤概率的数学期望定义和计算

方法，并把其与经典概率期望进行比较，讨论这种

新的数学期望性质，举例说明其在实际问题中的

应用。

３　 基于赵森烽－克勤概率的数学期望

３．１　 数学期望

数学期望是概率论中一个极为重要的概念，文
献［１０］中已指出数学期望的本质是一种“均值”，因
此被称为“均值”更形象易懂，并分别从算术平均与

加权平均 ２ 种情况说明如下。
１）算术平均

如果有 ｎ 个数，即 ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ，那么把这 ｎ 个

数相加后得到的和除 ｎ，就是这 ｎ 个数的算术平均。

记算术平均为 Ｘ
－

，则有

Ｘ
－ ＝ １

ｎ∑
ｎ

ｋ ＝ １
ｘｋ，ｋ ＝ １，２，…，ｎ （７）

　 　 ２）加权平均

如果这 ｎ 个数中有相同的数，不妨设其有 ｎｔ 个

取值为 ｘｔ（ ｔ ＝ １，２，…，ｋ） ，并将其列成表（见表 ６）。
表 ６　 Ｘｔ 的频率

Ｔａｂｌｅ ６　 Ｆｒｅｑｕｅｎｃｙ ｏｆ Ｘｔ

取值 Ｘ１ Ｘ２ … Ｘｋ

频数 ｎ１ ｎ２ … ｎｋ

频率 ｎ１ ／ ｎ ｎ２ ／ ｎ … ｎｋ ／ ｎ

　 　 这时，这 ｎ 个数的“均值”为

Ｘ
－ ＝ １

ｎ∑
ｋ

ｔ ＝ １
ｎｔＸ ｔ ＝ ∑

ｋ

ｔ ＝ １

ｎｔ

ｎ
Ｘ ｔ，　 ｔ ＝ １，２，…，ｋ （８）

显然，式（８）中的这个加权平均的权数
ｎｔ

ｎ
就是数 ｘｔ

的频率，而频率在 ｎ 很大时就稳定在其概率附近。
由此得到经典的数学期望定义如下。
定义 １　 设离散随机变量 Ｘ 的分布列为

ｐ（Ｘ ｔ） ＝ Ｐ（Ｘ ＝ Ｘ ｔ），ｔ ＝ １，２，…，ｎ，…

如果 ∑
¥

ｔ ＝ １
Ｘ ｔ Ｐ（Ｘ ｔ） ＜ ¥，则称

Ｅ（Ｘ） ＝ ∑
¥

ｔ ＝ １
Ｘ ｔＰ（Ｘ ｔ） （９）

为随机变量 Ｘ 的数学期望，或称为随机变量 Ｘ 对于

给定分布的数学期望，简称期望或者均值，若级数

∑
¥

ｔ ＝ １
Ｘ ｔ Ｐ（Ｘ ｔ） 不收敛，则称 Ｘ 的数学期望不存在。

式（９）是基于随机变量是离散型的数学期望定

义。 类似地，可得随机变量是连续型时的数学期望

定义， 只要将式（９）中的分布列 Ｐ（Ｘ ｔ） 改为密度函

数 Ｐ（Ｘ）， 同时把求和号改为求积号，为此有以下的

定义 ２。
定义 ２ 　 设连续随机变量 Ｘ 的密度函数为

ｐ（ｘ） ，如果

∫¥

－¥

ｘ ｐ（ｘ）ｄｘ ＜ ¥ （１０）

则称

Ｅ（Ｘ） ＝ ∫¥

－¥

ｘｐ（ｘ）ｄｘ （１１）

为随机变量 Ｘ 的数学期望，或称为分布 Ｐ（Ｘ） 的数

学期望，简称期望或者均值，若 ∫¥

－¥

ｘｐ（ｘ）ｄｘ 不收敛，

则称随机变量 Ｘ 的数学期望不存在。 以上是文献

［１２］中关于经典概率论意义下的数学期望说明。
数学期望 Ｅ（Ｘ） 的物理意义在经典概率论中被

解释为随机变量的重心，被看作理论上消除随机性

的主要手段，已经在实际工作中有广泛应用。 但前

面关于合理分赌本问题的研究和分析表明，经典概
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率论下的数学期望即使在理论意义上存在（级数

∑
¥

ｔ ＝ １
Ｘ ｔ Ｐ（Ｘ ｔ） 收敛，或 ∫¥

－¥

ｘｐ（ｘ）ｄｘ 收敛），但在实

际应用中不仅没有消除随机性，而且还不一定能在

规定的随机试验中期望其出现。
３．２　 基于赵森烽－克勤概率的数学期望

上面对于历史上如何合理分赌本问题的研究

和分析表明，基于经典概率论的数学期望即使在给

定的 数 学 条 件 （ 级 数 ∑
¥

ｔ ＝ １
Ｘ ｔ Ｐ（Ｘ ｔ） 收 敛， 或

∫¥

－¥

ｘｐ（ｘ）ｄｘ 收敛）时存在，但在实际随机试验中仍

然存在规定的随机试验中可能出现也可能不出现

的不确定性（例如，前面关于如何合理分赌本问题

中的甲期望得 ７５ 法郎赌本事件在给定的 ５ 次随机

试验中就没有出现）。 因此，为了如实地从数学形

式上反映出随机试验数学期望的不确定性，我们需

要探讨新的数学期望概念。 由于我们已经知道随

机试验中的随机事件总是成对存在，应当用联系数

表示随机试验中给定事件与其伴随事件的联系概

率，可以从联系概率定义出发来研究一种新的数学

期望，下面分别从离散和连续两个角度来给出这种

新的数学期望。

定义 ３　 设成对离散随机变量 Ｘ，Ｘ
－
的分布列为

ｐ（Ｘ ｔ，Ｘ
－

ｔ） ＝ Ｐ（Ｘ ＝ Ｘ ｔ，Ｘ
－

ｔ），ｔ ＝ １，２，…，ｎ，…
如果

∑
¥

ｔ ＝ １
Ｘ ｔ Ｐ（Ｘ ｔ） ＜ ¥

∑
¥

ｔ ＝ １
Ｘ
－

ｔ Ｐ（Ｘ ｔ） ＜ ¥

则

Ｅ（Ｘ，Ｘ
－
） ＝ ∑

¥

ｔ ＝ １
（Ｘ ｔ，Ｘ

－
ｔ）Ｐ（Ｘ ｔ，Ｘ

－
ｔ） （１２）

根据文献［１－３］知， Ｐ（Ｘ ｔ，Ｘ
－

ｔ） ＝ Ｐ（Ｘ ｔ） ＋ Ｐ（Ｘ
－

ｔ） ｉ
据此由式（１２）得

Ｅ（Ｘ，Ｘ
－
） ＝ ∑

¥

ｔ ＝ １
（Ｘ ｔ，Ｘ

－
ｔ）（Ｐ（Ｘ ｔ） ＋ Ｐ（Ｘ

－
ｔ） ｉ）

（１３）

称（１３）式为成对离散随机变量 Ｘ、Ｘ
－

的联系数学期

望，或称为离散随机变量对 Ｘ、Ｘ
－

对于给定分布的联

系数学期望，简称成对离散随机变量联系数学期

望，若其中的级数 ∑
¥

ｔ ＝ １
Ｘ ｔ Ｐ（Ｘ ｔ） 或∑

¥

ｔ ＝ １
Ｘ
－

ｔ Ｐ（Ｘ ｔ）

不收敛，则称成对离散随机变量对 Ｘ、Ｘ
－

的联系数学

期望不存在。
根据联系概率的定义，式（１３）是以 Ｘ 为主事

件 ，Ｘ
－

为 Ｘ 的伴随事件的联系数学期望，因此为了

简明起见，把式（１３）改写为

Ｅｃ（Ｘ） ＝ ∑
¥

ｔ ＝ １
（Ｘ ｔ） ｃ［Ｐｃ（Ｘ ｔ）］ （１４）

式中： Ｅｃ（Ｘ） 表示以 Ｘ为主事件，Ｘ
－
为 Ｘ的伴随事件

的联系数学期望；（Ｘ ｔ） ｃ 表示以 Ｘ ｔ 为主事件和Ｘ
－

ｔ 为

伴随事件的成对离散随机事件；Ｐｃ（Ｘ ｔ） 表示以 Ｘ ｔ 为

主事件和Ｘ
－

ｔ 为伴随事件的联系概率，式中下标 ｃ 是

联系（ｃｏｎｔａｃｔ）的意思。 也就是说，式（１４）是同时计

算 Ｘ 和 Ｘ
－

数学期望的公式。 实际计算时，既可以利

用式（１４） 同时计算 Ｘ和 Ｘ
－
的数学期望，也可以分别

计算Ｘ的数学期望Ｅ（Ｘ） 与 Ｘ
－
的数学期望Ｅ（Ｘ

－
），再

把结果写成联系数学期望 Ｅ（Ｘ，Ｘ
－
） 或 Ｅｃ（Ｘ） 的形

式。 要注意， 这里仅仅是把伴随事件数学期望

Ｅ（Ｘ
－
） 乘上表示随机转换器的 ｉ，也就是：

Ｅ（Ｘ，Ｘ
－
） ＝ Ｅ（Ｘ） ＋ Ｅ（Ｘ

－
） ｉ （１５）

或

Ｅｃ（Ｘ） ＝ Ｅ（Ｘ） ＋ Ｅ（Ｘ
－
） ｉ （１６）

　 　 同理，当式（１１）成立时，对于连续随机变量 Ｘ ，
也同样有式（１６）成立。 为节约篇幅，叙述从略。

此外要说明的是，式（１６）所示的数学期望的完

整意义是基于赵森烽－克勤概率的数学期望，但也

可以称为基于集对分析的联系数学期望，在不至于

引起混淆时也简称联系数学期望或称数学期望。
３．３　 基于赵森烽－克勤概率的数学期望性质

由式（１５）、（１６）可以看出，定义 ３ 给出的联系

数学期望由随机变量 Ｘ、Ｘ
－

各自的数学期望构成，要
讨论由式（１５）、（１６）给定的数学期望性质，必须先

明确随机变量 Ｘ、Ｘ
－

各自的数学期望性质，这些性质

有（为节约篇幅，证明从略，可参见文献［７］）：
性质 １　 若 Ｃ 是常数，则

Ｅ（Ｃ） ＝ Ｃ （１７）
　 　 性质 ２　 对任意常数 Ｋ，有

Ｅ（ｋＸ） ＝ ｋＥ（Ｘ） （１８）
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　 　 性质 ３　 对任意的两个函数 ｇ１（ｘ）、ｇ２（ｘ），有
Ｅ［ｇ１（ｘ） ± ｇ２（ｘ）］ ＝ Ｅ［ｇ１（ｘ）］ ± Ｅ［ｇ２（ｘ）］

（１９）
据此联系数学期望的性质如下：

性质 ４ 　 若 ｃ，ｄ 是常数 （ｃ ≠ ｄ，Ｅ（ｃ） ＝ ｃ，
Ｅ（ｄ） ＝ｄ）， 则有

Ｅ（ｃ，ｄ） ＝ ｃ ＋ ｄｉ （２０）
　 　 证明　 先把常数 ｃ 看作始终取一个值的随机

变量 Ｘ ，则有 Ｐ（Ｘ ＝ ｃ） ＝ １，从而其数学期望 Ｅ（ｃ） ＝
Ｅ（Ｘ） ＝ｃ × １ ＝ ｃ ；同理，把常数 ｄ 看作始终取一个值

的随机变量 Ｘ
－
，则有 Ｐ（Ｘ

－ ＝ ｄ） ＝ １，从而其数学期望

Ｅ（ｄ） ＝ Ｅ（Ｘ
－
） ＝ ｄ × １ ＝ ｄ；再根据随机变量 Ｘ和随机

变量 Ｘ
－
的联系数学期望定义知这 ２ 个随机变量的联

系数期望表达式如式（１５）所示，由此得

Ｅ（Ｘ，Ｘ
－
） ＝ Ｅ（Ｘ） ＋ Ｅ（Ｘ

－
） ｉ ＝

Ｅ（ｃ，ｄ） ＝ Ｅ（ｃ） ＋ Ｅ（ｄ） ｉ ＝ ｃ ＋ ｄｉ （２１）
　 　 但要注意的是，由于式（２１）把 Ｘ 的数学期望作

为主事件对待，因此可以改写成

Ｅｃ（Ｘ） ＝ ｃ ＋ ｄｉ （２２）
由于随机变量 Ｘ 在随机试验中取常数 ｃ ，与此同时

的事实是不出现性质 ２。

４　 数学期望值定理

基于以上讨论，得到以下的数学期望值定理。

定理　 设 Ｘ 与 Ｘ
－

是一对互不相容的随机事件，

Ｘ的数学期望为 Ｅ（Ｘ），Ｘ
－
的数学期望为 Ｅ（Ｘ

－
），则 Ｘ

与 Ｘ
－

基于赵森烽－克勤概率的联系数学期望为

Ｅ（Ｘ，Ｘ
－
） ＝ Ｅ（Ｘ） ＋ Ｅ（Ｘ

－
） ｉ （２３）

　 　 在把 Ｘ 作为主事件时，式（２３）改写为

Ｅｃ（Ｘ） ＝ Ｅ（Ｘ） ＋ Ｅ（Ｘ
－
） ｉ （２４）

在把 Ｘ
－

作为主事件时，式（２３）改写为

Ｅｃ（Ｘ
－
） ＝ Ｅ（Ｘ

－
） ＋ Ｅ（Ｘ） ｉ （２５）

因为在式（２３） ～ （２５）中都含有随机转换器 ｉ ，其值

要根据不同情况才能确定，所以式（２３） ～ （２５）的值

存在不确定性。 因此，由式（２３） ～ （２５）所示的联系

数学期望值依然具有随机性，本定理也因此称为基

于赵森烽－克勤概率的联系数学期望不确定定理，
简称期望值定理。

证明　 根据定义 ３ 中给出的基于赵森烽－克勤

概率的联系数学期望式（１３）、（１６）可知，式（１３）和
式（１６）中的 ｉ 是一个随机转换器，具有不确定性，因
此式（１３）和式（１６）具有不确定性。

数学期望值定理从集对分析的角度说明了在

随机试验中，不仅随机事件成对存在，而且随机事

件的确定性与不确定性也成对存在，与之相应的刻

画随机事件出现可能性的数学期望的确定性与不

确定性也成对存在。 因此，在有关数学期望的众多

理论研究和实际问题的应用中，对于数学期望的不

确定性，依然需要遵循集对分析理论多年来所倡导

的“客观承认、系统描述、定量刻画、具体分析”１６ 字

处置方针，看上去这是一种无奈之举，但由于各种

各样的随机事件说到底都是确定性与不确定性的

对立统一，故唯如此，才能保证理论研究结果与实

际情况的吻合［１３－２０］。

５　 应用

例 １　 计算合理分配赌本问题中甲能赢得的赌

本数。
问题的描述见第 １ 节。 由 １．３ 节介绍的惠更斯

解法和式（２）知，甲的期望为

Ｅ（Ｘ） ＝ ａｐ ＋ ｂ（１ － ｐ） ＝ ｕａ ＋ ｖｂ
ｕ ＋ ｖ

（２６）

与此同时，乙的期望为

Ｅ（Ｘ
－
） ＝ ｂｐ ＋ ａ（１ － ｐ） ＝ ｕｂ ＋ ｖａ

ｕ ＋ ｖ
（２７）

根据式（１５）得

Ｅ（Ｘ，Ｘ
－
） ＝ ［ａｐ ＋ ｂ（１ － ｐ）］ ＋ ［ｂｐ ＋ ａ（１ － ｐ）］ ｉ

（２８）
　 　 如果把甲的数学期望作为“主事件”，则可以参

照式（１６）把式（２８）改写成

Ｅｃ（Ｘ） ＝ ［ａｐ ＋ ｂ（１ － ｐ）］ ＋ ［ｂｐ ＋ ａ（１ － ｐ）］ ｉ

（２９）
　 　 显然，式（２９）用联系数的形式把甲的数学期望

与乙的数学期望联系在同一个数学式中，规范地

说，式（２９）是甲的联系数学期望，也简约地称为甲

的数学期望。
根据题意把 ｕ ＝ ３，ｖ ＝ １，ａ ＝ １００，ｂ ＝ ０ 代入式

（２９） 和式（２６） 得

Ｅ（Ｘ，Ｘ
－
） ＝ ７５ ＋ ２５ｉ （３０）

Ｅｃ（Ｘ） ＝ ７５ ＋ ２５ｉ （３１）

·３１６·第 ５ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 赵克勤，等：赵森烽－克勤概率的赌本分配研究与期望值定理



由于式（３０）与式（３１）相等，以下仅对式（３１）计算

分析。
当 ｉ ＝ － １ 时，得 Ｅｃ（Ｘ） ＝ ７５ ＋ ２５ｉ ＝ ５０ （３２）
当 ｉ ＝ １ 时，得 Ｅｃ（Ｘ） ＝ ７５ ＋ ２５ｉ ＝ １００ （３３）

前面的 ２．２ 中已通过计算与分析证实甲可以期望实

现的赢得赌本数为 ５０ 法郎或 １００ 法郎，不可能期望

实现的赢得赌本数为 ７５ 法郎，为此令

Ｅｃ（Ｘ） ＝ ７５ ＋ ２５ｉ ＝ ７５ （３４）
解式（２５）得 ｉ ＝ ０。 也就是说，式（２９）中的 ｉ 取 ０ 没

有实际意义，但所对应的联系数学期望值 ７５ 法郎恰

恰是经典概率意义下的数学期望值。
例 ２　 机器人月租金期望。
某机器人服务公司向用户提供机器人清扫服

务，有 ３ 种可能去家庭服务，月租费 ３ ０００ 元；有 ２
种可能去为企业服务，月租费 ５ ０００ 元；按（１）式，该
机器人月租金期望为 ３ ８００ 元，但一般情况下，该机

器人租给某个家庭后就不能再租给一个企业，因此

３ ８００ 元这个月租费是一个理论值，而不是实际值，
除非这个机器人在一个月中恰好有 １８ 天租给家庭，

有 １２ 天租给企业，３ ０００×１８
３０

＋５ ０００×１２
３０

＝ ３ ８００，但

也可能是其他天数的组合，具体是何种组合具有不

确定性，如何描述这种不确定性？
利用式（９）得
Ｅ（Ｘ） ＝ ３ ０００ × （０．６ ＋ ０．４ｉ） ＋ ５ ０００ ×

（０．４ ＋ ０．６ｉ） ＝ ３ ８００ ＋ ４ ２００ｉ （３５）
于是问题转化成如何确定其中的 ｉ 值。

显然 ｍａｘ Ｅ（Ｘ）＝ ５ ０００，ｍｉｎ Ｅ（Ｘ）＝ ３ ０００。 于

是，３ ８００＋４ ２００ｉ ＝ ５ ０００，解得 ｉ ＝ ０．２８５ ７；３ ８００＋
４ ２００ｉ＝ ３ ０００， 解得 ｉ ＝ － ０． １９０ ５。 由此得 ｉ ∈
［－０．１９０ ５，０．２８５ ７］，取 ｉ 的平均值为０．２３８ １，代入

式（３５）得 ４ ８００ 元。 这说明，该机器人服务公司通

过适当调度出租该机器人，可以期望得到月租金

４ ８００元。 与之相应的出租天数 ｘ（为企业服务天

数）与 ｙ（为家庭服务天数）只需解以下方程

ｘ ＋ ｙ ＝ ３０
５ ０００
３０

ｘ ＋ ３ ０００
３０

ｙ ＝ ４ ８００

ì

î

í

ïï

ïï

（３６）

解得，ｙ＝ １ 天，ｘ＝ ２９ 天。

６　 结束语

本文从讨论概率论发展史上如何合理分赌本

问题入手，研究了数学期望的不确定性及其联系数

表达。 虽然在概率论中早就指出数学期望是一种

关于随机变量的均值，但本文是首次给出数学期望

不确定定理和这一定理的实际意义。 由于经典概

率意义下的数学期望值在随机试验中可能出现也

可能不出现，而一些实际问题极需要针对可能出现

的极大极小数学期望值作出决策，基于这一事实，
我们提倡在有关随机决策之类问题的研究中大胆

地应用本文给出的基于赵森烽－克勤概率的联系数

学期望，因为联系数学期望不仅包含了经典的数学

期望值，还包含了可能出现的其他期望值，特别是，
对各种可能出现的其他期望值的分析过程中，还在

有意无意地引导人们去关注和分析导致不同期望

值出现的那些不确定性因素，这对于提高随机决策

的科学性与针对性至关重要。 至于有关联系数学

期望的运算规则、联系数学期望与随机变量方差的

关系、联系数学期望与大数定律关系，等等问题，我
们将在后续文章中讨论。
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