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基于特征选择聚类方法的稀疏 ＴＳＫ 模糊系统

张佳骕，蒋亦樟，王士同
（江南大学 数字媒体学院，江苏 无锡 ２１４１２２）

摘　 要：为避免模糊系统建模和估计领域的＂维数灾难＂ ，将 ＴＳＫ（Ｔａｋａｇｉ⁃Ｓｕｇｅｎｏ⁃Ｋａｎｇ）模糊系统建模转换为一个分块

稀疏表示问题，提出 ＦＣＡ 稀疏 ＴＳＫ 模糊系统（ＦＣＡ－ｓｐａｒｓｅ ＴＳＫ）。 首先运用模糊聚类算法（ＦＣＡ）对样本特征进行化

简，并产生模糊系统字典；再利用存在于 ＴＳＫ 模糊系统中的分块结构信息，选取重要的模糊规则并对所选模糊规则

的后件参数进行估计。 该系统同时对模糊规则及模糊规则数进行化简，在合成数据集和真实数据集上都表现出较

好的性能。
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　 　 在各种不同的模糊推理系统之中，Ｔａｋａｇｉ⁃Ｓｕｇｅ⁃
ｎｏ⁃Ｋａｎｇ（ＴＳＫ）模糊系统提供了一个合理的框架，将
一个非线性系统分解成若干局部线性模型。 因为传

统的数学模型无法描述复杂非线性系统的行为，所
以 Ｔ⁃Ｓ 模糊系统的潜在应用范围很广。 近年来，在
进行复杂非线性系统的控制器设计过程中，将 ＴＳＫ

模糊控制方法和各种控制策略（随机控制、滑模变

结构控制等）相结合，成为目前控制线性系统控制

领域的一个研究热点。 但是，基于数据驱动的 ＴＳＫ
模糊系统建模并不简单，并且可能会产生一个非线

性规划问题。 在模糊系统模型中，模糊规则包括前

件隶属度函数以及相应的后件参数，寻找到最优的

模糊规则是模糊系统建模过程中较为重要的工作。
一些数值优化算法，例如通过梯度下降优化技

术［２⁃３］的模糊神经网络技术、均衡模型复杂度和精

确度的遗传算法［４］、Ｌｅｖｅｎｂｅｒｇ⁃Ｍａｒｑｕａｒｄｔ 算法［５］ 等，



已经被广泛应用于模糊系统建模领域。 基于数据驱

动的 ＴＳＫ 模糊系统建模过程中有 ２ 个步骤非常关

键：一是确定模糊规则前件，在这一步中将输入空间

划分成一定数量的模糊域；二是估计模糊规则后件

参数向量，在这一歩中在每一个用于建立模糊系统

的模糊域中对系统的行为进行描述。 我们常常利用

聚类技术划分输入空间并且确定模糊规则前件的隶

属度函数，例如 Ｋ 均值算法［６］、模糊 ｃ均值算法及其

扩展［７］、减法聚类算法［８］、Ｇａｔｈ⁃Ｇｅｖａ 聚类算法［９］、
Ｇｕｓｔａｆｓｏｎ⁃Ｋｅｓｓｅｌ 聚类算法［１０］、向量量化 （ ＶＱ） 算

法［１１］等。
在模糊规则前件确定之后，对后件参数的估计

可以看作是在输入输出数据的积空间的一个线性回

归问题。 传统的回归算法将所有的后件参数视为回

归系数并且将它们单独处理。 但一方面，这些方法

忽视了存在于 ＴＳＫ 模糊模型中的分块结构信息；另
一方面，冗余的模糊规则不可避免地导致模糊模型

的复杂度变高以及过拟合的问题。
为了解决当前 ＴＳＫ 模糊系统建模问题中的模

糊规则复杂及规则冗余的问题。 Ｌｕｏ Ｍ 等提出了

Ｈ⁃ｓｐａｒｓｅＦＩＳ 算法［１２］，这是一种层次结构稀疏表示方

法，能有效地降低模糊规则的冗余度。 本文对 ＴＳＫ
模糊系统的建模过程做了进一步的优化：在前件学

习时采用一种具备特征选择功能的聚类方法 ＦＣＡ
算法来获取更为精简有效的特征组合，从而降低模

糊规则的复杂度；在估计模糊规则后件参数过程中，
利用存在于 ＴＳＫ 模糊模型中的分块结构信息，将分

块结构稀疏表示引入 ＴＳＫ 模糊系统建模的框架中，
利用块匹配追踪算法［１２］ 选择出较为重要的模糊规

则，同时减少了非零后件参数的数目，进一步减少模

糊规则的条数，有效地降低了规则的冗余度。

１　 ＴＳＫ 模糊系统概况

在这一部分，首先对 ＴＳＫ 模糊系统的一些基本

概念进行回顾，然后对模糊系统字典和模糊系统子

字典的概念进行介绍。 这些子字典构成了一个有意

义的分块结构 ＴＳＫ 模糊系统字典。
ＴＳＫ 模糊系统是由前件和后件形式为 “ ＩＦ⁃

ＴＨＥＮ”的模糊规则组成的，模糊规则的后件被定义

为一个仿射函数。 对于一个 ｎ 维输入变量 ｘｉ ＝
（ｘｉ１，ｘｉ２，…，ｘｉｎ） Ｔ∈Ｒｎ，第 ｊ 条规则可以表示成下面

这种形式：
Ｒ ｊ：Ｉｆ ｘｉ１ ｉｓ Ａ ｊ１ ａｎｄ ｘｉ２ ｉｓ Ａ ｊ２… ａｎｄ ｘｉｎ ｉｓ Ａ ｊｎ， ｔｈｅｎ

ｙｉ ＝ ｗ ｊ０ ＋ ｗ ｊ１ｘｉ１ ＋ ｗ ｊ２ｘｉ２ ＋ … ＋ ｗ ｊｎｘｉｎ

式中 ｊ ＝ １，２，…，ｒ 。 在文中使用钟形隶属度函数对

模糊语言命题 Ａ ｊｋ（ｘｉｋ） 进行描述：

μＡｊｋ（ｘｉｋ） ＝ ｅｘｐ －
ｘｉｋ － ｃｊｋ
σ ｊｋ

æ

è
ç

ö

ø
÷

２
é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú （１）

式中： ｋ ＝ １，２，…，ｎ ， ｃｊｋ 和 σ ｊｋ 分别表示相应的钟形

隶属函数的均值和方差。 ＴＳＫ 模糊系统的输出函数

可以表示为

ｙ
＾
ｉ ＝ ∑

ｒ

ｊ ＝ １
φｊ（ｘｉ） ｌ ｊ（ｘｉ） （２）

式中 φ ｊ （ｘｉ）表示输入变量 ｘｉ 对于第 ｊ 条规则的触

发强度：

φｊ（ｘｉ） ＝
μ ｊ（ｘｉ）

∑
ｒ

ｔ ＝ １
μｔ（ｘｉ）

μ ｊ（ｘｉ） ＝ ∏
ｎ

ｋ ＝ １
μＡｊｋ（ｘｉｋ）

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（３）

而 ｌ ｊ （ｘｉ）＝ ｗ ｊ０ ＋ｗ ｊ１ ｘｉ１ ＋ｗ ｊ２ ｘｉ２ ＋…＋ｗ ｊｎ ｘｉｎ ＝ ［１，ｘＴ
ｉ ］ Ｔｗ ｊ

是输入变量 ｘｉ 对于第 ｊ 条规则的输出结果，其中 ｗｊ ＝
［ｗ ｊ０，ｗ ｊ１，ｗ ｊ２，…，ｗ ｊｎ］ Ｔ 表示第 ｊ 条规则后件的参数。

接下来介绍一下 ＴＳＫ 模糊系统建模在数据驱

动方面的一些概念。 先来看一下输入输出数据集

Ｄ ＝ ｛（ｘＴ
ｉ ，ｙｉ）Ｔ：ｘｉ ＝ ［ｘｉ１，ｘｉ２，…，ｘｉｎ］Ｔ，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ｝

式中 ｘｉ 和 ｙｉ 分别表示第 ｉ 个 ｎ 维输入和输出变量。
为了简洁，用 Ｍｒ

Ｄ 表示有 ｒ 条规则的 ＴＳＫ 模糊系统，
且这个系统是从数据集 Ｄ 进行学习的。 将 ＴＳＫ 模

糊系统 Ｍｒ
Ｄ 的输出表示成 ｙ

＾ ＝［ｙ
＾
１，ｙ

＾
２，…，ｙ

＾
Ｎ］ Ｔ：

ｙ
＾ ＝ ∑

ｒ

ｊ ＝ １
Φｊｗ ｊ ＝ Φｗ （４）

式中：Φ∈ＲＮ×ｒ（ｎ＋１） 是由 ｒ 个块结构 Φｊ ∈ＲＮ×（ｎ＋１） 构

成，也就是说，Φ＝［Φ１，Φ２，…，Φｒ］。
Φｊ ＝ ｄｉａｇ（φｊ（ｘ１），φｊ（ｘ２），…，φｊ（ｘＮ））Ｘｅ （５）

式中： ｊ ＝ １，２，…，ｒ ，Ｘｅ ＝ ［１，ＸＴ］，其中 Ｘ ＝ ［ｘ１，ｘ２，
…，ｘＮ］。 相应的，ｗ＝ ［ｗＴ

１，ｗＴ
２，…，ｗＴ

ｒ ］∈Ｒｒ（ｎ＋１）。 根

据定义，Φ∈ＲＮ×ｒ（ｎ＋１）叫做 ＴＳＫ 模糊系统 Ｍｒ
Ｄ 的字典，

成分Φｊ∈ＲＮ×（ｎ＋１）是对应于第 ｊ条规则的子字典。 很

明显，这个 ＴＳＫ 模糊系统字典是一个分块结构。 在

这个意义上讲，模糊模型输出 ｙ
＾
可以用模糊规则子

字典的一个线性组合表示。

２　 ＦＣＡ 稀疏 ＴＳＫ 模糊系统

在模糊规则前件提取中，使用 ＦＣＡ 聚类算法对

样本输入空间进行划分并确定模糊规则前件的隶属

度函数。 在这个过程中，ＦＣＡ 算法能够对噪声特征

和不重要的特征进行约减。 之后，对模糊系统字典

的分块结构信息进行阐述，并将 ＴＳＫ 模糊系统建模

过程转化为一个分块结构稀疏恢复问题。 在模糊规
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则选取的过程之中，我们使用块正交匹配追踪算法，
这样，就能减少模糊系统的规则数目。
２．１　 模糊规则前件提取

在很多特定的情况下，专家可以根据先验知识

提供一些模糊规则。 但在大多数情况下，对于划分

输入空间和确定模糊规则前件的隶属度函数，通常

使用统计学方法或聚类技术。 本文使用 ＦＣＡ 算法

从数据集 Ｄ 提取模糊规则前件。
通过 ＦＣＡ 算法［１３］，每个类均与一条模糊规则

相联系。 通过类在每个变量上的投影产生模糊规则

前件的钟形隶属度函数 Ａ ｊｋ ，也就是说，在每一维上

的类中心和方差被视为钟形隶属度函数 Ａ ｊｋ 的均值

ｃｊｋ 和方差 σ ｊｋ ，这里， ｊ ＝ １，２，…，ｒ ， ｋ ＝ １，２，…，ｎ 。
一旦模糊规则前件确定下来，模糊字典 Φ 以及

所包含的模糊规则子字典 Φｊ（ ｊ ＝ １，２，…，ｒ）也可以

通过式（５）获得。 一般来说，通过对模糊规则回归

模型的后件参数估计的方法来对 ＴＳＫ 模糊系统进

行建立。 基于 ＦＣＡ 算法的 ＴＳＫ 模糊系统的建模流

程图如图 １ 所示。

图 １　 基于 ＦＣＡ 聚类算法的 ＴＳＫ 模糊系统模型流程图

Ｆｉｇ．１　 Ｆｌｏｗｃｈａｒｔ ｏｆ ＴＳＫ ｆｕｚｚｙ ｓｙｓｔｅｍ ｍｏｄｅｌｉｎｇ ｏｎ ｔｈｅ
ｂａｓｉｓ ｏｆ ＦＣＡ ｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ

ＦＣＡ 算法是一种加权模糊聚类算法，该算法在

实现对数据进行聚类的同时，可以按样本特征对聚

类的贡献进行排序。 因此，本文先使用 ＦＣＡ 算法实

现模糊划分并挑选出对聚类贡献较大的若干特征生

成模糊规则前件，从而化简了模糊规则的复杂度。
依据上文，样本集的输入部分可以表示为 Ｘ ＝

［ｘ１，ｘ２，…，ｘＮ］，∀ｘｉ ＝［ｘｉ１，ｘｉ２，…，ｘｉｎ］ Ｔ∈Ｒｎ，Ｃ 为聚

类 数 目， 集 合 Ｖ ＝ ［ ｖ１， ｖ２， …， ｖＣ ］， ∀ｖｉ ＝
［ｖｉ１，ｖｉ２，…，ｖｉｎ］ Ｔ∈Ｒｎ 表示聚类中心，μｉｊ表示样本 ｘｉ

隶属于第 ｊ 类的隶属度，Ｗ ＝ ［ｗ１，ｗ２，…，ｗｎ］是样本

特征的权重，此处 ｗｋ ＞ ０ 且 α为其参数，β ＝［β１，β２，
…，βＮ］是样本的权重，此处 βｉ＞０ 且 γ 为其参数，建
立目标函数如下：

Ｊ（Ｕ，Ｖ，Ｗ，β） ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
∑

Ｃ

ｊ ＝ １

μｍ
ｉｊ

βγ
ｉ
∑

ｎ

ｋ ＝ １
ｗα

ｋｄ（ｘｉｋ，ｖｊｋ）( )

（６）

式中： ｄ（ｘｉｋ，ｖｊｋ） ＝ （ｘｉｋ － ｖｊｋ）２，∑
ｎ

ｋ ＝ １
ｗｋ ＝ １，∑

Ｎ

ｉ ＝ １
β ｉ ＝

１ ，∑
Ｃ

ｊ ＝ １
μ ｉｊ ＝ １， ｍ ＞ １。

在 ＦＣＡ 算法中，Ｕ、Ｖ、Ｗ 和 β 在 γ 和 α 满足一

定条件的时候能够使得 Ｊ （Ｕ，Ｖ，Ｗ，β）达到局部最

优，下面分别给出 Ｕ、Ｖ、Ｗ 和 β 的迭代更新表达式：

ｗｋ ＝
１

∑
ｎ

ｐ ＝ １

Ｄ
１

α－１
ｋ

Ｄ
１

α－１
ｐ

（７）

式中 Ｄｋ ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
∑

Ｃ

ｊ ＝ １

μｍ
ｉｊ

βγ
ｉ

ｄ（ｘｉｋ，ｖｊｋ） 。

βｉ ＝
Ｆ

１
γ＋１
ｉ

∑
Ｎ

ｓ ＝ １
Ｆ

１
γ＋１
ｓ

（８）

式中 Ｆ ｉ ＝ ∑
Ｃ

ｊ ＝ １
μｍ

ｉｊ ∑
ｄ

ｋ ＝ １
ｗα

ｋ ｄ（ｘｉｋ，ｖｊｋ）( ) 。

μｉｊ ＝
１

∑
Ｃ

ｑ ＝ １

ｆ
１

ｍ－１
ｉｊ

ｆ
１

ｍ－１
ｉｑ

（９）

式中 ｆｉｊ ＝ ∑
ｄ

ｋ ＝ １
ｗα

ｋ ｄ（ｘｉｋ，ｖｊｋ） 。

ｖｊｋ ＝
∑
Ｎ

ｉ ＝ １

μｍ
ｉｊ

βγ
ｉ

ｘｉｋ

∑
Ｎ

ｉ ＝ １

μｍ
ｉｊ

βγ
ｉ

（１０）

　 　 根据上述更新规则，在有限次迭代后， Ｊ （Ｕ，Ｖ，
Ｗ，β）将会收敛到局部极小值或鞍点。 具体 ＦＣＡ 算

法（算法 １）如下。
１）输入：输入输出数据集的输入部分 Ｘ ＝ ［ｘ１，

ｘ２，…，ｘＮ］，聚类数 ｒ，初始聚类中心 Ｖ０ 以及误差控

制量 ε ＞ ０（其中 Ｖ０ 可不设定）。
２）初始化：根据数据集信息随机初始化 Ｕ０，随

机产生满足条件的 Ｗ０、β０，若未输入初始聚类中心，
则通过公式（１０）计算初始聚类中心。

３）步骤：
ＦＯＲ ｎ ＝ １，２，…
　 　 使用式（７）迭代产生 Ｗｎ＋１

　 　 使用式（８）迭代产生 βｎ＋１

　 　 使用式（９）迭代产生 Ｕｎ＋１

　 　 使用式（１０）迭代产生 Ｖｎ＋１

ＩＦ
Ｊ（Ｕｎ＋１，Ｖｎ＋１，Ｗｎ＋１，βｎ＋１） － Ｊ（Ｕｎ，Ｖｎ，Ｗｎ，βｎ） ＜ ε

　 　 ｂｒｅａｋ
ＥＬＳＥ ｎ ＝ ｎ ＋ １
４）输出：Ｕｎ＋１、Ｖｎ＋１、Ｗｎ＋１和 βｎ＋１。
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２．２　 模糊规则选取的分块结构稀疏表示

通常，使用 ＬＳ 算法对模糊规则后件参数向量

ｗｉ 估计的方式有 ２ 种，一种是通过求解 ＬＳ 问题的

ｗ＝［ｗ１，ｗ２，…，ｗｒ］全局学习，另外一种是通过求解

ｒ 个独立的加权 ＬＳ 问题 ｗｉ（ ｉ ＝ １，２，…，ｒ）的局部学

习。 然而，全局学习在估计过程中将后件参数独立

对待，忽略了存在于模糊系统字典 Φ 中的分块结

构。 局部学习是对每一条模糊规则分别估计后件参

数，其实质是一种结构化学习；然而所有的结果参数

ｗｉ（ ｉ＝ １，２，…，ｒ）都未经选择就进行估计了，这就导

致了所有的模糊规则都参与了模糊系统的建模。 事

实上，一些模糊规则是不必要的，删去它们并没有很

显著的影响一个模型的效果。 更为严重的是，过多

的模糊规则难免会导致过拟合问题，并使得泛化效

果变差。
为了克服上述问题，利用分块结构的优势，并利

用一个 ＬＳ 算法对分块结构稀疏表示的 ＴＳＫ 模糊系

统进行建模，作为对传统稀疏表示的继承，分块结构

稀疏表示首次在组 ＬＡＳＳＯ［１４］ 中进行介绍和研究。
它介绍了一种回归模型，在这种回归模型中，很多贡

献小的分块的回归系数能够在保证模型精度较高的

条件下削减接近于零。

图 ２　 分块结构稀疏表示

Ｆｉｇ．２　 Ｂｌｏｃｋ⁃ｓｔｒｕｃｔｕｒｅｄ ｓｐａｒｓｅ ｒｅｐｒｅｓｅｎｔａｔｉｏｎ

在 ＴＳＫ 模糊系统的建模过程中，模糊规则的数

目越多，模型的精度一般更高；但是，太多的模糊规

则也会不可避免地将模糊系统变得复杂，甚至会导

致过拟合问题。 所以，模糊规则的选取变成了一个

很关键的问题，要选取一个合理的参数化问题既要

能控制规则数目也能够控制训练误差。 利用 ＴＳＫ
模糊模型的块结构的优势，找到了一种 ＴＳＫ 模糊规

则选择的块结构回归方法。 在系统建模过程中，这
种方法将许多贡献小的块的后件参数 ｗｉ（ ｉ ＝ １，２，
…，ｒ）缩减至零。 它们可以表示成如下优化问题

ｍｉｎｉｍｉｚｅ ‖ｗ‖２，０

ｓｕｂｊｅｃｔ ｔｏ １
２

‖ｙ － ∑
ｒ

ｉ ＝ １
Φｉｗｉ‖

２

２
≤ ε （１１）

式中：‖ｗ‖２，０ ＝‖（‖ｗ１‖２，‖ｗ２‖２，…，‖ｗｒ‖２）‖０

实际上反映的是模糊规则的数目，并且 ε 表示模型

精度的上限。 优化问题（１１）的目的是使得结果参

数向量 ｗ 尽可能的块稀疏并均衡模型的精度和复

杂度。 通过图 ２ 来说明这种块结构稀疏回归。
２．３　 块正交匹配追踪算法应用于 ＴＳＫ模糊系统建模

在过去的研究中，优化问题（１１）已被证明是

ＮＰ 难问题；然而，通常有 ２ 种方法求近似解：１）松

弛方法，例如 ‖·‖２，１ 范数凸优化近似求解的一般

方法；２）分块（分组）贪婪选择算法，例如块正交匹

配追踪算法 （ ｂｌｏｃｋ ＯＭＰ 算法）、块匹配追踪算法

（ＯＭＰ 算法）等。 在本文中，使用块正交匹配追踪算

法去解决优化问题（１１），因为该算法在计算代价方

面有优势。
作为 ＯＭＰ 算法的一个继承，在稀疏回归时，分

块 ＯＭＰ 算法进行的是块变量的选择而不是对单个

变量的选择。 它以一种非常直观的方式运作。 在每

一步迭代中，根据减少的残差选择最优块。 一旦块

被选定，在已经选定的块上执行 ＬＳ 最小化获得对

相应系数的估计。 每次迭代结束，算法检查停止条

件是否已经达到。 这个停止条件通常是残差的最小

范围或者是迭代的最大次数。 在 ＴＳＫ 模糊系统建

模的框架中，因为块变量 ｗｉ 是与第 ｉ 条模糊规则的

后件参数向量相联系的，故对块变量的选择，实际上

就是对模糊规则的选择。
使用分块 ＯＭＰ 算法（算法 ２）对模糊规则进行

选取的过程如下。
１）输入：依据数据集 Ｄ 生成的 ＴＳＫ 模糊系统字

典 Φ＝［Φ１，Φ２，…，Φｒ］。
２）初始化：初始化标签集 Ｉ（０） ＝ ∅ ，后件参数向

量 ｗ（０）＝ ０，残差 ｒ（０）＝ ｙ。
３）步骤：
　 　 ＦＯＲ　 Ｋ ＝ １，２，…
　 令 ｊ（ｋ） ＝ ａｒｇ ｍａｘ

ｊ
（ｒ（ｋ－１）） ＴΦｊ（ΦＴ

ｊ Φｊ）
－１ΦＴ

ｊ ｒ（ｋ
－１）

　 　 ＩＦ 终止条件为真，ｂｒｅａｋ
　 设定 Ｉ（ｋ） ＝ Ｉ（ｋ） ∪ ｊ（ｋ）

通过 ｗ（ｋ）
Ｉ（ｋ） ＝ ａｒｇ ｍｉｎ

ｗＩ（ｋ）
‖ΦＩ（ｋ）ｗＩ（ｋ） －ｙ‖２ 计算当前

的后件参数向量 ｗ（ｋ）并且设置 ｗ（ｋ）
（ Ｉ（ｋ）） ｃ ＝ ０

更新当前残差 ｒ（ｋ）＝ ｙ－Φｗ（ｋ）

４）输出： Ｉ（ｋ） 中选定的模糊规则子字典，以及模

糊规则后件参数向量 ｗｋ。
在第 ｋ 次迭代， Ｉ（ｋ） ⊂ ｛１，２，…，ｒ｝ 表示已选模

糊子字典的标签集；ｗ（ｋ）∈Ｒｒ（ｎ＋１）表示模糊规则后件

参数向量；ｒ（ｋ） ＝ ｙ－Φｗ（ｋ） 表示相应的残差。 初始化

后件参数向量为 ｗ（０）＝ ０，残差为 ｒ（０） ＝ ｙ。 ΦＩ（ｋ）表示
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对 Φ进行限制的变量集是｛Φｉ：ｉ∈Ｉ（ｋ）｝。
在第 ｋ 次迭代中选取的最好的规则要使残差减

少得越多越好，事实上，在第 ｋ 次迭代中第 ｊ 条模糊

规则子字典产生的误差为

ε（ ｊ） ＝ ‖Φｊｗ ｊ － ｒ（ｋ－１）‖２
２ （１２）

为了将其最小化，则 ｗ∗
ｊ ＝ （ΦＴ

ｊ Φｊ）
－１ΦＴ

ｊ ｒ（ｋ
－１），此处，

ｊ ＝１，２，…，ｒ ，将 ｗ∗
ｊ 带入 ε（ ｊ）得

ε（ ｊ） ＝ ｍｉｎ
ｗｊ∈ℝ ｎ＋１

‖Φｊｗ ｊ － ｒ（ｋ－１）‖２
２ ＝

‖Φｊｗ∗
ｊ － ｒ（ｋ－１）‖２

２ ＝
‖Φｊ （ΦＴ

ｊ Φｊ）
－１ΦＴ

ｊ ｒ（ｋ
－１） － ｒ（ｋ－１）‖２

２ ＝
‖ｒ（ｋ－１）‖２

２ － （ｒ（ｋ－１）） ＴΦｊ（ΦＴ
ｊ Φｊ）

－１ΦＴ
ｊ ｒ（ｋ

－１）

（１３）
　 　 为了保证误差尽可能多地减少，在第 ｋ 次迭代

过程中，选择出的模糊规则子字典 Φｊ（ｋ）要满足

ｊ（ｋ） ＝ ａｒｇ ｍａｘ
ｊ

（ｒ（ｋ－１）） ＴΦｊ （ΦＴ
ｊ Φｊ）

－１ΦＴ
ｊ ｒ（ｋ

－１）

（１４）
　 　 在 Ｉ（ｋ） 中已经选定的模糊规则子字典将不会再

被选取，假设在 ｋ 次迭代之后选取的模糊规则为

Ｒ ｊ（ｋ） ，那么通过式（１５）估计后件参数向量 ｗ（ｋ）：
ｗ（ｋ）

Ｉ（ｋ） ＝ ａｒｇ ｍｉｎ
ｗＩ（ｋ）

‖ΦＩ（ｋ）ｗＩ（ｋ） － ｙ‖２ 　 ｗ（ｋ）
（ Ｉ（ｋ）） ｃ ＝ ０

（１５）
　 　 在算法 ２ 中 （ Ｉ（ｋ）） ｃ 表示 Ｉ（ｋ） 的补集。 ｗ（ｋ）

Ｉ（ｋ）的最

优值是通过将下面的二次导数置零获得：
ΦＴ

Ｉ（ｋ）（ΦＩ（ｋ）ｗＩ（ｋ） － ｙ） ＝－ ΦＴ
Ｉ（ｋ） ｒ（ｋ） ＝ ０ （１６）

　 　 所以，所有在标签集 Ｉ（ｋ） 中选择过的模糊规则

子字典将不会再被式（１４）选取。
２．４　 已选模糊规则后件的稀疏正则化

本文提出了一个分块结构的稀疏回归模型来挑

选一个 ＴＳＫ 模糊模型最重要的模糊规则。 在这一

部分，稀疏表示进一步被应用于减少 ＴＳＫ 模糊规则

最小非零后件参数。 通过块 ＯＭＰ 算法选择出最重

要的 ｋ 条规则之后，可以用 Φｋ 表示模糊系统字典。
最普通的用于寻找后件参数的方法是

ｍｉｎ １
２

‖ｙ － Φｋｗ‖２
２ ＋ λ ‖ｗ‖０ （１７）

　 　 这里的参数 λ 是用于平衡模型的误差以及后

件中非零参数的数目。 不过已经证明了带有

‖·‖０ 范数的稀疏正则项的补偿函数是 ＮＰ 难的。
一般情况下，会用平滑补偿函数的松弛算法对上述

问题进行近似求解。 在多种估计方法中，一种较为

常用的方法就是将‖·‖０ 范数改成‖·‖１ 范数。
这样，优化问题（１７）被改写成

ｍｉｎ １
２

‖ｙ － Φｋｗ‖２
２ ＋ λ ‖ｗ‖１ （１８）

　 　 上述优化问题在信号和图像处理领域有广泛和

深入的研究，跟经典的 ｌ１ 范数支持向量回归一样。
有几种较为成熟的算法去解决上述问题，比如迭代

重加权最小二乘算法、最小角回归算法以及迭代收

缩算法，本文采用 Ｌ１ 范式最小二乘方法［１５］ 对上述

问题进行求解。
２．５　 ＦＣＡ⁃ｓｐａｒｓｅＴＳＫ 应用于 ＴＳＫ 模糊系统建模

在这一部分中，将算法 １ 与块算法 ２ 相结合，提
出了一种有效的 ＴＳＫ 模糊系统建模的方法，称之为

ＦＣＡ⁃ｓｐａｒｓｅＴＳＫ（算法 ３）。 该模型在划分输入空间

过程中采用了 ＦＣＡ 聚类算法，对权重较小的特征进

行去除，从而化简了模糊规则；在选择模糊规则过程

中采用了 Ｂｌｏｃｋ ＯＭＰ 算法，挑选出较为重要的若干

规则，去除了冗余规则，并利用稀疏表示的方法对后

件参数进行估计。 所以，通过 ＦＣＡ⁃ｓｐａｒｓｅＴＳＫ 建立

的模糊系统的模糊规则数及非零后件参数的数目均

得到了约减。
ＦＣＡ⁃稀疏 ＴＳＫ（ＦＣＡ⁃ｓｐａｒｓｅＴＳＫ）算法如下：
１）输入：输入输出数据集 Ｄ。
２）特征优化：通过 ＦＣＡ 聚类算法进行模糊划分

并挑选出权重较大的特征生成 ＴＳＫ 模糊系统字典。
３）块结构稀疏：运行 Ｂｌｏｃｋ ＯＭＰ 算法选择出 ｋ

条重要的模糊规则子字典并得到相应的类中心。
４）优化学习：将上一步得到的类中心最为初始

类中心，再次运行 ＦＣＡ 聚类算法，并产生一个新的

模糊系统字典。
５）稀疏表示：根据稀疏表示对相应的模糊规则

后件参数进行估计。
６）输出：优化的 ＴＳＫ 模糊系统。

３　 实验

用数值实验证明所提出 ＦＣＡ⁃ｓｐａｒｓｅＴＳＫ 模型的

有效性并与相关算法比较。 在本实验中，将初始的

模糊规则条数设置为 ３０。 设输入输出数据集的形

式如下所示：
Ｄ ＝ ｘＴ

ｉ ，ｙｉ[ ] Ｔ：ｘｉ ＝ ｘｉ１，ｘｉ２，…，ｘｉｎ[ ] Ｔ，ｉ ＝ １，２，…，Ｎ{ }

　 　 根据相关实验的具体情况选择不同的评价指

标，例如均方误差 ＭＳＥ ＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｙｉ － ｙ

＾
ｉ( ) ２ 和平均绝

对误差ＭＡＥ ＝ １
Ｎ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
ｙｉ － ｙ

＾
ｉ 。 这里 ｙ

＾
ｉ 表示 ＴＳＫ 模

糊系统对应变量 ｘｉ（ ｉ＝ １，２，…，Ｎ）的输出。
本文所有实验均对数据进行标准化处理，并采用

五折交叉验证的方法对 ＦＣＡ⁃ｓｐａｒｓｅＴＳＫ 算法中所涉

及到的参数进行寻优。 算法中，ｍ和 α的寻优范围设
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置为 （１，３］ ， γ 的寻优范围为 （０，２］ ，寻优步长均为

０．１。 根据五折交叉验证，数据集被分成 ５ 个子集，对
于每种算法，均进行 ５ 次建模。 每次建模，取 ５ 个子

集中的 １ 个作为测试集，剩余的 ４ 个作为训练集。 本

文的算法与 ｇｅｎｆｉｓ２、ｇｅｎｆｉｓ３ 以及 Ｈ⁃ｓｐａｒｓｅＦＩＳ 算法［１２］

相比较，验证 ＦＣＡ⁃ｓｐａｒｓｅＴＳＫ 算法的有效性。
３．１　 合成数据集

为了体现本文方法的优势，利用下面生成函数

产生数据集。 对于任意输入 ｘｉ ＝［ｘｉ１，ｘｉ２，ｘｉ３］ Ｔ，产生

输出 ｙｉ ＝ ｘｉ１ｓｉｎ（ｘｉ１） ＋ ｘｉ２ｃｏｓ（ｘｉ２） ＋ ｘｉ３ 。 根据此方

法，在取值范围 ｘｉｋ ∈［ － １０，１０］　 （ｋ ＝ １，２，３） 内等

间距取样，生成 ２ ０００ 个样本。 为了测试本文提出

算法对噪音和特征识别的能力，使用 ｎｏｒｍｒｎｄ（０，１，
２ ０００，２） 生成 ２ ０００ × ２ 的噪声矩阵，将该矩阵与原

矩阵合成为新的数据集，该数据集共计 ２ ０００ 个样

本，５ 个特征（后 ２ 个特征为噪声特征）。
经过 ＦＣＡ 聚类算法，得到各样本特征的权重如

图 ３ 所示，从图中显示的结果中发现，数据集中人工

引入的两维噪声特征的权重都非常低，故可以将这

２ 个特征去除，对模糊规则进行了优化，减少噪声特

征对系统的干扰，提高系统的精度。 另外，测试数据

集的真实输出与模型输出的比较如图 ４ 所示。 将

ＦＣＡ⁃ｓｐａｒｓｅＴＳＫ 和其他 ３ 种相关算法进行比较，结果

如表 １ 所示，表中列举出五折交叉验证中测试集的

ＭＡＥ 并计算出平均 ＭＡＥ 及其标准差。

图 ３　 合成数据集样本特征权重

Ｆｉｇ．３　 Ｆｅａｔｕｒｅ ｗｅｉｇｈｔｓ ｏｆ ｓｙｎｔｈｅｔｉｃ ｄａｔａｓｅｔｓ

（ａ） 第 １ 组交叉验证输出比较

（ｂ） 第 ２ 组交叉验证输出比较

（ｃ） 第 ３ 组交叉验证输出比较

（ｄ） 第 ４ 组交叉验证输出比较

（ｅ） 第 ４ 组交叉验证输出比较

图 ４　 五折交叉验证测试数据集实际输出和模型输出比较

Ｆｉｇ．４　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ａｃｔｕａｌ ｏｕｔｐｕｔ ａｎｄ ｍｏｄｅｌ’ ｓ ｏｕｔ⁃
ｐｕｔ ｏｖｅｒ ｔｅｓｔｉｎｇ ｄａｔａ

从表 １ 中能够发现，通过对样本特征的优化，去
除掉两条噪声特征，不仅使得模糊规则得到化简，而
且相对于其他算法，模型的精度更高；通过本文模型

与未约减规则数的模型相比较，在保证模型精度基
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本一致的前提下，本文算法平均约减规则 １３．２ 条， 故对冗余规则的去除是有效的。
表 １　 合成数据集各模型性能比较

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｏｆ ｅａｃｈ ｍｏｄｅｌ ｏｎ ｓｙｎｔｈｅｔｉｃ ｄａｔａｓｅｔｓ

算法 特征数 性能指标 １ ２ ３ ４ ５ 均值

ｇｅｎｆｉｓ２ ５
ＭＡＥ

规则数

０．０４８ ４
２１

０．０４５ ６
１８

０．０６７ １
２０

０．０６１ ８
２１

０．０４４ ８
１９

０．０５３ ５±０．０１０ ２
１９．８

ｇｅｎｆｉｓ３ ５
ＭＡＥ

规则数

０．２７７ ３
２０

０．２６６ ４
２０

０．２８５ ２
２０

０．３０２ ３
２０

０．２７８ ９
２０

０．２８２ ０±０．０１３ ２
２０

Ｈ⁃ｓｐａｒｓｅＦＩＳ ５
ＭＡＥ

规则数

０．０４４ ７
２５

０．０４８ ５
２５

０．０７５ ８
１６

０．０８８ ４
１５

０．０８２ ４
１９

０．０６８ ０±０．０２０ ０
２０

ＦＣＡ⁃ｓｐａｒｓｅＴＳＫ ３

ＭＡＥ
规则数

ＭＡＥ
规则数

０．０１１ ２
３０

０．０１４ ３
１３

０．０１０ ７
３０

０．０１２ ７
１８

０．０１０ ８
３０

０．０１５ ９
１６

０．０１１ ７
３０

０．０１８ ６
１６

０．０１１ ６
３０

０．０１６ ２
１７

０．０１１ ２ ± ０．０００ ５
３０

０．０１５ ５±０．００２ ２
１６．８

３．２　 真实数据集

３．２．１　 Ａｉｒｆｏｉｌ Ｓｅｌｆ⁃Ｎｏｉｓｅ 数据集

该数据集从 ＵＣＩ ｍａｃｈｉｎｅ ｌｅａｒｎｉｎｇ ｒｅｐｏｓｉｔｏｒｙ 获

取，记录了不同尺寸的 ＮＡＣＡ ００１２ 机翼在不同风动

速度和攻角下的性能，共计 １ ５０３ 个样本，５ 条特征。
输入分别为频率、攻角、弦长、自由流速度以及吸力

面位移厚度，输出为声压等级。 各算法在五折交叉

验证中测试集的 ＭＳＥ 及规则数目如表 ２ 所示。

表 ２ 结果显示，对于 ａｉｒｆｏｉｌ ｓｅｌｆ⁃ｎｏｉｓｅ 数据集，使
用 ＦＣＡ⁃ｓｐａｒｓｅＴＳＫ 构建出的模型性能最好。 本文所

提出的模型相比于 ｇｅｎｆｉｓ２、ｇｅｎｆｉｓ３ 和 Ｈ⁃ｓｐａｒｓｅＦＩＳ 性

能有所提升，并且 ＦＣＡ⁃ｓｐａｒｓｅＴＳＫ 去除掉 ２ 条不重

要的特征，化简了模糊规则的复杂程度，使模糊系统

变得简洁；通过与未约减规则数的实验相比较，本文

算法平均约规则 １９．２ 条，且误差与未约减规则时基

本一致，故对冗余规则的去除是有效的。
表 ２　 Ａｉｒｆｏｉｌ ｓｅｌｆ⁃ｎｏｉｓｅ 数据集各模型性能比较

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｏｆ ｅａｃｈ ｍｏｄｅｌ ｏｎ ａｉｒｆｏｉｌ ｓｅｌｆ⁃ｎｏｉｓｅ ｄａｔａｓｅｔｓ

算法 特征数 性能指标 １ ２ ３ ４ ５ 均值

ｇｅｎｆｉｓ２ ５
ＭＳＥ

规则数

０．０５０ ３
１１

０．０５４ ７
１０

０．０５２ ３
１１

０．０５６ ５
１０

０．０４５ ８
１１

０．０５１ ９±０．００４ ２
１０．６

ｇｅｎｆｉｓ３ ５
ＭＳＥ

规则数

０．０５７ ９
１５

０．０６７ ５
１５

０．０６４ ０
１５

０．０７４ ６
１５

０．０６４ ３
１５

０．０６５ ７±０．００６ １
１５

Ｈ⁃ｓｐａｒｓｅＦＩＳ ５
ＭＳＥ

规则数

０．０４２ ３
１２

０．０４８ ８
１３

０．０４５ ５
１１

０．０５９ ３
１２

０．０４８ ２
１３

０．０４８ ８±０．００６ ４
１２．２

ＦＣＡ⁃ｓｐａｒｓｅＴＳＫ ３

ＭＳＥ
规则数

ＭＳＥ
规则数

０．０４５ ３
３０

０．０４０ ４
１２

０．０４７ ４
３０

０．０４９ ７
１１

０．０３９ ４
３０

０．０３５ ４
１０

０．０５１ ６
３０

０．０５３ ２
１０

０．０４２ ４
３０

０．０３９ ５
１１

０．０４５ ２ ± ０．００４ ７
３０

０．０４３ ６±０．００７ ５
１０．８

３．２．２　 Ｍａｃｈｉｎｅ ＣＰＵ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ 数据集

该数据集从 ｋｎｏｗｌｅｄｇｅ ｅｘｔｒａｃｔｉｏｎ ｂａｓｅｄ ｏｎ ｅｖｏｌｕ⁃
ｔｉｏｎａｒｙ ｌｅａｒｎｉｎｇ（ＫＥＥＬ）获取，记录了相对 ＣＰＵ 性能

数据，共计 ２０９ 个样本，６ 条特征。 数据输入分别为

机器周期时间（ＭＹＣＴ）、最小内存（ＭＭＩＮ）、最大内

存 （ ＭＭＡＸ）、 快 速 存 储 器 （ ＣＡＣＨ）、 最 小 通 道

（ＣＨＭＩＮ）、最大通道（ＣＨＭＡＸ），输出为 ＣＰＵ 的相

对性能（ＰＲＰ）。 各算法在五折交叉验证中测试集

的 ＭＡＥ 及规则数目如表 ３ 所示。

表 ３ 结果显示，对于 ｍａｃｈｉｎｅ ＣＰＵ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ
数据集，使用 ＦＣＡ⁃ｓｐａｒｓｅＴＳＫ 构建出的模型性能最

好。 本文所提出的模型相比于 ｇｅｎｆｉｓ２、ｇｅｎｆｉｓ３ 和 Ｈ⁃
ｓｐａｒｓｅＦＩＳ 性能有所提升，并且 ＦＣＡ⁃ｓｐａｒｓｅＴＳＫ 去除

掉 １ 条不重要的特征，化简了模糊规则的复杂程度；
通过与未约减规则数的实验相比较，本文算法平均

约规则 ２５．４ 条，且精度与未约减规则的模型相比略

有提升，故对冗余规则的去除是有效的。
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表 ３　 Ｍａｃｈｉｎｅ ＣＰＵ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ 数据集各模型性能比较

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｔｈｅ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｏｆ ｅａｃｈ ｍｏｄｅｌ ｏｎ ｍａｃｈｉｎｅ ＣＰＵ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｄａｔａｓｅｔｓ

算法 特征数 性能指标 １ ２ ３ ４ ５ 均值

ｇｅｎｆｉｓ２ ６
ＭＡＥ

规则数

０．０５６ ９
６

０．０４６ ９
５

０．０７０ ７
６

０．０５６ ９
５

０．０７４ ８
４

０．０６１ ２±０．０１１ ４
５．２

ｇｅｎｆｉｓ３ ６
ＭＡＥ

规则数

０．０７４ ６
５

０．０５８ ３
５

０．０７６ ８
５

０．０６９ １
５

０．０９１ ０
５

０．０７４ ０±０．０１１ ９
５

Ｈ⁃ｓｐａｒｓｅＦＩＳ ６
ＭＡＥ

规则数

０．０５６ ９
６

０．０３５ ７
４

０．０４８ ９
５

０．０５２ ７
４

０．０６０ ０
７

０．０５０ ８±０．００９ ４
５．２

ＦＣＡ⁃ｓｐａｒｓｅＴＳＫ ５

ＭＡＥ
规则数

ＭＡＥ
规则数

０．０５３ ２
３０

０．０４３ ９
４

０．０３６ ７
３０

０．０４０ ０
４

０．０６２ ８
３０

０．０４７ ８
５

０．０４８ ６
３０

０．０４０ ７
４

０．０５５ ９
３０

０．０５８ ６
６

０．０５１ ４ ± ０．００９ ７
３０

０．０４６ ２±０．００７ ６
４．６

３．２．３　 Ｓｔｏｃｋ ｐｒｉｃｅｓ 数据集

该数据集从 ＫＥＥＬ 获取，由 １０ 个航空航天公司

从 １９８８ 年 １ 月到 １９９１ 年 １０ 月的日常股票价格，共
计 ９５０ 个样本，９ 条特征。 用前 ９ 个公司的股票价

格作为输入，对第 １０ 个公司的股票价格进行估计。
各算法在五折交叉验证中测试集的 ＭＡＥ 集规则数

目如表 ４ 所示。

表 ４　 Ｓｔｏｃｋ ｐｒｉｃｅｓ 数据集各模型性能比较

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｔｈｅ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｏｆ ｅａｃｈ ｍｏｄｅｌ ｏｎ ｓｔｏｃｋ ｐｒｉｃｅｓ ｄａｔａｓｅｔｓ

算法 特征数 性能指标 １ ２ ３ ４ ５ 均值

ｇｅｎｆｉｓ２ ９
ＭＡＥ

规则数

０．０４１ ０
２１

０．０３９ ５
２２

０．０４３ ９
２１

０．０４１ １
２１

０．０４３ １
２４

０．０４１ ７±０．００１ ８
２１．８

ｇｅｎｆｉｓ３ ９
ＭＡＥ

规则数

０．１３２ ３
２０

０．１３０ ９
２０

０．１２９ ８
２０

０．１３０ ０
２０

０．１３３ ７
２０

０．１３１ ３±０．００１ ６
２０

Ｈ⁃ｓｐａｒｓｅＦＩＳ ９
ＭＡＥ

规则数

０．０３８ ６
２２

０．０４４ ７
１７

０．０４９ ４
２０

０．０４６ ９
２２

０．０４２ ５
２２

０．０４４ ４±０．００４ １
２０．６

ＦＣＡ⁃ｓｐａｒｓｅＴＳＫ ６

ＭＡＥ
规则数

ＭＡＥ
规则数

０．０４７ ４
３０

０．０４７ ３
１７

０．０４４ ４
３０

０．０４７ ６
１７

０．０４９ ６
３０

０．０４７ １
１８

０．０４６ ７
３０

０．０４７ ２
１７

０．０４５ ５
３０

０．０４７ ２
１７

０．０４６ ７ ± ０．００２ ０
３０

０．０４７ ６±０．０００ ７
１７．６

　 　 表 ４ 结果显示，对于 ｓｔｏｃｋ 数据集，ｇｅｎｆｉｓ２ 构建

出的模型性能最好。 本文所提出的模型与 ｇｅｎｆｉｓ２
和 Ｈ⁃ｓｐａｒｓｅＦＩＳ 相比性能大体一致，但 ＦＣＡ⁃ｓｐａｒ⁃
ｓｅＴＳＫ 去除掉 ３ 条不重要的特征，大大化简了模糊

规则的复杂程度，使模糊系统变得简洁；通过与不约

减规则数的实验相比较，本文算法平均约减掉 １２．４
条规则，且误差与未约减规则时基本持平，故对冗余

规则的去除是有效的。

４　 结束语

本文提取出存在于 ＴＳＫ 模糊系统中的分块结

构信息，将模糊系统建模问题转化为一个结构化的

稀疏恢复问题。 ＦＣＡ⁃ｓｐａｒｓｅＴＳＫ 算法在构建模糊系

统的过程中，对样本特征进行优化，选取重要的模糊

规则并对规则的后件参数进行估计。 在合成数据集

以及真实数据集上的实验证明，ＦＣＡ⁃ｓｐａｒｓｅＴＳＫ 模

型能够在保证系统性能的前提下，同时化简模糊规

则并消减冗余模糊规则。
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