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基宽灵敏度分析的径向基神经网络代理模型
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摘　 要：为提高径向基代理模型的近似精度，突破传统固定径向基基宽的方法，采用基宽灵敏度分析方法构建径向

基代理模型，给出了基宽灵敏度分析的径向基代理模型具体参数的构建方法．采用 Ｂｅｎｃｈｍａｒｋ 测试函数验证该代理

模型的精度，并与采用固定径向基基宽的代理模型作测试对比，结果表明，采用该方法获得的代理模型在训练时间

上多于其他方法，因模型参数获得时需要进行基宽灵敏度分析，但获得的模型精度比其他方法高，且该方法不需要

更多的训练样本即能获得稳定的代理模型参数．
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　 　 在多学科设计优化过程中，近似模型（代理模

型）的构建相当重要，它为复杂多学科问题的设计

提供了重要的保证，是复杂多学科设计中关键技术

之一。 而在径向基神经网络代理模型构建过程中，
径向基函数的中心、基宽是代理模型的 ２ 个最重要

的参数，这 ２ 个参数设计的好坏直接影响代理模型

精度［１⁃３］。 在中心参数的设计上，许多学者均做过

研究，如张健［４］采用 ｋ⁃均值聚类算法确定基函数的

中心；赵磊［５］在基于 ｋ⁃均值和量子遗传算法的 ＲＢＦ
网络优化一文中，通过 ｋ⁃均值和量子遗传算法结合

起来确定 ＲＢＦ 网络的径向基中心参数；李乐庆等［６］



在基于 ＲＢＦ 的散乱点曲面重构一文中，采用相关系

数的方法自动确定网络隐含层核函数中心的大小；
也有学者采用随机选取中心法、自组织选取中心法、
有监督选取中心法和正交最小二乘法等［７］。 而在

宽度的设计上，绝大多数学者都是将基宽取为一定

范围内的某一常值，或是采用线性变化值，如张占

南［８］将宽度值定义为 σ ＝ ｄ ／ ２ｍ ， ｄ 为两两中心的

最大值， ｍ 为中心个数。 除此之外，很少学者对径

向基基宽进行深入研究，因基宽同中心参数一样，均
存在某种分布，故将基宽定义为某一常值或是其在

某一线性变化值，均不利于获得设计问题的高精度

的径向基网络代理模型。 基于此，笔者采用基宽灵

敏度分析的方法构建径向基神经网络代理模型，并
采用经典的 ｂｅｎｃｈｍａｒｋ 测试函数进行验证，从模型

获得时间、模型获得值同真实值的偏差等方面作比

较，从比较结果中体现出该设计的代理模型具有更

高的模型近似精度。

１　 径向基神经网络结构

标准的径向基神经网络模型有 ３ 层结构组成，
分别为输入层、隐层和输出层，输入层神经元的个数

同输入样本点维数相同，即输入层对应着 Ｎ 维输入

矢量 ｘ ＝ ［ｘ１ 　 ｘ２ 　 …　 ｘＮ］ ，隐层由 Ｋ 个神经元组

成，其与输入层神经元全相连，其是通过隐层的激活

函数将线性输入空间映射到非线性隐层空间，每一

个隐层神经元的激活函数有高斯型函数、多二次型

函数、逆多二次型函数、薄板样条函数组成，常取高

斯型基函数［９⁃１２］。

ｈｉ ＝ ｅｘｐ（ －
‖ｘ － ｃｉ‖２

２σ２
ｉ

），ｉ ＝ １，２，…，Ｋ （１）

式中： ｃｉ 和 σ ｉ 分别代表第 ｉ 个隐单元的高斯基中心

和基宽。 输出层同隐层节点通过连接权 ｗ ｉ 全相联，
第 ｊ 个输出神经元的输出表示为

ｆ ｊ（ｘ） ＝ ｗ ｊｈ ＝ ∑
Ｋ

ｉ ＝ １
ｗ ｉｊｅｘｐ（ －

‖ｘ － ｃｉ‖２

２σ２
ｉ

） （２）

式中： ｈ ＝ ［ｈ１ 　 ｈ２ 　 …　 ｈＫ］ 为隐层的输出矢量，
ｗ ｉｊ 为隐层的第 ｊ 个神经元与输出层的第 ｉ 个神经元

的连接权。

２　 变基宽灵敏度分析的 ＲＢＦ 代理模型

２．１　 变基宽的灵敏度分析

采用 ｃ＾ ｉ 和 σ＾ ｉ 表示第 ｉ 个隐层神经元的中心以

及宽度的一个微小扰动，故由 ｃ＾ ｉ 和 σ＾ ｉ 产生的差值为

Δｙ ｊ ＝ ｗ＾ ｊｈ
＾ － ｗ ｊｈ ＝

∑
Ｋ

ｉ ＝ １
ｗ＾ ｉｊｅｘｐ（ －

‖ｘ － ｃ＾ ｉ‖２

２σ＾ ２
ｉ

） －

∑
Ｋ

ｉ ＝ １
ｗｉｊｅｘｐ（ －

‖ｘ － ｃｉ‖２

２σ２
ｉ

） （３）

式中： σ＾ ｉ ＝σ ｉ ＋ Δσ ｉ ，其是初始基宽在基宽扰动后产

生的基宽值，在扰动下的连接权值为 ｗ＾ ｊ ＝ ｗ ｊ ＋
Δ ｗ ｊ。 由于该径向基高斯函数的中心、基宽以及连

接权在微小扰动下对整个网络的输出均产生影响，
由于文献［１３］已分析过基中心以及连接权的扰动

对整个网络性能的影响，在此仅分析基宽以及连接

权的扰动对整个网络性能的影响。 第 ｉ 个隐层神经

元与第 ｊ 个输出层神经元宽度以及连接权的扰动

Δσ ｉ 和 Δ ｗ ｊ 能被具有零均值和偏差 σσ ｉ
和 σｗ ｊ

的高

斯分布所定义。
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式中：Ｎ 是输入样本 ｘ 的维数， Ｋ 是隐层神经元基宽

数，也是隐层神经元个数。
基于文献［１４］提出的计算灵敏度方法，对于第

ｉ 个神经元在扰动 Δｘ 下产生的偏差 Ｓｉ 被定义为

Ｓｉ ＝ Ｅ（ ｆ（ｘ ＋ Δｘ）ｗｉ） － ｆ（ｘｗｉ） ） （５）
　 　 故采用这种扰动递归计算方法，在第 Ｋ 次递归

过程中，假设径向基隐层神经元的第 Ｋ－１ 个基宽已

经被确定，即 σ ｉ 将被确定，因此对于第 ｊ个输出神经

元的灵敏度被定义为 Ｅ［（Δｙ ｊ） ２］ ，即
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‖ ｘｌ － ｃｎ － Δ ｃｎ‖２

２σ２
ｎ

）ｄΔｃｄΔｗ （６）

式中： Ｄ ＝ ｘｌ{ } Ｌ
ｌ ＝ １ ，为该网络的所有训练样本集。

式（６）经展开得

Ｓ（Ｋ）
ｊ ＝ Ｅ［（Δ ｙ ｊ） ２］ ＝

∑
ｘｌ∈Ｄ

∑
Ｋ

ｍ，ｎ ＝ １，ｍ≠ｎ
ｗｍｊｗｎｊ

（ ｃ２ｍｃ２ｎ ）
Ｎ

（ （ｃ２ｍ ＋ ｃ２σｍ
）（ｃ２ｎ ＋ ｃ２σｎ

） ）
Ｎ·

ｅｘｐ（ －
ｃ２ｍ ＋ ｃ２σｍ

２ （ｘｌ － σｍ） ２
－

ｃ２ｎ ＋ ｃ２σｎ

２ （ｘｌ － σｎ） ２） ＋

∑
ｘｌ∈Ｄ

∑
Ｋ

ｍ ＝ １
（ｗｍｊ ＋ ｗｎｊ）

（ ｃ２ｍ ）
Ｎ

（ （ｃ２ｍ ＋ ２ｃ２σｍ
） ）

Ｎ
×

ｅｘｐ（ －
ｃ２ｍ ＋ ２ｃ２σｍ

２ （ｘｌ － σｍ） ２） － ２∑
ｘｌ∈Ｄ

∑
Ｋ

ｍ，ｎ ＝ １
ｗｍｊｗｎｊ·

（ ｃ２ｍ ）
Ｎ

（ （ｃ２ｍ ＋ ｃ２σｍ
） ）

Ｎ·ｅｘｐ（ －
ｃ２ｍ ＋ ｃ２σｍ

２ （ｘｌ － σｍ） ２
－

ｃ２ｎ ＋ ｃ２σｎ

２ （ｘｌ － σｎ） ２） ＋ ∑
ｘｌ∈Ｄ

∑
Ｋ

ｍ，ｎ ＝ １
ｗｍｊｗｎｊ·

ｅｘｐ（ －
ｃ２ｍ

２ （ｘｌ － σｍ） ２
－

ｃ２ｎ
２ （ｘｌ － σｎ） ２） （７）

２．２　 基宽灵敏度分析的 ＲＢＦ 模型关键参数的获取

由于灵敏度分析能确定径向基关键参数的微小

变化对整个径向基构成的影响，但这种分析不能确

定 ＲＢＦ 模型的具体参数值，故采用灵敏度分析过程

中的矩阵信息并应用正交分解方法确定 ＲＢＦ 的各

具体参数。 假设 Ｙ ＝ ［ｙ１ 　 ｙ２ 　 …　 ｙＬ］ Ｔ ，Ｌ 为训练

样本数， ｙｉ （ ｉ ＝ １，２，…，Ｌ ）表示第 ｉ 个输出神经元，
依据式（２）有

Ｙ ＝ ＨＷ ＝ （ＱＡ）Ｗ （８）
式中： Ｙ 、Ｈ 、Ｗ分别为 Ｌ × Ｍ 、 Ｌ × Ｌ 、 Ｌ × Ｍ维矩阵，
径向基各个隐层神经元基宽的确定可通过矩阵Ｈ的关

键列分解得到，而 Ｈ 能被分解为 ＱＡ ，其中矩阵 Ｑ 为

Ｌ × Ｌ 维阵并具有正交列 ［ｑ１　 ｑ２　 …　 ｑＬ］ ， Ａ 是一

个 Ｌ × Ｌ 维上三角阵，具体的Ｈ 、 Ａ 阵表示为

Ｈ ＝
ｈ１１ … ｈ１Ｌ

︙ 　 ︙
ｈ１Ｌ … ｈＬＬ

é

ë

ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú

Ａ ＝

１ ａ１２ … … ａ１Ｌ

０ １ ａ２３ 　 ︙

︙ ０ ⋱ 　 ︙
︙ 　 ０ １ ａ（Ｌ－１） Ｌ

０ … … ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

　 　 在 Ｈ 阵分解过程中，只有一个列能被正交化，
且在第 Ｋ 次分解时，一个正交列能够被先前第 Ｋ－１
次正交列得到，具体的相关分解式为

ｑ１ ＝ ｈ１

ａｉＫ ＝
ｑＴ
ｉ ｈＫ

‖ ｑｉ‖
，１ ≤ ｉ ≤ Ｋ

ｑＫ ＝ ｈＫ － ∑
Ｋ－１

ｉ ＝ １
ａｉＫ ｈｉ

ì

î

í

ï
ï
ïï

ï
ï
ïï

（９）

　 　 通过式（９）计算矩阵 Ｈ 的各次迭代的正交列，
并能通过 ＲＢＦ 灵敏度分析对各正交列进行排序。
　 　 假设 Ｓ（Ｋ）（σ ｉ） 表示为在第 Ｋ 次迭代过程中前Ｋ－１
个 ＲＢＦ 宽度与该 σ ｉ 相关的 ｑｉ 值，且 １≤ ｉ≤ Ｌ。 并将

式（３）以及式（７）中的相关连接权用式（１０）代替。

ｗ（Ｋ）
ｉｊ ＝ ∑

Ｌ

ｌ ＝ １
ａｌｉｗ ｉｊ （１０）

　 　 然后计算径向基神经网络 Ｋ 个隐层各个径向

基基宽的灵敏度值，并设 Ｑ（Ｋ） 为第 Ｋ 次迭代的正交

矩阵的值，而 Ｑ（Ｋ） 被排序为

‖ Ｓ（Ｋ）（ｃ１）‖ ≥ ‖ Ｓ（Ｋ）（ｃ２）‖ ≥ …‖ Ｓ（Ｋ）（ｃＬ）‖

（１１）
　 　 对采用 ＲＢＦ 灵敏度分析获得各个基宽的排序

值，最终获得 ＲＢＦ 的关键基宽，从而获得 ＲＢＦ 整个

结构的参数值。
２．３　 基宽灵敏度分析的 ＲＢＦ 代理模型构建算法

　 　 通过灵敏度分析及正交变换阵即可获得径向基基

宽，即具体代理模型的结构参数，具体算法描述为：
　 　 １）通过 Ｌ 个训练样本数据点信息构建 ３ 层 ＲＢＦ
网络初始结构，并对该网络结构的所有参数进行初

始化，包括构建矩阵 Ｈ、 Ｋ 个隐层节点、每个隐层径

向基函数中心、基宽以及隐层与输出层的所有连接

权 ｗ ｉｊ 的初始化。
　 　 ２）依据灵敏度分析式（７）计算 Ｈ 中的每一列

值，并将该列最大灵敏度值赋给 Ｑ（１）， 然后计算该

训练样本的输出值与样本的期望值的差值 Ｅ（１）， 此

时设置 Ｋ＝ ２。
　 　 ３）依据式（９）计算正交阵Ｈ中的剩余 Ｑ（Ｋ－１） 列。
　 　 ４）对于每一个训练样本，侯选值 σ ｉ 是隐层第 ｉ
个神经元的函数基宽值，其与正交阵 Ｈ 的 ｑｉ 列相

关，计算前 Ｋ－１ 个 ＲＢＦ 宽度以便求出 Ｓ（Ｋ）（σ ｉ） ，在
求解过程中，连接权 ｗ（Ｋ）

ｉｊ 将被式（１０）所更新，而正

交矩阵 Ｑ（Ｋ） 的值将被式（１１）所排序。 从产生最大

值的灵敏度分析的迭代步中获得正交阵 Ｑ（Ｋ） 的第
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Ｋ 列，计算该训练样本的输出值与样本的期望值的

差值 Ｅ（Ｋ） 。
　 　 ５）判断 Ｅ（Ｋ） － Ｅ（Ｋ－１） ≤ δ ， δ 为事先设定的常

数值，如果该式成立，则转 ７）；否则转 ６）。
　 　 ６）计数器 Ｋ ＝ Ｋ ＋ １，并转 ３）。
　 　 ７） 输出矩阵 Ｑ（Ｋ） 中的第 Ｋ 列值，即为该径向

基函数神经网络的所有隐层神经元的高斯基基宽。

３　 实例测试

　 　 为验证该方法构建代理模型的精度，采用 ２ 个

ｂｅｎｃｈｍａｒｋ 测试函数具体验证该方法的有效性，并
采用传统 ＲＢＦ 固定宽度的方法作测试对比，其中固

定径向基基宽 σ ＝ ｄ ／ ２ｍ ， ｄ 为两两中心的最大

值， ｍ 为径向基中心个数。 在每种实例中采用 ３ 种

不同数量的样本点作对比，从模型训练时间、代理模

型获得值同真实值的偏差 Ｎｅ 等方面作对比，其中

Ｎｅ 定义如式（１２）所示，而 ３ 种数据样本点分别取

８０、２００、５００ 个。 具体的测试函数为 Ｆ１和 Ｆ２。

Ｎｅ ＝
∑

ｑ

ｉ ＝ １
（ ｆｅ（ｘ（ ｉ）） － ｆ（ｘ（ ｉ））） ２

∑
ｑ

ｉ ＝ １
ｆｅ （ｘ（ ｉ）） ２

（１２）

式中： ｆｅ（ｘ（ ｉ）） 、 ｆ（ｘ（ ｉ）） 分别为模型的真实值、代理

模型获得的输出值。
Ｆ１： ｆ（ｘ，ｙ） ＝

０．５ ＋ ｓｉｎ２（ ｘ２ ＋ ｙ２ － ０．５
［１．０ ＋ ０．００１（ｘ２ ＋ ｙ２）］ ２

－

１００ ≤ ｘ，ｙ ≤ １００
Ｆ２： ｆ（ｘ，ｙ） ＝

（４ － ２．１ｘ２ ＋ ｘ４

３
）ｘ２ ＋ ｘｙ ＋ （ － ４ ＋ ４ｙ２）ｙ２

－ ３ ≤ ｘ ≤ ３， － ２ ≤ ｙ ≤ ２
　 　 在实验过程中，采用 Ｉｎｔｅｌ（Ｒ） Ｃｏｒｅ（ＴＭ） ｉ３－
２１２０， ３．３０ＧＨｚ ＣＰＵ，并在 ＭＡＴＬＡＢ７．０ 编程环境下

实验，且参数 δ ＝ ０．４５。 表 １、２ 为试验对比结果。
表 １　 训练时间对比

Ｔａｂｌｅ １　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｔｒａｉｎｉｎｇ ｔｉｍｅ　 ｓ

样本点数
本文方法

Ｆ １ Ｆ ２

固定基宽的 ＲＢＦ

Ｆ１ Ｆ２

８０ ２３．４５ １７．０９ １２．６２ １０．５１

２００ ６７．０２ ５５．４５ ４４．００ ３１．０９

５００ ９１．８９ ７９．７３ ６８．３０ ４５．３６

表 ２　 标准差对比

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔａｎｄａｒｄ ｄｅｖｉａｔｉｏｎ　 ｓ

样本点数
本文方法

Ｆ １ Ｆ ２

固定基宽的 ＲＢＦ

Ｆ１ Ｆ２

８０ ０．００５ ７１ ０．００７ ４３ ０．０９３ ５ ０．０８２ ４

２００ ０．００２ １９ ０．００４ ７３ ０．０６５ ５ ０．０４４ ７

５００ ０．００４ ２８ ０．００８ ６３ ０．０８４ １ ０．０６５ ２

　 　 由表 １、表 ２ 中可知，在相同的训练样本点数

时，采用本文方法所需要的训练时间都比采用固定

基宽方法需要的时间长，这主要是由于采用该方法

时，各个隐层径向基基宽在每一次训练过程中均需

要进行灵敏度分析，且需要正交矩阵相关列的计算

以及连接权值的调整，但从获得的代理模型精度上

来看，不管采用样本数多少，本文所提方法获得模型

的标准差均远小于采用固定基宽方法，前者精度比

后者精度高一个数量级。 从样本点数多少来对比模

型的精度，样本点数足够大并不能提高模型精度，也
就是训练样本点取合适足够数即可，无需采集大样

本数据进行径向基网络的训练，该结果也可从 ２ 种

模型的对比图（如图 １～６ 所示）反映出，其中图 １、２
和 ３ 分别为函数 Ｆ１在样本点 Ｒ 为 ８０、２００、５００ 情况

下获得的模型图，图 ４、５ 和 ６ 分别为函数 Ｆ２在样本

点 Ｒ 为 ８０、２００、５００ 情况下获得的模型图。

图 １　 测试函数 Ｆ１在数据样本点为 ８０ 时获得的模型

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｅｓｔｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｆ１（Ｒ ＝ ８０）

图 ２　 测试函数 Ｆ１在数据样本点为 ２００ 时获得的模型

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｅｓｔｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｆ１（Ｒ ＝ ２００）
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图 ３　 测试函数 Ｆ１在数据样本点为 ５００ 时获得的模型　 　 图 ４　 测试函数 Ｆ２在数据样本点为 ８０ 时获得的模型

Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｅｓｔｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｆ１（Ｒ ＝ ５００） 　 Ｆｉｇ．４　 Ｔｈｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｅｓｔｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｆ２（Ｒ ＝ ８０）

图 ５　 测试函数 Ｆ２在数据样本点为 ２００ 时获得的模型　 　 图 ６　 测试函数 Ｆ２在数据样本点为 ５００ 时获得的模型

Ｆｉｇ．５　 Ｔｈｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｅｓｔｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｆ２（Ｒ ＝ ２００） 　 Ｆｉｇ．６　 Ｔｈｅ ｏｂｔａｉｎｅｄ ｍｏｄｅｌ ｆｏｒ ｔｈｅ ｔｅｓｔｉｎｇ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｆ２（Ｒ ＝ ５００）

４ 　 结束语

合适的径向基基宽能提高代理模型的近似精

度，本文通过对径向基基宽的灵敏度分析，并对正交

矩阵的最大列求解，从而获得隐层各神经元的高斯

径向基基宽，最终获得径向基神经网络代理模型结

构。 采用具体的两测试函数进行验证，证实了这种

基宽灵敏度分析的径向基代理模型比采用传统的固

定基宽的代理模型具有更高的模型近似精度。 同时

在实验过程中，也获得采用该方法在构建稳定的代

理模型时并不需要太多的训练样本点。 为提高代理

模型的近似精度，该文只是采用对基宽的灵敏度分

析，在以后的工作中有待进一步验证，在基宽灵敏度

分析的基础上，同时进行中心灵敏度分析，这样也许

能更进一步提高代理模型的精度。
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