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粗糙线性近似空间的代数结构

刘亚梅，马盈仓，鲁文霞，陈艳艳
（西安工程大学 理学院，陕西 西安 ７１００４８）

摘　 要：针对线性空间上引入上下近似算子后的代数结构的刻画问题，根据基于同余关系的线性空间上下近似的性

质，提出 ２ 个新的集合，分别对上近似的并和下近似的交的包含关系进行了改进，得出了集合交的上近似、集合并的

下近似的等式刻画。 进而，定义引入粗糙线性近似空间的概念，并在其上引入交、并、补的运算，得出粗糙线性近似

空间在运算下构成了布尔代数的结论，丰富了线性空间与粗糙集理论相结合的研究。
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　 　 粗糙集理论于 １９８２ 年被 Ｐａｗｌａｋ［１］ 提出以来，
已经取得很大的发展。 特别是在数据的决策与分

析、模式识别、数据挖掘、机器学习与知识发现等方

面。 在粗糙集理论中有 ２ 种方式来定义近似算子：
构造性方法和公理化方法。 构造性方法是以论域上

的二元关系、邻域系统或布尔子代数作为基本要素

构造性地定义近似算子，然后得出粗糙集代数系

统［２⁃４］。 公理化方法就是先给定一个粗糙集代数系

统，然后定义二元关系使得由二元关系通过构造性

方法定义的近似算子及导出的粗糙集代数系统就是

给定的近似算子和粗糙集代数系统［５⁃９］。 基于这 ２
种方法，在代数结构方面，不少学者做出了一些研究

并提出了许多新的概念， 如粗糙群［１０］、 粗糙子

群［１１］、粗糙不变子群［１２⁃１３］ 等。 在线性空间方面，日
本学者 Ｎ． Ｋｕｒｏｋｉ［１４］研究了线性空间上粗糙集的性

质，提出了在线性空间上的等价关系以及上下近似

算子。 国内学者 Ｗ．Ｊ．Ｌｉｕ ［１５⁃１６］、吴明芬［１７］ 等也研究

了粗糙线性空间的性质并联系线性空间本身的性质



研究更深入的性质，同时还把粗糙集引入了线性空

间和模糊线性空间中。 本文就是在文献［１７］基础

上，结合模糊逻辑及其代数分析［１８］ 的有关概念，以
及 Ｈ．Ｇ．Ｚｈａｎｇ［１９］对经典粗糙集上信息丢失问题的提

出的方法，根据上下近似算子的性质提出了 ２ 个集

合，使信息丢失的问题得到解决，并建立基于布尔代

数的粗糙线性近似空间模型。

１　 基本概念

定义 １［１７］ 　 设 Ｖ 是数域 Ｐ 上的线性空间，Ｘ、Ｙ
是 Ｖ 上的非空子集，ｋ 是数域 Ｐ 上的任意元素，定义

集合的和与数乘为：
Ｘ ＋ Ｙ ＝ α ＝ α１ ＋ α２ α１ ∈ Ｘ，α２ ∈ Ｙ{ }

ｋＸ ＝ ｋα α ∈ Ｘ{ }

　 　 定义 ２［１７］ 　 设线性空间 Ｖ 上一个等价关系 ρ，
若对 ∀α，β∈ Ｖ，有 （α，β） ∈ ρ，（α ＋ γ，α ＋ γ） ∈ ρ，
（ｋα，ｋβ） ∈ ρ，∀γ ∈ Ｖ，ｋ ∈ Ｐ。 则称 ρ 为 Ｖ 上的一

个同余关系。
定义 ３［１７］ 　 设 Ｗ 是线性空间上 Ｖ 的一个子空

间，定义一个二元关系 ρＷ：
ρＷ ＝ （α，β） α，β ∈ Ｖ，α － β ∈ Ｗ{ }

　 　 定理 １［１７］ 　 设 Ｗ 是线性空间 Ｖ 的子空间，则下

面结论成立：
１） ρＷ 是 Ｖ 上的一个同余关系

２） ∀α ∈ Ｖ， 同余类 α[ ] ρＷ
＝ α ＋ Ｗ 则可将

α[ ] ρＷ 记为 ρＷ（α）。 Ｖ ／ ρＷ ＝ ρＷ（α） ∀α ∈ Ｖ{ } 是

全体同余类的集合。
性质 １［１７］ 　 ρＷ（α） ＋ ρＷ（β） ＝ ρＷ（α ＋ β）

ρＷ（ｋα） ＝ ｋρＷ（α）
　 　 定义 ４［１７］ 　 设 Ｖ 是数域 Ｐ 上的线性空间，Ｗ 是

Ｖ 的线性子空间，Ｘ 是 Ｖ 上的任意一个非空子集，定
义 Ｘ 在 Ｗ 上关于 ρＷ 的上、下近似分别为：

ρ
－Ｗ
（Ｘ） ＝ α ∈ Ｖ ρＷ（α） ⊆ Ｘ{ }

ρ－Ｗ（Ｘ） ＝ α ∈ Ｖ ρＷ（α） ∩ Ｘ ≠ ⌀{ }

　 　 性质 ２［１７］ 　 设 Ｖ 是数域 Ｐ 上的线性空间，Ｗ 是

Ｖ 的线性子空间，Ｘ，Ｙ 是 Ｖ 上的非空子集，则有：
１） ρ

－Ｗ
（Ｘ） ⊆ Ｘ ⊆ ρ－Ｗ（Ｘ）；

２） ρ－Ｗ（Ｘ ∪ Ｙ） ＝ ρ－Ｗ（Ｘ） ∪ ρ－Ｗ（Ｙ）；
３） ρ

－Ｗ
（Ｘ ∩ Ｙ） ＝ ρ

－Ｗ
（Ｘ） ∩ ρ

－Ｗ
（Ｙ）；

４ ） 若 Ｘ ⊆ Ｙ， 则 有 ρ
－Ｗ
（Ｘ） ⊆ ρ

－Ｗ
（Ｙ） ，

ρ－Ｗ（Ｘ）⊆ρ
－
Ｗ（Ｙ）；

５） ρ
－Ｗ
（Ｘ ∪ Ｙ） ⊇ ρ

－Ｗ
（Ｘ） ∪ ρ

－Ｗ
（Ｙ）；

６） ρ－Ｗ（Ｘ ∩ Ｙ） ⊆ ρ－Ｗ（Ｘ） ∩ ρ－Ｗ（Ｙ）。

２　 集合的交（并）的上（下）近似的等
式刻画
由性质 ２ 中的 ５）、６）可以看出，在线性空间中

交的上近似、并的下近似并不是等式刻画，存在信息

丢失的问题。 在本节中，主要解决这一问题，为此引

入以下定义：
定义 ５　 设 Ｖ 是数域 Ｐ 上的线性空间，Ｗ 是 Ｖ

的一个子空间，Ｘ，Ｙ 是 Ｖ 的 ２ 个子集，记
ＰＸ（Ｙ） ＝

α ρＷ（α） ⊆ Ｘ ∪ Ｙ且 ρＷ（α） ⊄ Ｘ，ρＷ（α） ⊄ Ｙ{ } ；
ＱＸ（Ｙ） ＝ α ρＷ（α） ∩ （Ｘ ∩ Ｙ） ＝ ⌀，{

且 ρＷ（α） ∩ Ｘ ≠ ⌀，ρＷ（α） ∩ Ｙ ≠ ⌀} 。
　 　 定理 ２：

１） ρ
－Ｗ
（Ｘ ∪ Ｙ） ＝ ρ

－Ｗ
（Ｘ） ∪ ρ

－Ｗ
（Ｙ） ∪ ＰＸ（Ｙ）

２） ρ－Ｗ（Ｘ ∩ Ｙ） ＝ ρ－Ｗ（Ｘ） ∩ ρ－Ｗ（Ｙ） － ＱＸ（Ｙ）
证明：１） 对 ∀α ∈ ρ

－Ｗ
（Ｘ ∪ Ｙ） ，有 ρＷ（α） ⊆

Ｘ ∪Ｙ。
若 ρＷ（α） ⊆Ｘ 或 ρＷ（α） ⊆ Ｙ，则有 α∈ ρ

－Ｗ
（Ｘ），

或 α ∈ ρ
－Ｗ
（Ｙ）， 则 α ∈ ρ

－Ｗ
（Ｘ） ∪ ρ

－Ｗ
（Ｙ） ∪ ＰＸ（Ｙ）。

若 ρＷ（α） ⊄ Ｘ 且 ρＷ（α） ⊄ Ｙ， 则 α ∈ ＰＸ（Ｙ）， 所以

α ∈ρ
－Ｗ
（Ｘ） ∪ ρ

－Ｗ
（Ｙ） ∪ ＰＸ（Ｙ）。

因此有 ρ
－Ｗ
（Ｘ ∪ Ｙ） ⊆ ρ

－Ｗ
（Ｘ） ∪ ρ

－Ｗ
（Ｙ） ∪

ＰＸ（Ｙ）。
对 ∀α ∈ ρ

－Ｗ
（Ｘ） ∪ ρ

－Ｗ
（Ｙ） ∪ ＰＸ（Ｙ）， 有

α ∈ ρ
－Ｗ
（Ｘ） 或 α ∈ ρ

－Ｗ
（Ｙ） 或 α ∈ ＰＸ（Ｙ）。

若 α ∈ ρ
－Ｗ
（Ｘ）， 则有 α ∈ ρ

－Ｗ
（Ｘ ∪ Ｙ）， 若 α ∈

ρ
－Ｗ
（Ｙ）， 则有 α ∈ ρ

－Ｗ
（Ｘ ∪ Ｙ）， 若 α ∈ ＰＸ（Ｙ）， 则

ρＷ（α） ⊆ Ｘ ∪ Ｙ， 则有 α ∈ ρ
－Ｗ
（Ｘ ∪ Ｙ）。

所以 ρ
－Ｗ
（Ｘ） ∪ ρ

－Ｗ
（Ｙ） ∪ ＰＸ（Ｙ） ⊆ ρ

－Ｗ
（Ｘ ∪ Ｙ），

即 ρ
－Ｗ
（Ｘ ∪ Ｙ） ＝ ρ

－Ｗ
（Ｘ） ∪ ρ

－Ｗ
（Ｙ）。

２） 此命题等价为

ρ－Ｗ（Ｘ ∩ Ｙ） ∪ ＱＸ（Ｙ） ＝ ρ－Ｗ（Ｘ） ∩ ρ－Ｗ（Ｙ）
对∀α ∈ ρ－Ｗ（Ｘ ∩ Ｙ） ∪ ＱＸ（Ｙ）， 有 α ∈ ρ－Ｗ（Ｘ ∩ Ｙ）
或 α ∈ ＱＸ（Ｙ）。

若 α∈ ρ－Ｗ（Ｘ∩ Ｙ）， 则有 α∈ ρ－Ｗ（Ｘ） ∩ ρ－Ｗ（Ｙ），
若 α ∈ ＱＸ（Ｙ）， 则有 ρＷ（α） ∩ Ｘ ≠ ⌀ 且 ρＷ（α） ∩
Ｙ ≠⌀， 所以 α ∈ ρ－Ｗ（Ｘ） 且 α ∈ ρ－Ｗ（Ｙ）， 则 α ∈
ρ－Ｗ（Ｘ） ∩ ρ－Ｗ（Ｙ）。 对 ∀α ∈ ρ－Ｗ（Ｘ） ∩ ρ－Ｗ（Ｙ）， 则有

α ∈ ρ－Ｗ（Ｘ） 且 α ∈ ρ－Ｗ（Ｙ）， 即 ρＷ（α） ∩ Ｘ ≠ ⌀ 且

ρＷ（α） ∩ Ｙ ≠ ⌀。
若 ρＷ（α） ∩ （Ｘ ∩ Ｙ） ≠ ⌀， 则有 α ∈ ρ－Ｗ（Ｘ ∩

Ｙ）； 若 ρＷ（α） ∩ （Ｘ ∩ Ｙ） ＝ ⌀， 则 α ∈ ＱＸ（Ｙ）。
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所以 α ∈ ρ－Ｗ（Ｘ ∩ Ｙ） ∩ ＱＸ（Ｙ）， 从而 ρ－Ｗ（Ｘ ∩
Ｙ） ＝ ρ－Ｗ（Ｘ） ∩ ρ－Ｗ（Ｙ） － ＱＸ（Ｙ）。

例 １： 设线性空间 Ｖ 是全体实数，定义它的加法

运算为 ａ􀱇 ｂ ＝ ａｂ， 乘法运算为 ａ􀱋 ｂ ＝ ａｂ。 Ｖ 的一

个线性子空间为 Ｗ ＝ － １，１{ } ， Ｖ 中的 ２ 个子集 Ｘ ＝
１，２，３，４，５{ } 和 Ｙ ＝ １，２，３，６{ } 。 求 ＰＸ（Ｙ），ＱＸ（Ｙ）

并验证以上结论。
解：由定义可得

ρ
－Ｗ
（Ｘ） ＝ ２，３，４{ }

ρ
－Ｗ
（Ｙ） ＝ ２{ }

ρ
－Ｗ
（Ｘ ∪ Ｙ） ＝ ２，３，４，５{ }

ρ－Ｗ（Ｘ） ＝ ０，１，２，３，４，５，６{ }

ρ－Ｗ（Ｙ） ＝ ０，１，２，３，４，５，７{ }

ρ－Ｗ（Ｘ ∩ Ｙ） ＝ ０，１，２，３，４{ }

ＰＸ（Ｙ） ＝ ５{ }

ＱＸ（Ｙ） ＝ ５{ }

所以 ρ
－Ｗ
（Ｘ ∪ Ｙ） ＝ ρ

－Ｗ
（Ｘ） ∪ ρ

－Ｗ
（Ｙ） ∪ ＰＸ（Ｙ），

ρ－Ｗ（Ｘ ∩ Ｙ） ＝ρ－Ｗ（Ｘ） ∩ ρ－Ｗ（Ｙ） － ＱＸ（Ｙ）。

３　 粗糙线性近似空间及其代数结构

研究了基于同余关系的线性空间上下近似的性

质，并通过 ２ 个集合解决了信息丢失的问题，下面要

讨论上下近似的代数结构。
定义 ６　 设 Ｖ 是数域 Ｐ 上的线性空间，Ｘ 是 Ｖ

的任意子集，定义

ρＷ（Ｘ） ＝ （ρ
－Ｗ
（Ｘ），ρ－Ｗ（Ｘ））

　 　 定义 ７　 设 Ｖ 是数域 Ｐ 上的线性空间，Ｘ，Ｙ 是 Ｖ
的任意子集，则粗糙线性空间的并、交、补、差运算定

义为：
１） ρＷ（Ｘ） ∪ ρＷ（Ｙ） ＝ （ρ

－Ｗ
（Ｘ） ∪ ρ

－Ｗ
（Ｙ） ∪

ＰＸ（Ｙ），ρ
－
Ｗ（Ｘ） ∪ ρ－Ｗ（Ｙ））；

２） ρＷ（Ｘ） ∩ ρＷ（Ｙ） ＝ （ρ
－Ｗ
（Ｘ） ∩ ρ

－Ｗ
（Ｙ），

ρ－Ｗ（Ｘ） ∩ ρ－Ｗ（Ｙ） － ＱＸ（Ｙ））；
３ ） ρＷ（Ｘ⊥ ） ＝ ρＷ （Ｘ）⊥ ＝ （Ｖ － ρ－Ｗ（Ｘ），Ｖ －

ρ
－Ｗ
（Ｘ））；

４） ρＷ（Ｘ） － ρＷ（Ｙ） ＝ （ρ
－Ｗ
（Ｘ） － ρ－Ｗ（Ｙ），ρ

－
Ｗ（Ｘ） －

ρ
－Ｗ
（Ｙ） － ＱＸ（Ｙ⊥））。

推论 １　 １） ρＷ（Ｘ） ∪ ρＷ（Ｙ） ＝ ρＷ（Ｘ ∪ Ｙ）
２） ρＷ（Ｘ） ∩ ρＷ（Ｙ） ＝ ρＷ（Ｘ ∩ Ｙ）
证明：由定义可得 ρＷ（Ｘ ∪ Ｙ） ＝ （ρ

－Ｗ
（Ｘ ∪ Ｙ），

ρ－Ｗ（Ｘ ∪ Ｙ））， 又由定理 ２ 可得 ρ
－Ｗ
（Ｘ ∪ Ｙ） ＝

ρ
－Ｗ
（Ｘ） ∪ρ

－Ｗ
（Ｙ） ∪ ＰＸ（Ｙ），ρ

－
Ｗ（Ｘ ∩ Ｙ） ＝ ρ－Ｗ（Ｘ） ∩

ρ－Ｗ（Ｙ） － ＱＸ（Ｙ）。
所以 ρＷ（Ｘ） ∪ ρＷ（Ｙ） ＝ ρＷ（Ｘ ∪ Ｙ）。
同理可得 ρＷ（Ｘ） ∩ ρＷ（Ｙ） ＝ ρＷ（Ｘ ∩ Ｙ）。
定理 ３ 　 设 Ｖ 是数域 Ｐ 上的线性空间，Ｘ、Ｙ、Ｚ

是 Ｖ 的任意子集，则有

１）交换律：
ρＷ（Ｘ） ∪ ρＷ（Ｙ） ＝ ρＷ（Ｙ） ∪ ρＷ（Ｘ）；
ρＷ（Ｘ） ∩ ρＷ（Ｙ） ＝ ρＷ（Ｙ） ∩ ρＷ（Ｘ）。

　 　 ２）结合律：
（ρＷ（Ｘ） ∪ ρＷ（Ｙ）） ∪ ρＷ（Ｚ） ＝
ρＷ（Ｘ） ∪ （ρＷ（Ｙ） ∪ ρＷ（Ｚ））；
（ρＷ（Ｘ） ∩ ρＷ（Ｙ）） ∩ ρＷ（Ｚ） ＝
ρＷ（Ｘ） ∩ （ρＷ（Ｙ） ∩ ρＷ（Ｚ））。

　 　 ３）分配律：
ρＷ（Ｘ） ∪ （ρＷ（Ｙ） ∩ ρＷ（Ｚ）） ＝

（ρＷ（Ｘ） ∪ ρＷ（Ｙ）） ∩ （ρＷ（Ｘ） ∪ ρＷ（Ｚ））；
ρＷ（Ｘ） ∩ （ρＷ（Ｙ） ∪ ρＷ（Ｚ）） ＝

（ρＷ（Ｘ） ∩ ρＷ（Ｙ）） ∪ （ρＷ（Ｘ） ∩ ρＷ（Ｚ））。
　 　 ４）幂等律：

ρＷ（Ｘ） ∪ ρＷ（Ｘ） ＝ ρＷ（Ｘ）；
ρＷ（Ｘ） ∩ ρＷ（Ｘ） ＝ ρＷ（Ｘ）。

　 　 ５）０－１ 律：
ρＷ（Ｘ） ∪ ρＷ（⌀） ＝ ρＷ（Ｘ）；
ρＷ（Ｘ） ∩ ρＷ（Ｖ） ＝ ρＷ（Ｘ）。

　 　 ６）互补律：
ρＷ（Ｘ） ∪ ρＷ（Ｘ⊥） ＝ ρＷ（Ｖ）；
ρＷ（Ｘ） ∩ ρＷ（Ｘ⊥） ＝ ρＷ（⌀）。

　 　 ７）对偶律：
（ρＷ（Ｘ） ∪ ρＷ（Ｙ））⊥ ＝ ρＷ（Ｘ⊥） ∩ ρＷ（Ｙ⊥）；
（ρＷ（Ｘ） ∩ ρＷ（Ｙ））⊥ ＝ ρＷ（Ｘ⊥） ∪ ρＷ（Ｙ⊥）。

证明：
１）由 ＰＸ（Ｙ） 和 ＱＸ（Ｙ） 定义可以看出 ＰＸ（Ｙ） ＝

ＰＹ（Ｘ），ＱＸ（Ｙ） ＝ ＱＹ（Ｘ）。
所以

ρＷ（Ｘ） ∪ ρＷ（Ｙ） ＝ （ρ
－Ｗ
（Ｘ） ∪ ρ

－Ｗ
（Ｙ） ∪ ＰＸ（Ｙ），

ρ－Ｗ（Ｘ） ∪ ρ－Ｗ（Ｙ）） ＝ （ρ
－Ｗ
（Ｙ） ∪ ρ

－Ｗ
（Ｘ） ∪ ＰＹ（Ｘ）；

ρ－Ｗ（Ｙ） ∪ ρ－Ｗ（Ｘ）） ＝ ρＷ（Ｙ） ∪ ρＷ（Ｘ），
ρＷ（Ｘ） ∩ ρＷ（Ｙ） ＝ （ρ

－Ｗ
（Ｘ） ∩ ρ

－Ｗ
（Ｙ）；

ρ－Ｗ（Ｘ） ∩ ρ－Ｗ（Ｙ） － ＱＸ（Ｙ）） ＝ （ρ
－Ｗ
（Ｙ） ∩ ρ

－Ｗ
（Ｘ），

ρ－Ｗ（Ｙ） ∩ ρ－Ｗ（Ｘ） － ＱＹ（Ｘ）） ＝ ρＷ（Ｙ） ∩ ρＷ（Ｘ）。
　 　 ２） （ρＷ（Ｘ） ∪ ρＷ（Ｙ）） ∪ ρＷ（Ｚ） ＝

ρＷ（Ｘ ∪ Ｙ） ∪ ρＷ（Ｚ） ＝
ρＷ（（Ｘ ∪ Ｙ） ∪ Ｚ） ＝ （ρ

－Ｗ
（（Ｘ ∪ Ｙ） ∪ Ｚ）

ρ－Ｗ（（Ｘ ∪ Ｙ） ∪ Ｚ）） ＝ （ρ
－Ｗ
（Ｘ ∪ （Ｙ ∪ Ｚ））
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ρ－Ｗ（Ｘ ∪ （Ｙ ∪ Ｚ））） ＝
（ρ

－Ｗ
（Ｘ） ∪ ρ

－Ｗ
（Ｙ ∪ Ｚ） ∪ ＰＸ（Ｙ ∪ Ｚ）

ρ－Ｗ（Ｘ） ∪ ρ－Ｗ（Ｙ ∪ Ｚ）） ＝
ρＷ（Ｘ） ∪ （ρＷ（Ｙ） ∪ ρＷ（Ｚ））
（ρＷ（Ｘ） ∩ ρＷ（Ｙ）） ∩ ρＷ（Ｚ） ＝

ρＷ（Ｘ ∩ Ｙ） ∩ ρＷ（Ｚ） ＝
ρＷ（（Ｘ ∩ Ｙ） ∩ Ｚ） ＝ （ρ

－Ｗ
（（Ｘ ∩ Ｙ） ∩ Ｚ），

ρ－Ｗ（（Ｘ ∩ Ｙ） ∩ Ｚ）） ＝ （ρ
－Ｗ
（Ｘ ∩ （Ｙ ∩ Ｚ）），

ρ－Ｗ（Ｘ ∩ （Ｙ ∩ Ｚ））） ＝ （ρ
－Ｗ
（Ｘ） ∩ ρ

－Ｗ
（Ｙ ∩ Ｚ） ，

ρ－Ｗ（Ｘ） ∩ ρ－Ｗ（Ｙ ∩ Ｚ） － ＱＸ（Ｙ ∩ Ｚ）） ＝
ρＷ（Ｘ） ∩ （ρＷ（Ｙ） ∩ ρＷ（Ｚ））。

　 　 ３） ρＷ（Ｘ） ∪ （ρＷ（Ｙ） ∩ ρＷ（Ｚ）） ＝
ρＷ（Ｘ） ∪ ρＷ（Ｙ ∩ Ｚ） ＝ ρＷ（（Ｘ） ∪ （Ｙ ∩ Ｚ）） ＝

（ρ
－Ｗ
（Ｘ ∪ （Ｙ ∩ Ｚ）），

ρ－Ｗ（Ｘ ∪ （Ｙ ∩ Ｚ））） ＝
（ρ

－Ｗ
（（Ｘ ∪ Ｙ） ∩ （Ｘ ∪ Ｚ）），

ρ－Ｗ（（Ｘ ∪ Ｙ） ∩ （Ｘ ∪ Ｚ））） ＝
（ρ

－Ｗ
（Ｘ ∪ Ｙ） ∩ ρ

－Ｗ
（Ｘ ∪ Ｚ），

ρ－Ｗ（Ｘ ∪ Ｙ） ∩ ρ－Ｗ（Ｘ ∪ Ｚ） － ＱＸ＋Ｙ（Ｘ ∪ Ｚ）） ＝
ρＷ（Ｘ ∪ Ｙ） ∩ ρＷ（Ｘ ∪ Ｚ） ＝

（ρＷ（Ｘ） ∪ ρＷ（Ｙ）） ∩ （ρＷ（Ｘ） ∪ ρＷ（Ｚ）），
ρＷ（Ｘ） ∩ （ρＷ（Ｙ） ∪ ρＷ（Ｚ）） ＝

ρＷ（Ｘ） ∩ ρＷ（Ｙ ∪ Ｚ） ＝
ρＷ（Ｘ） ∩ （Ｙ ∪ Ｚ） ＝ （ρ

－Ｗ
（Ｘ ∩ （Ｙ ∪ Ｚ）），

ρ－Ｗ（Ｘ ∩ （Ｙ ∪ Ｚ））） ＝
（ρ

－Ｗ
（（Ｘ ∩ Ｙ） ∪ （Ｘ ∩ Ｚ）），

ρ－Ｗ（（Ｘ ∩ Ｙ） ∪ （Ｘ ∩ Ｚ））） ＝
（ρ

－Ｗ
（Ｘ ∩ Ｙ） ∪ ρ

－Ｗ
（Ｘ ∩ Ｚ） ∪ ＰＸ∩Ｙ（Ｘ ∩ Ｚ），

ρ－Ｗ（Ｘ ∩ Ｙ） ∪ ρ－Ｗ（Ｘ ∩ Ｚ）） ＝
ρＷ（Ｘ ∩ Ｙ） ∪ ρＷ（Ｘ ∩ Ｚ） ＝

（ρＷ（Ｘ） ∩ ρＷ（Ｙ）） ∪ （ρＷ（Ｘ） ∩ ρＷ（Ｚ））。
　 　 ４） ρＷ（Ｘ） ∪ ρＷ（Ｘ） ＝ ρＷ（Ｘ ∪ Ｘ） ＝ ρＷ（Ｘ）；
　 　 　 ρＷ（Ｘ） ∩ ρＷ（Ｘ） ＝ ρＷ（Ｘ ∩ Ｘ） ＝ ρＷ（Ｘ）。

５） ρＷ（Ｘ） ∪ ρＷ（⌀） ＝ ρＷ（Ｘ ∪ ⌀） ＝ ρＷ（Ｘ）；
　 　 　 ρＷ（Ｘ） ∩ ρＷ（Ｖ） ＝ ρＷ（Ｘ ∩ Ｖ） ＝ ρＷ（Ｘ）。

６） ρＷ（Ｘ） ∪ ρＷ（Ｘ⊥） ＝ ρＷ（Ｘ ∪ Ｘ⊥） ＝ ρＷ（Ｖ）；
ρＷ（Ｘ） ∩ ρＷ（Ｘ⊥） ＝ ρＷ（Ｘ∩Ｘ⊥） ＝ ρＷ（⌀）。

　 　 ７） 要 证 （ρＷ（Ｘ） ∪ ρＷ（Ｙ））⊥ ＝ ρＷ（Ｘ⊥ ） ∩
ρＷ（Ｙ⊥），只需证（ρＷ（Ｘ） ∪ ρＷ（Ｙ）） ∩ （ρＷ（Ｘ⊥） ∩
ρＷ（Ｙ⊥）） ＝ ρＷ（⌀）。
（ρＷ（Ｘ） ∪ ρＷ（Ｙ）） ∪ （ρＷ（Ｘ⊥） ∩ ρＷ（Ｙ⊥）） ＝ ρＷ（Ｖ），
（ρＷ（Ｘ） ∪ ρＷ（Ｙ）） ∩ （ρＷ（Ｘ⊥） ∩ ρＷ（Ｙ⊥）） ＝

（ρＷ（Ｘ） ∪ ρＷ（Ｙ）） ∩ ρＷ（Ｘ⊥）[ ] ∩ ρＷ（Ｙ⊥） ＝
（ρＷ（Ｘ） ∩ ρＷ（Ｘ⊥）） ∪ （ρＷ（Ｙ） ∩ ρＷ（Ｘ⊥））[ ] ∩

ρＷ（Ｙ⊥） ＝ ⌀ ∪ （ρＷ（Ｙ） ∩ ρＷ（Ｘ⊥））[ ] ∩
ρＷ（Ｙ⊥） ＝ ρＷ（Ｙ） ∩ ρＷ（Ｘ⊥） ∩ ρＷ（Ｙ⊥） ＝

ρＷ（⌀） ∩ Ｒ（Ｘ⊥） ＝ Ｒ（⌀），
（ρＷ（Ｘ） ∪ ρＷ（Ｙ）） ∪ （ρＷ（Ｘ⊥） ∩ ρＷ（Ｙ⊥）） ＝

（ρＷ（Ｘ） ∪ ρＷ（Ｙ） ∪ ρＷ（Ｘ⊥）） ∩
（ρＷ（Ｘ） ∪ ρＷ（Ｙ） ∪ ρＷ（Ｙ⊥）） ＝

（ρＷ（Ｖ） ∪ ρＷ（Ｙ）） ∩ （ρＷ（Ｖ） ∪ ρＷ（Ｘ）） ＝
ρＷ（Ｖ） ∩ ρＷ（Ｖ） ＝ ρＷ（Ｖ）。

所以 （ρＷ（Ｘ） ∪ ρＷ（Ｙ））⊥ ＝ ρＷ（Ｘ⊥） ∩ ρＷ（Ｙ⊥）。
同理可证 （ρＷ（Ｘ） ∩ ρＷ（Ｙ））⊥ ＝ ρＷ（Ｘ⊥ ） ∪

ρＷ（Ｙ⊥）。
定义 ８： 设 Ｖ 是数域 Ｐ 上的线性空间， 设 （Ｖ，

ρＷ） 为粗糙线性空间，对 Ｘ ⊆ Ｖ ， 定义 ρＷ（Ｘ） ＝
（ρ

－Ｗ
（Ｘ），ρ－Ｗ（Ｘ）） 为 （Ｖ，ρＷ） 上的一个 Ｒｏｕｇｈ 集。

定义 Ｆ ＝ （Ｖ，ρＷ（Ｘ）） Ｘ ⊆ Ｖ{ } ，称其为粗糙线性

近似空间。 其上的运算定义如下：
（Ｘ，ρＷ（Ｘ）） ∪ （Ｙ，ρＷ（Ｙ））＝ （Ｘ∪Ｙ，ρＷ（Ｘ∪Ｙ））
（Ｘ，ρＷ（Ｘ）） ∩ （Ｙ，ρＷ（Ｙ））＝ （Ｘ∩Ｙ，ρＷ（Ｘ∩Ｙ））
（Ｘ，ρＷ（Ｘ））⊥ ＝ （Ｘ⊥，ρＷ（Ｘ⊥））
０ ＝ （ρＷ（⌀），ρＷ（⌀））， １ ＝ （ρＷ（Ｖ），ρＷ（Ｖ））。

　 　 由以上分析可得出如下定理：
定理 ４　 代数系统 〈Ｆ，∪，∩，⊥，０，１〉 为布尔

代数。

４ 　 结束语

粗糙集与代数系统的结合研究是粗糙集理论研

究热点之一，把粗糙集与线性空间结合研究具有重

要的理论意义。 在本文中，根据线性空间中集合关

于同余关系的上下近似的性质，提出了 ２ 个集合以

解决线性空间中信息丢失的问题，通过对上近似的

交和下近似的并的等式的刻画，同时研究了粗糙线

性近似空间中上下近似的代数结构并证明了其构成

了布尔代数。 接下来将对此代数结构进行进一步的

研究。 但本文缺乏实际应用，未来将对上下近似的

代数结构和实际应用做进一步的研究。
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