
第 ８ 卷第 ５ 期　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 智　 能　 系　 统　 学　 报　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ｖｏｌ.８ №.５　
２０１３ 年 １０ 月　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 ＣＡＡＩ Ｔｒａｎｓａｃｔｉｏｎｓ ｏｎ Ｉｎｔｅｌｌｉｇｅｎｔ Ｓｙｓｔｅｍｓ　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 　 Ｏｃｔ. ２０１３　

ＤＯＩ:１０.３９６９ / ｊ.ｉｓｓｎ.１６７３￣４７８５.２０１２１２０１２
网络出版地址:ｈｔｔｐ: / / ｗｗｗ.ｃｎｋｉ.ｎｅｔ / ｋｃｍｓ / ｄｅｔａｉｌ / ２３.１５３８.ＴＰ.２０１３０９２９.１０４０.００１.ｈｔｍｌ

浸入与不变方法原理
及其在非线性自适应控制中的应用

刘振ꎬ谭湘敏ꎬ易建强ꎬ袁如意ꎬ范国梁
(中国科学院自动化研究所 综合信息系统研究中心ꎬ北京 １００１９０)

摘　 要:非线性系统理论的实际工程需求和复杂性使其成为控制学科中最具吸引力和挑战性的研究领域ꎬ为此介绍

了一种新的非线性控制律设计方法———浸入与不变(Ｉ＆Ｉ)理论.该方法首先选择一个比被控系统维数低的(局部)渐
近稳定的目标系统ꎬ然后设计浸入映射和控制律ꎬ使得原系统在控制律作用下的动态轨迹都是目标系统在浸入映射

下的像ꎬ并且该控制律能够保持目标系统的像为不变吸引流形ꎬ且使闭环轨迹有界.针对未知点质量模型ꎬ设计了一

种新的非线性浸入与不变自适应控制律ꎬ实现了对参考指令的精确跟踪.将其与基于确定等价原则的自适应控制律

相比较ꎬ仿真结果表明ꎬ所设计的浸入与不变控制律能够更好地处理带有未知参数的系统.
关键词:非线性控制ꎻ浸入与不变理论ꎻ自适应控制ꎻ控制律ꎻ未知点质量系统
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　 　 非线性是自然界和工程技术领域里普遍存在的

现象.由于各种各样的原因ꎬ人们总是无法对一个实

际工程对象进行精确建模.任何一个实际的物理系

统都是非线性的ꎬ而所谓的线性只是对非线性的一

种简化或近似ꎬ或说是非线性的一种特例.控制科学

发展至今ꎬ线性系统控制理论已经具有了相当完美

的理论框架ꎬ并且在工程实践中也有着成功的应用.



但其必须建立被控对象或过程的精确线性模型的局

限极大地制约了其进一步的发展.随着科学技术的

进步ꎬ传统的线性控制理论已经越来越难以满足对

系统控制性能的要求ꎻ因此ꎬ对非线性系统控制理论

的研究ꎬ具有重要的理论意义和迫切的现实需求.
从 ２０ 世纪 ８０ 年代以来ꎬ非线性系统理论得到

了蓬勃的发展.这一期间ꎬ以 Ａ. Ｉｓｉｄｏｒｉ 教授为代表

的非线性系统理论先驱们将微分几何等现代数学工

具成功应用到控制理论中.正如他在文献[１]中所预

言:用微分几何法研究非线性系统所取得的成功ꎬ就
像 ５０ 年代用拉氏变换及复变函数理论对单输入单

输出系统的研究ꎬ或 ６０ 年代用线性代数对多变量系

统的研究一样.微分几何方法的引入ꎬ给控制理论带

来了突破性进展ꎬ诸多基于微分几何方法的控制理

论被相继提出ꎬ并得到了广泛应用.
２００３ 年ꎬ意大利学者 Ａ. Ａｓｔｏｌｆｉ 等采用微分几何

的概念提出了一种新的非线性系统控制方法—浸入

与不变( ｉｍｍｅｒｓｉｏｎ ａｎｄ ｉｎｖａｒｉａｎｃｅꎬ Ｉ＆Ｉ) [２￣４] .与通常

的非线性系统镇定需要 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数不同ꎬＩ＆Ｉ 方

法不需要构造 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数.该方法通过选择浸入

映射和设计控制律ꎬ使得被控系统的任何轨迹都是

目标系统在该浸入映射下的像ꎬ并且设计的控制律

能够使目标系统的像为不变吸引流形ꎬ从而保证整

个系统的稳定性.该方法虽然提出时间不长ꎬ但由于

其显著的非线性自适应性能ꎬ已经被广泛应用到各

个方面[５￣１２] .本文专门讨论 Ｉ＆Ｉ 方法的基本原理、设
计方法及其在自适应理论上的拓展ꎬ并将其应用到

未知点质量系统的自适应控制上.

１　 浸入与不变稳定理论

１.１　 基本原理

设系统

ｘ̇ ＝ ｆ(ｘ) ＋ ｇ(ｘ)ｕ. (１)
式中:系统状态 ｘ ∈ Ｒｎ ꎬ输入 ｕ ∈ Ｒｍ .

考虑系统(１)的镇定问题ꎬ即寻找状态反馈控

制律 ｕ ＝ ｖ(ｘ) ꎬ使 ｘ∗为闭环系统的(局部)渐近稳

定平衡点.假设存在如下映射:
α(􀅰):Ｒｐ → Ｒｐꎬπ(􀅰):Ｒｐ → Ｒｎꎬｃ(􀅰):Ｒｐ → Ｒｍꎬ

φ(􀅰):Ｒｎ → Ｒｎ－ｐꎬψ(􀅰ꎬ􀅰):Ｒｎ×(ｎ－ｐ) → Ｒｍꎬ
其中 ｐ < ｎ ꎬ使得下面的 ４ 个假设成立[３] .

假设 １(目标系统) 　 存在系统 ξ̇ ＝α(ξ)ꎬξ ∈
Ｒｐꎬ 具有 (局部) 渐近稳定平衡点 ξ∗ꎬ且 ｘ∗ ＝
π(ξ∗) .

假设 ２(浸入条件)　 对于所有 ξ ∈ Ｒｐꎬ 有

ｆ π(ξ)( ) ＋ ｇ π(ξ)( ) ｃ π(ξ)( ) ＝ ∂π
∂ξ

α(ξ). (２)

假设 ３(隐流形)　 下面集合恒等成立:
Ｍ ＝ ｘ( ｔ) ∈ Ｒｎ ｜ φ(ｘ) ＝ ０{ } ＝

ｘ( ｔ) ∈ Ｒｎ ｜ ｘ ＝ π(ξ)ꎬ ξ ∈ Ｒｐ{ } .
　 　 假设 ４(流形吸引性与轨迹有界性)　 存在系统

ｚ̇ ＝ ∂φ
∂ｘ

( ｆ(ｘ) ＋ ｇ(ｘ)ψ(ｘꎬｚ))ꎬ

ｘ̇ ＝ ｆ(ｘ) ＋ ｇ(ｘ)ψ(ｘꎬｚ)ꎬ (３)
各个状态都是有界的ꎬ且满足:

ｌｉｍ
ｔ→¥

ｚ( ｔ) ＝ ０. (４)

那么ꎬｘ∗就是闭环系统(５)的(局部)渐近稳定平衡

点ꎬ也称为浸入与不变稳定.

ｘ̇ ＝ ｆ(ｘ) ＋ ｇ(ｘ)ψ(ｘꎬｚ) . (５)
详细证明过程可参考文献[２￣３] .
从上面的叙述中可以看出ꎬ一个系统的 Ｉ＆Ｉ 镇

定可以分 ２ 步实现.首先ꎬ选择一个比原系统维数严

格低的(局部)渐近稳定的目标系统ꎬ找到一个浸入

映射 ｘ ＝ π(ξ)ꎬ 使得假设 ２ 成立ꎻ其次ꎬ设计控制

律ꎬ使得流形 Ｍ 为不变吸引流形ꎬ并且闭环系统有

界.显然ꎬ应用 Ｉ＆Ｉ 方法时ꎬ需要根据目标系统的选

取ꎬ通过求解偏微分方程进而确定浸入映射 π(􀅰)ꎬ
而这往往是比较困难的.幸运的是ꎬ很多情况下根据

原系统和控制目标物理原理及系统理论的知识来选

择目标系统可以大大简化该问题.该方法特别适用

于对被控对象的降阶系统设计稳定控制器的情

形[２￣３] .图 １ 是 Ｉ＆Ｉ 方法的一个形象描述ꎬ原系统是

一个 ｎ 维系统(图中 ｎ ＝ ３)ꎬ按照 Ｉ＆Ｉ 理论ꎬ目标系

统可以选择 １ 到 ｎ－１ 维任何一种情况.而基于 Ｌｙａ￣
ｐｕｎｏｖ 直接法的控制器设计方法可以看作是 Ｉ＆Ｉ 方
法的一个特例ꎬ但设计控制律时需要选择Ｌｙａｐｕｎｏｖ
函数 Ｖ(ｘ)ꎬ 该函数正定且其导数 Ｖ􀅰 ＝ α(Ｖ) < ０.从
Ｉ＆Ｉ 理论的角度看ꎬＩ＆Ｉ 方法是将一个在原点渐近稳
定的一维目标系统 Ｖ􀅰 ＝ α(Ｖ) 浸入到高维的原系统中.

图 １　 浸入与不变方法
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１.２　 简单示例

下面通过一个简单的例子来详细说明 Ｉ＆Ｉ 镇定

的方法.考虑系统:

ｘ̇１ ＝ ｆ(ｘ１ꎬｘ２) ＝ － ｘ１ － ｘ３
１ ＋ ｘ１ｘ２ꎬ

ｘ̇２ ＝ ｕ.{ (６)

式中:系统状态 ｘ ＝ ｘ１ꎬｘ２( ) Ｔ ∈Ｒ２ꎬ控制输入 ｕ∈Ｒ.
简单地计算可以得出 ｘ̇１ ＝ ｆ(ｘ１ꎬ０)＝ － ｘ１ － ｘ３

１ 在

原点是渐近稳定的ꎬ因此可取目标系统为 ξ̇ ＝ － ξ －
ξ３(参考文献[２]ꎬ这是对于此类系统选取目标系统

的通常方法).
选择 π１(ξ) ＝ ξ ꎬ则偏微分方程(２)可以记为

－ ξ － ξ３ ＋ π２(ξ)ξ ＝ － ξ － ξ３ꎬ

ｃ(ξ) ＝
∂π２(ξ)

∂ξ
ξ̇.

ì

î

í

ï
ï

ïï

通过第 １ 个方程求出 π２(ξ) ＝ ０.因此隐流形可以表

示为 φ(ｘ) ＝ ｘ２ .
至此ꎬ假设 １、假设 ２ 和假设 ３ 都已验证成立.根

据式(３)ꎬ流形外(ｏｆｆ￣ｔｈｅ￣ｍａｎｉｆｏｌｄ)动态方程可以表

示为 ｚ̇ ＝ ｘ̇２ ＝ ｕ. 取 ｕ ＝ － Ｋ(ｘ１ꎬｘ２) ｚ ꎬ其中 Ｋ(ｘ１ꎬ
ｘ２) ≥ ｋ > ０ꎬ于是闭环系统的状态方程可以表示为

ｘ̇１ ＝ － ｘ１ － ｘ３
１ ＋ ｘ２ꎬ

ｘ̇２ ＝ － Ｋ(ｘ１ꎬｘ２)ｘ２ꎬ

ｚ̇ ＝ － Ｋ(ｘ１ꎬｘ２) ｚ.

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

(７)

从式(７)的最后 ２ 个方程可以看出 ｘ２ 和 ｚ 收敛

到零ꎬ因此式(４)成立.下面只需证明 ｘ１ 有界即可完

成 Ｉ＆Ｉ 镇定设计.取
Ｗ(ｘ１ꎬｘ２) ＝ Ｖ(ｘ１) ＋ １

２
ｘ２
２ꎬ

求导得

Ｗ
􀅰

＝ ∂Ｖ
∂ｘ１

ｆ(ｘ１ꎬ０) ＋ ∂Ｖ
∂ｘ１

ｘ１ｘ２ － Ｋ(ｘ１ꎬｘ２)ｘ２
２ ≤

∂Ｖ
∂ｘ１

ｆ(ｘ１ꎬ０) ＋ γ(ｘ１)ｘ２
１ｘ２

２ ＋

１
γ(ｘ１)

∂Ｖ
∂ｘ１

２

－ Ｋ(ｘ１ꎬｘ２)ｘ２
２ . (８)

式中: γ(ｘ１) > ０.
　 　 取 Ｖ(ｘ１) ＝ ｘ２

１ / ２ꎬ 简单地推导可以得出ꎬ当取

γ(ｘ１) ＝ １ꎬ Ｋ(ｘ１ꎬｘ２) － ｘ２
１ > ０ 时ꎬ有 Ｗ

􀅰
< ０. 至此可

证明 ｘ１ 有界ꎬ于是假设 ４ 成立.从式(８)可以看出ꎬ

Ｖ(ｘ１) 不必选取 ｘ̇１ ＝ ｆ(ｘ１ꎬ０) 的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数ꎬ而只

需保证 Ｖ(ｘ１) ≥０ꎬ然后适当选取 γ和 Ｋ使Ｗ
􀅰

< ０ 即

可.在某些情况下ꎬ保证后者要比选取 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函

数简单.

按照上述的推导过程ꎬ可取

Ｋ(ｘ１ꎬｘ２) ＝ ｒ１ｘ２
１ ＋ ｒ２ .

式中: ｒ１ ≥ １ꎬ ｒ２ > ０.最终的 Ｉ＆Ｉ 镇定控制律为

ｕＩ＆Ｉ ＝ － ( ｒ１ｘ２
１ ＋ ｒ２)ｘ２ .

另外ꎬ原系统(６)的状态方程显然满足“下三

角”形式ꎬ因此可参考文献[１３]ꎬ设计一种 Ｂａｃｋｓｔｅｐ￣
ｐｉｎｇ 控制律为

ｕｂ ＝ － ２ｘ２
１ － ３ｘ２ ＋ ２ｘ４

１ － ２ｘ２
１ｘ２ .

２ 种控制律的仿真结果如图 ２ ~ ４ 所示.初始状

态都选为 ｘ ＝ (４ꎬ３) Ｔꎬ 其中图 ２ 和图 ３ 中 Ｉ＆Ｉ 控制

律的参数选为 ｒ１ ＝ １ꎬ ｒ２ ＝ ２.可以看出ꎬ采用 Ｉ＆Ｉ 方法

设计的控制律不仅形式更为简单ꎬ而且镇定效果也

很出色.图 ４ 是 Ｉ＆Ｉ 方法在不同参数下对应的状态

轨迹图ꎬ阴影部分代表不变流形 ｚ ＝０ꎬ 轨迹图显示

出不同参数下该流形都具有不变性和吸引性.

图 ２　 状态 ｘ 的变化曲线
Ｆｉｇ.２　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔａｔｅｓ ｘ

图 ３　 输入 ｕ 的变化曲线
Ｆｉｇ.３　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ｉｎｐｕｔ ｕ
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图 ４　 状态轨迹
Ｆｉｇ.４　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔａｔｅｓ

２　 浸入与不变自适应控制

２.１　 基本原理

　 　 对于系统(１)ꎬ若函数 ｆ(􀅰) 和 ｇ(􀅰) 中含有未

知参数 θ∈Ｒｑ ꎬ那么系统的镇定问题就变成含有未

知参数的自适应控制问题.定义如下假设:
假设 ５(可镇定性)　 　 存在一个参数化的函数

υ(ｘꎬθ)ꎬ θ ∈ Ｒｑ ꎬ使得系统

ｘ􀅰 ＝ ｆ∗(ｘ) 􀰛 ｆ(ｘ) ＋ ｇ(ｘ)υ(ｘꎬθ)
有一个全局渐近稳定的平衡点 ｘ ＝ ｘ∗ .

如果系统 ( １) 满足假设 ５ꎬ并且能找到函数

β(􀅰) 和 ω(􀅰)ꎬ 使得如下扩展系统:

􀰐:
ｘ􀅰 ＝ ｆ(ｘ) ＋ ｇ(ｘ)υ(ｘꎬθ^ ＋ β(ｘ))ꎬ

θ
　 􀅰　^ ＝ ω(ｘꎬθ^) .{

关于目标系统 ΣＴ:ξ̇ ＝ ｆ∗(ξ) 是 Ｉ＆Ｉ 稳定的ꎬ那么系

统(１)就被称为自适应浸入与不变( Ｉ＆Ｉ)可镇定

的[２] .
在 Ｉ＆Ｉ 自适应方法中ꎬ系统的未知参数 θ 用 θ＾ ＋

β(ｘ) 来估计ꎬ相比传统的基于确定等价原则的自适

应控制方法多出额外一项 β(ｘ) . β(ｘ) 的引入使得

整个参数估计律由单一的积分作用转变为比例积分

作用ꎬ设计估计律时更加灵活有效.另外ꎬＩ＆Ｉ 理论通

过保持流形的不变性与吸引性来保证整个系统的稳

定性ꎬ该思想同样也可以应用到参数估计自适应律

的设计上.通常在 Ｉ＆Ｉ 自适应设计中选取未知参数

的估计值和真实值之间的差值作为不变流形ꎬ通过

保持该流形的不变与吸引性ꎬ可以保证估计误差有

界甚至收敛到零.
２.２　 简单示例

下面通过一个简单的例子来说明 Ｉ＆Ｉ 自适应控

制方法与传统的基于确定等价原则的自适应控制方

法的不同.
考虑系统:

ｘ̇ ＝ θ１ｘ２ ＋ θ２ｘ ＋ ｕ. (９)
式中: θ１ꎬθ２ ∈ Ｒ 是未知常数ꎬ设计控制律使闭环系

统(９)在原点渐近稳定平衡.
如果采用基于确定等价原则的自适应控制方

法ꎬ可以设计状态反馈控制律和参数估计自适应律:

ｕ ＝ － θ^１ｘ２ － θ^２ｘ － ｃｘꎬ

θ^
􀅰

１ ＝ ω１ꎬθ^
􀅰

２ ＝ ω２ .

ì

î

í
ïï

ïï

式中: ｃ > ０.选择 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数:

Ｖ(ｘꎬθ^１ꎬθ^２) ＝ １
２
ｘ２ ＋ １

２
ｒ１ ( θ^１ － θ１) ２ ＋

１
２
ｒ２ ( θ^２ － θ２) ２ .

式中: ｒ１ > ０ꎬｒ２ > ０ꎬ求导整理得

Ｖ
􀅰
＝ ( θ^１ － θ１)(ｘ３ － ｒ１ω１) ＋

( θ^２ － θ２)(ｘ２ － ｒ２ω２) － ｃｘ２ .
因此自适应律可以选为

ω１ ＝ １
ｒ１
ｘ３ꎬ

ω２ ＝ １
ｒ２
ｘ２ .

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

此时有 Ｖ
􀅰
＝ － ｃｘ２ .

上述方法可以保证 (ｘꎬθ^１ꎬθ^２) ＝ ０ 是全局渐近

稳定的.但它的一个缺点是参数估计误差 θ^ － θ 的动

态变化过程无法调节ꎬ而这一估计误差有时会严重

影响到闭环系统的瞬态响应.而 Ｉ＆Ｉ 自适应镇定可

以很好地解决这个问题.
考虑如下扩展系统:

ｘ̇ ＝ θ１ｘ２ ＋ θ２ｘ ＋ ｕꎬ

θ^
􀅰

１ ＝ ω１ꎬ

θ^
􀅰

２ ＝ ω２ .

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(１０)

定义流形:

Ｍ ＝ 　
　(ｘꎬθ^１ꎬθ^２) ∈ Ｒ３ ｜ θ^１ － θ １ ＋ β １(ｘ) ＝ ０ꎬ{

θ^２ － θ ２ ＋ β ２(ｘ) ＝ ０ 　
　} .

式中: β １(ｘ) 和 β ２(ｘ) 是待选取的函数.若该流形能

够保持不变性ꎬ系统(１０)的第 １ 个式子可以表示为

ｘ̇ ＝ (θ^１ ＋ β１(ｘ))ｘ２ ＋ (θ^２ ＋ β２(ｘ))ｘ ＋ ｕ. (１１)
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此时ꎬ系统(１１)中的各个参数都是已知的ꎬ因
此可以设计控制律:

ｕ ＝ － ｃｘ － ( θ^１ ＋ β １(ｘ))ｘ２ － ( θ^２ ＋ β ２(ｘ))ｘ.
式中: ｃ > ０.

现在只需设计自适应律 ω １、 ω ２ 和额外项

β １(ｘ)、 β ２(ｘ) ꎬ使得 Ｍ 流形具有不变性和吸引性ꎬ
就可以保证闭环系统在原点是渐近稳定的.流形外

的方程为

ｚ１ ＝ θ^１ － θ１ ＋ β１(ｘ)ꎬ

ｚ２ ＝ θ^２ － θ２ ＋ β２(ｘ) .
{ (１２)

对式(１２)求导ꎬ得

ｚ̇１ ＝ ω １ ＋
∂β １(ｘ)

∂ｘ
( θ^１ ＋ β １(ｘ) － ｚ１)ｘ２ ＋(

　 　 ( θ^２ ＋ β ２(ｘ) － ｚ２)ｘ ＋ ｕ)ꎬ

ｚ̇２ ＝ ω ２ ＋
∂β ２(ｘ)

∂ｘ
( θ^１ ＋ β １(ｘ) － ｚ１)ｘ２( ＋

　 　 ( θ^２ ＋ β ２(ｘ) － ｚ２)ｘ ＋ ｕ ) .

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

(１３)

选取

ω１ ＝ －
∂β１(ｘ)

∂ｘ
(θ^１ ＋ β１(ｘ))ｘ２( ＋ (θ^２ ＋ β２(ｘ))ｘ ＋ ｕ) ꎬ

ω２ ＝ －
∂β２(ｘ)

∂ｘ
(θ^１ ＋ β１(ｘ))ｘ２( ＋ (θ^２ ＋ β２(ｘ))ｘ ＋ ｕ) .

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１４)
将式(１４)代入式(１３)ꎬ得

ｚ̇１ ＝ －
∂β１(ｘ)

∂ｘ
ｚ１ｘ２ ＋ ｚ２ｘ( ) ꎬ

ｚ̇２ ＝ －
∂β２(ｘ)

∂ｘ
ｚ１ｘ２ ＋ ｚ２ｘ( ) .

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(１５)

对于式(１５)ꎬ考虑 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数:

Ｖ( ｚ１ꎬｚ２) ＝ １
２
ｚ２１ ＋ １

２
ｚ２２ꎬ

有

Ｖ
􀅰
＝ －

∂β １(ｘ)
∂ｘ

ｚ１ｘ２ ＋ ｚ２ｘ( ) ｚ１ －

∂β ２(ｘ)
∂ｘ

ｚ１ｘ２ ＋ ｚ２ｘ( ) ｚ２ . (１６)

取

∂β １(ｘ)
∂ｘ

＝ ｒｘ２ꎬ

∂β ２(ｘ)
∂ｘ

＝ ｒｘ.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ï

式中: ｒ > ０ꎬ代入式(１６)ꎬ有

Ｖ
􀅰
＝ － ｒ ( ｚ１ｘ２ ＋ ｚ２ｘ) ２ ≤ ０

至此ꎬ采用 Ｉ＆Ｉ 自适应方法的控制律设计完毕.
２ 种控制律的仿真结果如图 ５ 和图 ６.初始状态

为 ｘ ＝ ３ꎬ未知参数的真值为 (θ １ꎬθ ２) ＝ (５ꎬ３)ꎬ 但初

始估计值都选为零.基于确定等价原则的自适应控

制律参数选为 ｒ１ ＝ ｒ２ ＝ １ꎬｃ ＝ ２ꎬＩ＆Ｉ 自适应控制律参

数选为 ｒ ＝ １ꎬｃ ＝ ２.从图中可以看出ꎬＩ＆Ｉ 自适应控制

器比传统的自适应控制器镇定效果更佳ꎬ而且对未

知参数的估计也更为准确.需要说明的是ꎬＩ＆Ｉ 自适

应控制中ꎬ参数估计值并不能绝对收敛到真值ꎬ有关

这个问题可参见文献[１２ꎬ１４].

图 ５　 状态 ｘ 及输入 ｕ 的变化曲线
Ｆｉｇ.５　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔａｔｅｓ ｘ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ｉｎｐｕｔ ｕ

图 ６　 参数估计曲线
Ｆｉｇ.６　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｅｓｔｉｍａｔｅ ｃｕｒｖｅｓ
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３　 基于 Ｉ＆Ｉ 的未知点质量系统非线性
自适应控制

３.１　 模型描述

考虑一个水平放置的未知点质量系统 ｍ 受到

控制输入力 ｕ 、未知常值干扰力 ｄ 、未知粘滞阻力

ｋｖ ｘ̇ 以及未知弹性力 ｋｐｘ 的作用.按照牛顿定律ꎬ建立

模型[１５]:
ｍｘ̈ ＝ ｕ ＋ ｄ － ｋｐｘ － ｋｖ ｘ̇. (１７)

式中: ｍ 、 ｋｖ 、 ｋｐ 都是未知正常数ꎬ ｄ 是未知常数.控
制任务为设计反馈控制律ꎬ使 ｘ 渐近跟踪参考信

号 ｘｒ .
３.２　 Ｉ＆Ｉ 自适应控制律设计

模型(１７)可以表示成

ｘ̇１ ＝ ｘ２ꎬ

ｘ̇２ ＝ θ２ｕ ＋ φＴθ１ .
{

式中: ｘ１ ＝ ｘꎬ θ２ ＝ １ / ｍꎬ φ ＝ － ｘ１ꎬ － ｘ２ꎬ１( ) Ｔꎬ θ１ ＝
ｋｐ / ｍꎬｋｖ / ｍꎬｄ / ｍ( ) Ｔ . θ１、 θ ２ 为未知参数ꎬ取自适应

律为

θ^
􀅰

１ ＝ ω１ꎬ

θ^
􀅰

２ ＝ ω ２ .

ì

î

í

ï
ï

ïï

并且令 θ１、 θ －１
２ 的估计分别为 θ^１ ＋ β １(ｘ) 、 θ^２ ＋

β ２(ｘꎬθ^１) ꎬ则未知参数的估计误差为

ｚ１ ＝ θ^１ ＋ β １(ｘ) － θ１ꎬ

ｚ２ ＝ θ^２ ＋ β ２(ｘꎬθ^１) － θ －１
２ .{ (１８)

跟踪误差设为 ｘ~ ＝ ｘ１ － ｘｒ . 若存在

ｓ ＝ ｘ~􀅰 ＋ λｘ~ ＝ ０ꎬλ > ０ꎬ
则跟踪误差渐近收敛到零.对上式求导ꎬ整理得

ｓ􀅰 ＝ (θ ２ｕ ＋ φＴθ１) － ｘ̈ｒ ＋ λ(ｘ２ － ｘ̇ｒ) . (１９)
取控制律

ｕ ＝ ( θ^２ ＋ β ２(ｘꎬθ　^ １))υ. (２０)
将式(１８)和式(２０)代入式(１９)ꎬ得

ｓ􀅰 ＝ θ ２ｚ２υ ＋ υ ＋ φＴ(θ　^ １ ＋ β １(ｘ) － ｚ１) －

ｘ̈ｒ ＋ λ(ｘ２ － ｘ̇ｒ) . (２１)
可选取

υ ＝ － (φＴ(θ　^ １ ＋ β １(ｘ)) － ｘ̈ｒ ＋ λ(ｘ２ － ｘ̇ｒ) ＋ ｃｓ) .
(２２)

式中: ｃ > ０.
接下来需要设计参数自适应律 ω１、 ω ２ 以及额

外项 β １(ｘ) 、 β ２(ｘꎬθ　^ １) .

对式(１８)求导ꎬ整理得

ｚ􀅰１ ＝ ω１ ＋
∂β１

∂ｘ１
ｘ２ ＋

∂β１

∂ｘ２
(φＴθ１ ＋ θ２ｚ２υ ＋ υ)ꎬ

ｚ􀅰２ ＝ ω２ ＋
∂β２

∂ｘ１
ｘ２ ＋

∂β２

∂ｘ２
(φＴθ１ ＋ θ２ｚ２υ ＋ υ) ＋

∂β２

∂θ　^ １

ω１.

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(２３)
取自适应律:

θ　^
􀅰

１ ＝ －
∂β １

∂ｘ１
ｘ２ －

∂β １

∂ｘ２
(φＴ(θ　^ １ ＋ β １) ＋ υ)ꎬ

θ^
􀅰

２ ＝ －
∂β ２

∂ｘ１
ｘ２ －

∂β ２

∂ｘ２
(φＴ(θ　^ １ ＋ β １) ＋ υ) －

∂β ２

∂θ　^ １

ω １ .

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

(２４)
　 　 将式(２４)代入式(２３)ꎬ得

ｚ􀅰１ ＝ －
∂β １

∂ｘ２
(φＴｚ１ － θ ２ｚ２υ)ꎬ

ｚ􀅰２ ＝ －
∂β ２

∂ｘ２
(φＴｚ１ － θ ２ｚ２υ) .

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

(２５)

取

∂β １

∂ｘ２

＝ ｒ１φꎬ

∂β ２

∂ｘ２

＝ － ｒ２υ.

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

式中: ｒ１ > ０ꎬ ｒ２ > ０.整理得

β １ ＝ ｒ１( － ｘ１ｘ２ꎬ －
ｘ２
２

２
ꎬｘ２) Ｔꎬ

β ２ ＝ ｒ２(( － ｘ１ｘ２ꎬ －
ｘ２
２

２
ꎬｘ２) θ　^ １ ＋ (ｃ ＋ λ)

ｘ２
２

２
＋

　 　 ( － ｃｘ̇ｒ ＋ ｃλｘ１ － ｃλｘｒ － ｘ̈ｒ － λｘ̇ｒ)ｘ２ ＋

　 　 ｒ１ｒ２(
ｘ２
１ｘ２

２

２
＋
ｘ４
２

８
＋
ｘ２
２

２
)) .

ì

î

í

ï
ï
ï
ï
ï

ï
ï
ï
ï
ï

将 β １ 代入式(２４)的第 １ 个式子可以得到 ω１ꎬ
然后根据式(２２)可以求出 υꎬ 最后可以求出 β ２、 ω ２ .
３.３　 稳定性分析

将式(２１)和式(２５)重新整理ꎬ得

ｓ􀅰 ＝ － ｃｓ － ΦＴ(ｘꎬθ　^ １)ｚꎬ

ｚ̇ ＝ － ΓΦ(ｘꎬθ　^ １)ΦＴ(ｘꎬθ　^ １)ｚ.
{

式中: ｚ ＝ ( ｚＴ１ꎬｚ２) Ｔꎬ Φ(ｘꎬ θ　^ １) ＝ φＴꎬ － θ ２υ( ) Ｔ ꎬ
Γ ＝ｄｉａｇ( ｒ１Ｉ３×３ꎬｒ２θ

－１
２ ) .

取 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数:

Ｖ( ｓꎬｚ) ＝ １
２
ｓ２ ＋ ｃ －１ｚＴΓ－１ｚ.

求导整理得
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Ｖ
􀅰
＝ － ｃｓ２ － ｓΦ(ｘꎬθ　^ １)ｚ － ２ｃ －１(Φ(ｘꎬθ　^ １) ｚ) ２ ≤

－ ｃｓ２ ＋ １
２
ｃｓ２ ＋ １

２
ｃ－１(Φ(ｘꎬθ　^ １)ｚ)２ － ２ｃ－１(Φ(ｘꎬθ　^ １)ｚ]２ ＝

－ １
２
ｃｓ２ － ３

２
ｃ－１(Φ(ｘꎬθ　^ １)ｚ)２.

因此ꎬ在选定 ｃ > ０ 后ꎬ ｓ 、 ｚ 在原点都是渐近稳

定ꎬ进而可知跟踪误差 ｌｉｍ
ｔ→¥

ｘ~( ｔ) ＝ ０.

３.４　 仿真分析

仿真实验采用文献[１４]中所设计的基于确定

等价原则的传统自适应控制器ꎬ与 Ｉ＆Ｉ 自适应控制

器比较ꎬ仿真结果如图 ７ ~ １０.未知点质量模型的初

始状态为(ｘ１ꎬｘ２) ＝ (０ꎬ０)ꎬ参数选为(ｍꎬｋｐꎬｋｖꎬｄ)＝
(１０ꎬ１ꎬ１ꎬ１)ꎬ但初始估计值都选为零ꎬ参考指令为

ｘｒ ＝ １０.文献[１５]中自适应控制律参数选为 ｋ１ ＝ １ꎬ
ｋ２ ＝ ２ꎬｋ３ ＝ １ꎬＩ＆Ｉ 自适应控制律参数选为 ｒ１ ＝ １ꎬｃ ＝
２ꎬｒ２ ＝ １ꎬλ ＝ ２.

图 ７(ａ)、(ｂ)和(ｃ)分别是状态 ｘ１、 ｘ２ 和输入 ｕ
在 ２ 种控制律下随时间的变化曲线.可以看出ꎬ在输

入允许的情况下ꎬＩ＆Ｉ 自适应控制律使得状态 ｘ１ 更

快地跟踪到参考值ꎬ显示出更好的控制效果.图 ８

(ａ)和(ｂ)分别是 ｓ 和 Φ(ｘꎬθ　^ １)ｚ 随时间的变化曲

线.曲线显示 ｓ 和 Φ(ｘꎬθ　^ １)ｚ 最终都收敛于零ꎬ按照

上节推导过程可知ꎬ这是跟踪误差 ｘ~ 趋于零的必要

条件.图 ９ 是 Ｉ＆Ｉ 自适应控制方法的状态轨迹图ꎬ阴

影部分代表流形 Φ(ｘꎬθ　^ １)ｚ ＝ ０ꎬ 可以看出流形对状

态轨迹具有吸引性ꎬ并且当达到 (ｘ１ꎬｘ２) ＝ (１０ꎬ０)
后ꎬ系统状态进入流形并维持不变ꎬ即流形不变.应

当说明的是ꎬ Φ(ｘꎬθ　^ １)ｚ ＝ ０ 并不意味着 ｚ ＝ ０ꎬ 也就

是说并不能保证参数估计到真值.图 １０ 进一步说明

了这个问题ꎬＩ＆Ｉ 自适应控制律的参数估计值收敛

到某一个固定值ꎬ而并非一定是真实值.同样ꎬ关于

这个问题可参考文献[１２ꎬ１４].

图 ７　 状态 ｘ 和输入 ｕ 变化曲线

Ｆｉｇ. ７　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔａｔｅｓ ａｎｄ ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ｉｎｐｕｔ

图 ８　 ｓ 和 Φ(ｘꎬθ　^ １)ｚ 的变化曲线

Ｆｉｇ.８　 Ｔｉｍｅ ｈｉｓｔｏｒｉｅｓ ｏｆ ｓ ａｎｄ Φ(ｘꎬθ　^ １)ｚ

图 １０　 参数估计曲线

Ｆｉｇ.１０　 Ｐａｒａｍｅｔｅｒ ｅｓｔｉｍａｔｅ ｃｕｒｖｅｓ

图 ９　 状态轨迹

Ｆｉｇ.９　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｔｈｅ ｓｔａｔｅｓ
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４　 结束语

浸入与流形不变方法在一定程度上解决了构造

控制 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数的难题ꎬ非常适用于能够对降阶

系统设计稳定控制器的情形.在自适应控制方面ꎬ
Ｉ＆Ｉ 理论不依赖于确定等价原则ꎬ即参数的估计值

并不完全由参数自适应律获得ꎬ而是引入一个额外

非线性函数ꎬ提高了参数估计的有效性.另外ꎬＩ＆Ｉ 自
适应控制器包括控制律和参数估计器 ２ 个独立的模

块ꎬ可以分别进行设计ꎬ这样使得控制参数的调整也

比基于 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 设计理论容易许多.将该方法应用

于未知点质量系统ꎬ仿真结果表明了该方法能有效

地处理模型的未知参数带来的不确定性.需要指出

的是ꎬ该方法也可扩展用于非线性参数化模型及带

有其他不确定性的非线性系统中.
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