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模糊推理的统计敏感性分析
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摘　要 :在设计模糊逻辑系统时 ,如何实现其对输入噪声的鲁棒性是一个首要的问题 ,相应地如何很好地分析其对

输入噪声的鲁棒性 (也称敏感性分析)也就成了一个重要问题.使用统计的方法 ,对常见的模糊推理方法进行了敏感

性分析.首先以均值与方差为基础 ,提出了 2个模糊集的ε2统计相等的概念 ;随后导出了常见的模糊推理方法的统计

敏感性 ,这包括链接模糊推理与多规则模糊推理.与前人相关工作不同的是 ,更着重于模糊推理的方差分析 ,这一方

法从数理统计的角度来看能更好地揭示模糊推理本质的敏感性.
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Abstract :Robust ness of inp ut noise is an important issue when designing a f uzzy logic system. In t his pa2
per , a statistics2based met hod is int roduced to analyze t he sensitivity of various pop ular f uzzy reasoning

met hods. U sing t he new concept ofε2statistical2equalities , t he statistical sensitivity between two f uzzy set s

is analyzed based on their means and variances. Then t he statistical sensitivities of various pop ular f uzzy

reasoning methods are derived , including syllogistic f uzzy reasoning and f uzzy reasoning wit h multiple

rules. Different f rom ot her research work , t he variance analysis of f uzzy reasoning is particularly emp ha2
sized to bet ter reveal t he sensitivity of f uzzy reasoning f rom a statistical perspective.
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　　自从 Zadeh提出了模糊推理的合成规则[4 - 6 ]以

后 ,众多的蕴涵与连接算子被引入到模糊推理中形

成了各种模糊推理方法[1 ,4 - 8 ,10 ,12 - 13 ] .模糊推理尝试

摄取人类推理的本质 ,并在设计与分析模糊控制器

中扮演着关键的角色 ,在模糊推理中人类专家的主

观经验被转换成定量的推理规则.在设计模糊控制

器时 ,通常要分析其对实际输入信号中所含噪音的

鲁棒性.目前 ,对模糊推理的鲁棒性分析已有了不少

研究. Pappis使用了逼近度来分析模糊推理的敏感

性[2 ,16 ] ,Pappis在论文中引入了如下的定义
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:

设 U 是某一论域 , A 和 B 是 U 上的 2 个模糊

集 ,μA ( x)和μB ( x)分别表示它们各自的隶属度函

数 ,若满足sup
x∈U

|μA ( x) -μB ( x) | ≤ε,则称 A 与 B 逼

近相等 ,记为 A≈B ,常数ε称为逼近度.

随之 , Hong和 Hwang[17 ]使用相似性度量对上

式进行了扩展 ,重新定义如下 :

设 U 是某一论域 , A 和 B 是 U 上的 2 个模糊

集 ,μA ( x)和μB ( x)分别表示它们各自的隶属度函

数 ,若满足 1 - sup
x∈U

|μA ( x) -μB ( x) | ≥α,α∈[ 0 , 1 ] ,

则称 A 与 Bα- ,记为 A≈aB .

近来 , Cai[2 ]使用模糊集的ε2相等概念把原有的

定义泛化成了下面的形式 :

设 U 是某一论域 , A 和 B 是 U 上的 2 个模糊

集 ,μA ( x)和μB ( x)分别表示它们各自的隶属度函



数 ,若满足 1 - sup
x∈U

|μA ( x) -μB ( x) | ≤δ,δ∈[ 0 , 1 ] ,

则称 A 与 Bδ- 相等 ,记为 A≈ (δ) B .然后他给出了

一个用于模糊推理的鲁棒性分析的系统框架. 与

Pappis的定义相似 , Ying[3 ]提出了模糊推理的最大

与平均扰动的概念 ,其中用一个固定的参数ε来评

估在模糊集或模糊推理中的扰动程度 ,据此可估计

得出最大与平均扰动的参数值 ,详细的相关研究内

容可参考[19 - 36 ] ,特别地 ,文献[26 - 28 ]的研究代

表了鲁棒模糊推理的最新进展.综合而言 ,目前所有

的模糊推理的鲁棒性分析方法均是基于 2类模糊集

的隶属度函数 ( MFs)的绝对差的上界而展开分析

的.

事实上 ,对于实际中产生的噪音 ,可以假设它的

均值为 0 ,并且标准差很小.这就意味着鲁棒性分析

必须建立在下面 2个基础假设之上 :1) 实际数据与

真实数据间的均值应保持不变 ,且方差也不会由于

噪音的存在而产生较大幅度的增大. 2) 在失真的数

据上作任何的鲁棒性讨论是没有现实意义的.所以

从统计学的观点来看 ,前面的一些定义是不全面的 ,

应以均值与标准差的概论为视角 ,研究分析模糊推

理的鲁棒性.据此提出了ε2统计相等的概念 ,并理论

上探讨了在使用不同的模糊推理方法时它们的均值

与方差将会产生怎样的变化 ,分析所得的结果将有助

于在设计模糊逻辑系统时选择最佳的模糊推理方法.

文中提出了在模糊集上的ε2统计等式的概念 ,

据此可以理论地推导出模糊推理的统计敏感性. 2

个模糊集的ε2统计相等要求两个模糊集具有相等的
均值与ε相近的方差.需要指出的是 Ying 在文献

[3 ]中使用概率的方法讨论了模糊推理的平均扰动 ,

从这一角度来看 ,本文的工作与此有相似性.然而与

Ying、Cai 等所做工作显然不同的是 :首先 ,更着重

于均值与标准差的分析 ,且文中的方法是完全基于

统计的 ,这与目前大都数鲁棒性分析方法相吻合 ,更

适合于现实的要求 ;其次 ,文中的方法由于在ε2统计
相等中使用了非固定变量ε而具有更好的普遍意义.

1　基本定义和引理

首先定义 2个模糊集的ε2统计相等的概念 ,设

U 是某一具有概率分布 P ( x)的论域 , A 和 B 是 U

上的 2个模糊集 ,μA ( x)和μB ( x)分别表示它们各自

的隶属度函数.假设 A 是 B 的一个扰动 ,从统计学

的角度来看 ,若此扰动很小以至于可以忽略不计 ,那

么 A 与 B 应满足如下条件 :

E(μA ( x) -μB ( x) ) = 0 ,

i . e. E(μA ( x) ) =∫μA ( x) d P( x) =

E(μB ( x) ) =∫μB ( x) d P( x) . (1)

　　σ2 (μA ( x) -μB ( x) )应该趋向于 0 ,

i . e. σ2 (μA ( x) ) ≈σ2 (μB ( x) ) . (2)

此处 E( ·)和σ2 ( ·)分别表示求均值与方差.对于

上面的条件 ,等价于当扰动足够小时 ,μA ( x)应逼近

于μB ( x) ,同时σ2 (μA ( x) )也应逼近于σ2 (μB ( x) ) .

这样可以对模糊集引入如下的统计相等的定义.

定义 1　令 U 是某一具有概率分布 P ( x)的论

域 , A 和 B 是 U 上的 2个模糊集 ,μA ( x)和μB ( x)分

别为它们的连续 MFs ,假设 B 是 A 一个扰动 ,即

Π xμB ( x) =μA ( x) +δA ( x) ,此处δA ( x)表示独立随

机噪声 ,满足 E(δA ( x) ) = 0 ,则如果下面几个公式同

时满足 ,则称 A 与 Bε2统计相等 ,记为 B = (ε) A .

E(μA ( x) ) = E(μB ( x) ) , (3)

max
σ2 (μA ( x) )
σ2 (μB ( x) )

,
σ2 (μB ( x) )
σ2 (μA ( x) )

< 1 +ε,

0 <ε< 1 (4)

为讨论的方便 ,不失一般性 ,可假设σ2 (μB ( x) ) >

σ2 (μA ( x) ) ,则式 (4)可简化如下 :

σ2 (μB ( x) )
σ2 (μA ( x) )

< 1 +ε≡
σ2 (δA ( x) )
σ2 (μA ( x) )

<ε. (5)

　　定义 2

1)令 0 <ε1 ,ε2 < 1 ,ε1 ,ε2 上的算子 ©定义如下 :

ε1 ©ε2 =ε1 +ε2 +ε1ε2 . (6)

　　2)定义 :矢量W = ( w1 , w2 , ⋯, w d)为 d维权重矢

量 ,若满足 w i ∈[0 ,1 ]且∑
e

i = 1
w i = 1 ;映射 WM w ∶Rn →R

为 d 维权重平均 ( W M ) ,若满足 :

W M w ( a1 , a2 , ⋯, ad ) = ∑
d

i = 1
w i a i . (7)

基于上述定义 ,显然可得 :

ε1 ©ε2 >ε1 ,ε1 Ýε2 >ε2 .

min ( a1 , a2 , ⋯, ad ) ≤

W M w ( a1 , a2 , ⋯, ad ) ≤max ( a1 , a2 , ⋯, ad ) .

　　引理 1　设 A , A′是论域 U 上的 2个模糊集 , U

中概率分布为 P ( x) , B , B′是论域 V 上的 2 个模糊

集 ,V 中概率分布为 Q ( y) ,若 A′= (ε1 ) A , B′=

(ε2 ) B ,令 A ∪B 表示模糊集 A 与 B 的关系并 , A′∪

B′表示模糊集 A′与 B′的关系并 ,且模糊集的关系

并算子定义为
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μA ∪B ( x , y) = max (μA ( x) ,μB ( y) ) ,

μA′∪B′( x , y) = max (μA′( x) ,μB′( y) ) .

那么 ,

A′∪B′= (max (ε1 ,ε2 ) ) ( A ∪B) . (8)

　　证明　首先为证明的方便 ,引入如下的替代公式 :

max (μA ( x) ,μB ( y) ) ≈ w1μA ( x) + w2μB ( y) .

(9)

式中 : w1 + w2 = 1 , w1 , w2 ≥0 .这样便有

σ2 (μA′∪B′( x , y) ) ≤

κ
U×V

w 2
1σ2 (δA ( x) ) d P( x) dQ( y) +

κ
U×V

w 2
2σ2 (δB ( x) ) d P( x) dQ( y) +

σ2 (μA∪B ( x , y) ) =

w2
1σ2 (δA ( x) ) + w2

2σ2 (δB ( y) ) +σ2 (μA ∪B ( x , y) ) .

则

σ2 (μA′∪B′( x , y) )
σ2 (μA∪B ( x , y) )

≤

1 +
w2

1σ2 (δA ( x) ) + w2
2σ2 (δB ( y) )

σ2 (μA∪B ( x , y) )
. (10)

显然有σ2 (μA∪B ( x , y) ) • w2
1σ2 (μA ( x) ) + w2

2σ2 (μB ( y) ) ,

又 A′= (ε1 ) A , B′= (ε2 ) B ,则有σ2 (δA ( x ) ) <

ε1σ2 (μA ( x) ) ,σ2 (δB ( x) ) <ε2σ2 (μB ( y) ) .综上可得

σ2 (μA′∪B′( x , y) )
σ2 (μA∪B ( x , y) )

< 1 +

w2
1ε1σ2 (μA ( x) ) + w2

2ε2σ2 (μB ( y) )

w2
1σ2 (μA ( x) ) + w2

2σ2 (μB ( y) )
<

1 + max{ε1 ,ε2 } .

至此 ,引理得证.

引理 2　设 B = (ε) A ,若令 �A 为 A 的补 , �B 为 B

的补 ,即μ�A ( x) = 1 -μA ( x) ,μ�B ( x) = 1 - MB ( x) ,则

有

�B = (ε) �A . (11)

　　证明　证明较为简单 ,此处从略.

引理 3　设 A , A′是论域 U 上的 2个模糊集 , U

中概率分布为 P ( x) , B , B′是论域 V 上的 2 个模糊

集 ,V 中概率分布为 P ( y) ,若 A′= (ε1 ) A , B′=

(ε2 ) B ,令 A ∩B 表示模糊集 A 与 B 的关系交 , A′∩

B′表示模糊集 A′与 B′的关系交 ,且模糊集的关系

交算子定义为

μA∩B ( x , y) = min (μA ( x) ,μB ( y) ) ,

μA′∩B′( x , y) = min (μA′( x) ,μB′( y) ) .

则有 A′∩B′= ( min (ε1 ,ε2 ) ) ( A ∩B) . (12)

证明　此处证明类似于引理 1的证明 ,故从略.

引理 4　设 A , A′是论域 U 上的 2个模糊集 , U

中概率分布为 P ( x) , B , B′是论域 V 上的 2 个模糊

集 ,V 中概率分布为 Q ( y) ,若 A′= (ε1 ) A , B′=

(ε2 ) B ,令 A B 表示模糊集 A 与 B 的关系积 , A′B′表

示模糊集 A′与 B′的关系积 ,且模糊集的关系积算子

定义为

μAB ( x , y) =μA ( x)μB ( y) ,

μA′B′( x , y) =μA′( x) ,μB′( y) .

则有 A′B′= ( (ε1 ©ε2 ) ) ( A B) . (13)

证明　由μA ( x ) 与μB ( x ) 的独立性 ,显然有

E(μAB ( x , y) ) = E(μA′B′( x , y) ) ,

又σ2 (μAB ( x , y) ) =σ2 (μA ( x) )σ2 (μB ( y) ) .

σ2 (μA′B′( x , y) ) =σ2 (μA′( x) )σ2 (μB′( y) ) .

则有

σ2 (μA′B′( x , y) )
σ2 (μAB ( x , y) )

=
σ2 (μA′( x) )σ2 (μB′( y) )
σ2 (μA ( x) )σ2 (μB ( y) )

<

(1 +ε1 ) (1 +ε2 ) = 1 +ε1 +ε2 +ε1ε2 = 1 +ε1 ©ε2 .

至此 ,引理得证.

2　蕴涵算子的统计敏感性

在基于规则的模糊推理中蕴涵算子扮演着十分

重要的角色 ,本节中将对几类典型的蕴涵算子进行

统计敏感性分析.一般地 ,令 I ( A , B)表示 U 到 V 的

模糊关系 ,此关系由规则 IF X is A , T H EN Y is B

上的蕴涵算子所确定.

定理 1　当 Dienes2Rescher蕴涵算子应用于模

糊规则 IF X is A , T H EN Y is B 上时 ,即

I ( A , B ) = �A ∪B 或者μI ( x , y ) = max ( 1 -

μA ( x) ,μB ( y) ) ,若 A′= (ε1 ) A , B′= (ε2 ) B ,则有

I ( A′, B′) = ( max{ε1 ,ε2 } ) I ( A , B) . (14)

　　证明　由引理 2 ,有 �A′= (ε1 ) �A ;又由引理 1 ,得

�A′∪B′= (max{ε1 ,ε2 } ) �A ∪B ,即 I ( A′, B′) = ( max

{ε1 ,ε2 } ) I ( A , B) ,则定理得证.

定理 2 　当 L ukasiewicz 蕴涵算子应用于模糊

规则 IF X is A , T H EN Y is B 上时 ,即

I ( A , B) = A×B或者μI ( x , y) = max (0 ,μA ( x) +

μB ( y) - 1) ,

若 A′= (ε1 ) A , B′= (ε2 ) B 则有

I ( A′, B′) = ( max{ε1 ,ε2 } ) I ( A , B) . (15)

　　证明 　由条件显然可得 E ( I ( A′, B′) ) =

E( I ( A , B) ) ,又

σ2 ( I ( A′, B′) )
σ2 ( I ( A , B) )

=
σ2 (μA′( x) ) +σ2 (μB′( y) )
σ2 (μA ( x) ) +σ2 (μB ( y) )

=

·95·第 2期　　　　　　　　　　　　　　　王士同 ,等 :模糊推理的统计敏感性分析



1 +
σ2 (δA ( x) ) +σ2 (δB ( y) )
σ2 (μA ( x) ) +σ2 (μB ( y) )

<

1 +
ε1σ2 (μA ( x) ) +ε2σ2 (μB ( y) )
σ2 (μA ( x) ) +σ2 (μB ( y) )

<

1 + max{ε1 ,ε2 } .

至此 ,定理得证.

定理 3　当 Zadeh蕴涵算子应用于模糊规则上

IF X is A , T H EN Y is B 时 ,即

I ( A , B) = �A ∪( A ∩B)或者μI ( x , y) =

max (1 -μA ( x) , min (μA ( x) ,μB ( y) ) ) .

若 A′= (ε1 ) A , B′= (ε2 ) B 则有

I ( A′, B′) = ( max{ε1 ,ε2 } ) I ( A , B) .

　　证明　由引理 2可得 , �A′= (ε1 ) �A ,又由引理 1

与引理 3可得 ,

�A′∪ ( A′∩B′) =

( max{ε1 , max{ε1 ,ε2 } } ) �A ∪ ( A ∩B) =

( max{ε1 ,ε2 } ) �A ∪ ( A ∩B) .

则此定理得证.

定理 4　1)当Mamdani min蕴涵算子应用于模

糊规则 IF X is A , T H EN Y is B 上时 ,即

I ( A , B) = A ∩B ,

若 A′= (ε1 ) A , B′= (ε2 ) B 则有

I ( A′, B′) = ( max{ε1 ,ε2 } ) I ( A , B) . (16)

　　2)若用 Mamdani积算子替代 Mamdani min算

子则式 (16)结论变成如下的形式 :

I ( A′, B′) = (ε1 ©ε2 ) I ( A , B) . (17)

　　证明　上述定理可由引理 3、4直接导出.

定理 5 　当 Reichenbach蕴涵算子应用于模糊

规则 IF X is A , T H EN Y is B 上时 ,即

I ( A , B) = A �B ,

若 A′= (ε1 ) A , B′= (ε2 ) B 则有

I ( A′, B′) = (ε1 ©ε2 ) I ( A , B) . (18)

　　证明　由于μI ( x , y) = 1 -μA ( x) +μA ( x)μB ( y) ,

A′= (ε1 ) A , B′= (ε2 ) B ,显然可得 E ( I ( A′, B′) ) =

E( I ( A , B) ) .

又σ2 (μI ( A , B) ( x , y) ) =σ2 ( I -μA ( x) ) +

σ2 (μA ( x) )σ2 (μB ( y) ) =

σ2 (μA ( x) ) +σ2 (μA ( x) )σ2 (μB ( y) ) =

σ2 (μA′( x) ) +σ2 (μA′( x) )σ2 (μB′( x) ) ·

σ2 (μI ( A′, B′) ( x , y) ) .

则
σ2 (μI( A′, B′) ( x , y) )
σ2 (μI( A , B) ( x , y) )

=
σ2 (μA′( x) )
σ2 (μA ( x) )

·
1 +σ2 (μB′( y) )

1 +σ2 (μB ( y) )
<

(1 +ε1 ) ·
1 + (1 +ε2 )σ2 (μB ( y) )

1 +σ2 (μB ( y) )
<

(1 +ε1 ) (1 +ε2 ) = 1 +ε1 +ε2 +ε1ε2 = 1 +ε1 ©ε2 .

至此定理得证.

3　广义肯定前提式与广义否定后件式

的统计敏感性分析

3 . 1　广义肯定前提式的统计敏感性分析

模糊推理的通常形式是广义肯定前提式 ,它可

表述如下 :

前件 : IF X is A , T H EN Y is B ,

事实 : X is C , 　　　　
后件 : Y is D.

其中 X 和 Y 是语义变量 , A 与 C是论域 U 上

的模糊集 , B 与 D 是论域 V 上的模糊集 ,通常 D规

定如下 :

μD ( y) = sup
x∈U

t (μC ( x) ,μA→B ( x , y) ) , Πy ∈V .

式中 : t ( ·)表示 t为模算子 , →表示一个蕴涵算子 ,

这里将给出几种特定的 t2连接与蕴涵算子下的广义
肯定前提式的统计敏感性.

定理 6　当广义肯定前提式中使用 min连接与

Dines2Rescher蕴涵算子时 ,即

μD ( y) = sup
x∈U

min (μC ( x) ,

max (1 - μA ( x) ,μB ( y) ) ) . (19)

若 A′= (ε1 ) A , B′= (ε2 ) B 且 C′= (ε3 ) C则有

D′= (max{ε1 ,ε2 ,ε3 } ) D. (20)

　　证明　从统计学的观点看来 ,对于 ·, sup
x∈U

( ·)

并不改变其敏感性 ,则结合前面的结论 ,显然有

E( D′) = E( D) ,且

σ2 (μD′( y) )
σ2 (μD ( y) )

< 1 + max(ε3 ,max(ε1 ,ε2 ) )
σ2 (μD′( y) )
σ2 (μD ( y) )

<

1 + max (ε3 ,ε1 ,ε2 ) .

则定理得证.

与定理 6类似 ,可以轻易地得到如下的定理.

定理 7　对于下面 3种情况定理 6的结论仍成

立 ,1)当广义肯定前提式中使用 min 连接与 Liks2
iewicz 蕴涵算子时 ; 2)当广义肯定前提式中使用

min连接与 Zadeh蕴涵算子时 ;3) 当广义肯定前提

式中使用 min连接与 Mamdani蕴涵算子时.

定理 8　当广义肯定前提式中使用 min连接与

Mamdani积蕴涵算子时 ,即

μD ( y) = sup
x∈U

min (μC ( x) ,μA ( x)μB ( y) ) ,

若 A′= (ε1 ) A , B′= (ε2 ) B 且 C′= (ε3 ) C则有

D′= ( max{ε3 ,ε1 ©ε2 } ) D. (21)

　　证明　上述结论可由引理 3、4或定理 4直接导
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出.

定理 9　当广义肯定前提式中使用 min连接与

Reichenbach蕴涵算子时 ,即

μD ( y) = sup
x∈U

min (μC ( x) ,

1 - μA ( x) ,μA ( x) ·μB ( y) ) .

若 A′= (ε1 ) A , B′= (ε2 ) B 且 C′= (ε3 ) C则有

D′= ( max{ε3 ,ε1 ©ε2 } ) D. (22)

　　证明 　上述结论可由引理 3 和引理 5 直接导

出.

当用积连接或 L ukasiewicz连接替代广义肯定

前提式中的 min连接时 ,相应的统计敏感性可以使

用相似的方法求得.一般地 ,若令 A′= (ε1 ) A , B′=

(ε2 ) B , C′= (ε3 ) C ,则ε1 ,ε2 ,ε3 与ε间的关系可归纳

如表 1 所示.由于 ©和 max为放大算子 ,所以在所

有情况下获得的ε值应是ε1 ,ε2 ,ε3 上的放大运算 ,

表 1结果很好地证实了这一点.

表 1　广义肯定前提式在使用不同的连接与蕴涵算子时的统计敏感性

Table 1　Statistical sensitivity of generalized modus ponens under various conjunctions and implication operators

连接
Dienes2Rescher

蕴涵

L ukasiewicz

蕴涵
Zadeh 蕴涵

Mamdani min

蕴涵

Mamdani

积蕴涵

Reichenbach

蕴涵

min 连接 max{ε1 ,ε2 ,ε3 } max{ε1 ,ε2 ,ε3 } max{ε1 ,ε2 ,ε3 } max{ε1 ,ε2 ,ε3 } max{ε1 ,ε2 ,ε3 } max{ε3 ,ε1 ©ε2 }

积连接 ε3 ©max{ε1 ,ε2 } ε3 ©max{ε1 ,ε2 } ε3 ©max{ε1 ,ε2 } ε3 ©max{ε1 ,ε2 }
ε3 + (1 +ε3 ) ×

(ε1 ©ε2 )

ε3 + (1 +ε3 ) ×

(ε1 ©ε2 )

L ukasiewicz

连接
max{ε1 ,ε2 ,ε3 } max{ε1 ,ε2 ,ε3 } max{ε1 ,ε2 ,ε3 } max{ε1 ,ε2 ,ε3 } max{ε3 ,ε1 ©ε3 } max{ε3 ,ε1 ©ε2 }

3. 2　广义否定后件式

另一个 基本的模糊推理形式是广义否定后件

式 ,它可表述如下 :

前件 : IF X is A , T H EN Y is B ,

事实 : Y is D , 　　　　
后件 : X is C.

等价于μC ( y) = sup
y∈V

(μD ( y) ,μA →B ( x , y) ) . (23)

前面分析广义肯定前提式的统计敏感性的方法

同样适用于分析广义否定后件式的统计敏感性 ,若

交换广义肯定前提式中的 C 与 D ,同样令 A′=

(ε1 ) A , B′= (ε2 ) B , C′= (ε3 ) C ,则可分析得出广义否

定后件式的统计敏感性相等于广义肯定前提式的统

计敏感性 ,其在不同情况下的结果同样可以归纳为

表 1所示的结果.

4　链接模糊推理的统计敏感性

链接模糊推理是人推理机制的另一种基本形

式 ,一般地链接模糊推理能够表述成如下的形式 :

前件 1 : IF X is A , T H EN Y is B ,

前件 2 : IF Y is B1 , T H EN Z is C1 ,

后件 : IF X is A , T H EN Z is C.

式中 : X , Y和 Z 是语义变量 , A 是论域 U 上的

模糊集 , B 与 B 1 是论域 V 上的模糊集 , C与 C1 是

论域 W 上的模糊集 ,根据前件条件 1 与 2 ,链接模

糊推理归纳出一个 U 到 W 的模糊关系 ,等价于 :

μR ( x , z) = sup
y∈V

t (μI ( A , B) ( x , y) ,μI ( B1 , C1 ) ( y , z) ) ,

Π x ∈U , z ∈W . (24)

其中 : t ( ·)表示 t2模算子 , I ( A , B)与前件条件 1相

关 , I ( B1 , C1 )与前件条件 2相关 ,则可知 R仅仅是 I

( A , B)与 I ( B1 , C1 )的一个合成.这样便可以用前面

同样的方法推导出链接模糊推理在采用不同连接与

蕴涵算子时的统计敏感性 ,表 2 中列出了详细的分

析结果.从表 2中可以明显地看出 ,链接模糊推理的

后件部分具有较大的扰动量 ,由分析知这主要是由

于 max与 ©算子的同时放大作用而产生的.下面以

一种情况为例 ,说明如何推导链接模糊推理的统计

敏感性.设采用的 2算子分别为 min连接与 Dienes2
Rescher蕴涵 ,则有

μR ( x , z) = sup
y∈V

min ( max (1 - μA ( x) ,μB ( y) ) ,

max (1 - μB1
( y) ,μC1

( z) ) ) . (25)

　　若令 A′= (ε1 ) A、B′= (ε2 ) B、B′1 = (ε21 ) B 且

C′1 = (ε31 ) C1 ,同时令 R′表示 U 到 W 的模糊关系 ,由

定理 1知 :

I ( A′, B′) = ( max{ε1 ,ε2 } ) I ( A , B) ,

I ( B′1 , C′1 ) = ( max{ε21 ,ε31 } ) I ( B1 , C1 ) .

又由引理 3 ,便可得
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R′= ( max{ max{ε1 ,ε2 } , max{ε21 ,ε31 } } ) R = ( max{ε1 ,ε2 ,ε21 ,ε31 } ) R.

表 2　链接模糊推理在采用不同的连接与蕴涵算子时的统计敏感性

Table 2　Statistical sensitivity of syllogistic fuzzy reasoning under various conjunctions and implication operators

连接
Dienes2Rescher

蕴涵

L ukasiewicz

蕴涵
Zadeh 蕴涵

Mamdani min

蕴涵

Mamdani

积蕴涵

Reichenbach

蕴涵

min 连接
max{ε1 ,ε2 ,

ε21 ,ε31 }

max{ε1 ,ε2 ,

ε21 ,ε31 }

max{ε1 ,ε2 ,

ε21 ,ε31 }

max{ε1 ,ε2 ,

ε21 ,ε31 }
max
ε1 ©ε2 ,

ε21 ©ε31

max
ε1 ©ε2 ,

ε21 ©ε31

积连接
max (ε1 ,ε2 ) ©

max (ε21 ,ε31 )

max (ε1 ,ε2 ) ©

max (ε21 ,ε31 )

max (ε1 ,ε2 ) ©

max (ε21 ,ε31 )

max (ε1 ,ε2 ) ©

max (ε21 ,ε31 )

(ε1 ©ε2 ) ©

(ε21 ©ε31 )

(ε1 ©ε2 ) ©

(ε21 ©ε31 )

L ukasiewicz

连接

max{ε1 ,ε2 ,

ε21 ,ε31 }

max{ε1 ,ε2 ,

ε21 ,ε31 }

max{ε1 ,ε2 ,

ε21 ,ε31 }

max{ε1 ,ε2 ,

ε21 ,ε31 }

max{ε1 ,ε2 ,

ε21 ,ε31 }

max{ε1 ,ε2 ,

ε21 ,ε31 }

5　多规则模糊推理的统计敏感性

在现实中模糊知识通常包含多个规则 ,其一般

形式可表述成如下的形式 :

前件 1 : X1 is C1 , X2 is C2 , ⋯, X n is Cn ,

前件 2 : 模糊知识

1) IF X1 is A11 , X2 is A12 , ⋯, X n is A1 n T H EN

Y is B M ,

　　　　　　…

M) IF X1 is A M1 , X2 is A M2 , ⋯, X n is A Mn

T H EN Y is B M ,

后件 : Y is D

式中 : X1 , X2 , ⋯, X n 和 Y是语义变量 , A ij和 C j

是论域 U j ( i = 1 , 2 , ⋯, M , j = 1 , 2 , ⋯, n)上模糊集 ,

B1 , B2 , ⋯, B M 和 D 是论域 V 上的模糊集.

众所周知 ,对于上述模糊推理目前有 2 种主要

的推理过程[2 ] :一个是基于组合的推理过程 ;另一个

是基于独立规则的推理过程.在基于组合的推理过

程中 ,首先用模糊关系 R i 表示第 i t h规则

μRi
( x1 , x2 , ⋯, x n , y) =μI ( A R i , B i

) ( x1 , x2 , ⋯, x n , y) ,

(26)

式中 :μA R i
( x1 , x2 , ⋯, x n) = t (μA i1

( x1 ) ,μA i2
( x2 ) , ⋯,

μA in
( x n) ) . (27)

且 t ( ·)表示 t2模算子 , I ( A R i , B i )表示 A R i 与

B i 的蕴涵算子 ,这样可用同样的方法求得 R1 , R2 ,

⋯, RM ,据此可用并或交算子合成 R. 当用并算子

时 , R = ∪
M

i = 1
R i ,则

μR ( x1 , x2 , ⋯, x n , y) = max (μR1
( x1 , x2 ,

⋯, x n , y) , ⋯,μRM
( x1 , x2 , ⋯, x n , y) ) . (28)

当用交算子时 , R = ∩
M

i = 1
R i ,则

μR ( x1 , x2 , ⋯, x n , y) = min (μR1
( x1 , x2 ,

⋯, x n , y) , ⋯,μRM
( x1 , x2 , ⋯, x n , y) ) . (29)

最后 ,这类模糊推理的输出结果如下 :

μD ( y) = sup
x1 , x2 , ⋯, x n

t (μC1
( x1 ) ,μC2

( x2 ) , ⋯,

μCn
( x n) ,μR ( x1 , x2 , ⋯, x n , y) ) . (30)

在大多数实际情况中 , t2模算子采用 min Mamdani

积.这样当式 ( 26 ) , ( 28 ) 或 ( 29 ) 中的模算子与

I ( A R i , B i )给定时 ,便可轻易地推导出相应的模糊

推理的统计敏感性. 现举一例说明 ,令 t ( ·) 与

I ( A R i , B i )均为 Mamdani积算子 ,则式 (28)化成如

下形式 :

μR ( x1 , x2 , ⋯, x n , y) =

max (μA11
( x1 ) ⋯μA1n

( x n)μB1
( y) , ⋯,

μA M1
( x1 ) ⋯μA Mn

( x n)μB M
( y) ) . (31)

相应地式 (29)化成如下的形式 :

μR ( x1 , x2 , ⋯, x n , y) =

min (μA11
( x1 ) ⋯,μA1n

( x n)μB1
( y) , ⋯,

μA M1
( x1 ) ⋯μA Mn

( x n)μB M
( y) ) . (32)

这样μD ( y)变成 :

μD ( y) = sup
x1 , x2 , ⋯, x n

μC1
( x1 ) ,μC2

( x2 ) , ⋯,

μCn
( x n) ,μR ( x1 , x2 , ⋯, x n , y) . (33)

若令 A′ij = (εij ) A ij , B′i = (βi ) B i , C′j = (γj ) Cj , j = 1 ,

2 , ⋯, n , i = 1 ,2 , ⋯, M ,则由引理 3、4可得

D′= ©
1≤j≤n
γj © max ©

1≤j≤n
ε1 j ©β1 ,
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©
1≤j≤n
ε2 j ©β2 , ⋯⋯, ©

1≤j≤n
εMj ©βM D .

(34)

　　在基于规则独立的推理过程中 ,可先独立地对

每个规则求出相应的输出 ,然后组合所有这些单个

输出 ,每个独立的输出可表示如下 :

μD i
( y) = sup

x1 , x2 , ⋯, x n

t (μC1
( x1 ) ,μC2

( x2 ) , ⋯,

μCn
( x n) ,μR i

( x1 , x2 , ⋯, x n , y) ) , ( i = 1 ,2 , ⋯, M) .

式中 : R i 定义与式 (26)相同 ,这样整个输出 D可用

并 (或交)算子广义地表示 ,即

当 D = ∪
M

i = 1
D i 时 ,则μD ( y) = max (μD1

( y) ,

μD2
( y) , ⋯,μDM

( y) . (35)

当 D = ∩
M

i = 1
D i 时 ,则μD ( y) = min (μD1

( y) ,

μD2
( y) , ⋯,μDM

( y) . (36)

使用与前面相似的方面 ,也可以轻易地分析出这类

基于规则的模糊推理过程的统计敏感性.若采用与

前面相同的符号定义 ,则由引理 3、4可得

R′i = ©
1≤j≤n
εij ©βi R i ,

D′i = ©
1≤j≤n
γj © ©

1≤j≤n
εij ©βi D i ,

D′= max ©
1≤j≤n
γj © ©

1≤j≤n
εij ©β1 , ⋯,

©
1≤j≤n
γj © ©

1≤j≤n
εMj ©βM D . (37)

式 (37)结论当且仅当在模糊推理输出由式 ( 35) 、

(36)决定时成立.

6　结束语

文中提出了一种新的度量模糊集间近似相等的

方式———ε统计相等 ,并以此为基础 ,理论与系统地

分析了多种模糊推理在不同的算子与模糊规则下的

统计敏感性.从分析结果中可以看出 ,对于许多模糊

推理来讲 ,其前件中的噪音干扰将导致在后件中产

生更大的扰动 ,其统计敏感性可通过它们的方差关

系清晰地表现出来.

理论上 ,在合成运算、蕴涵运算、广义肯定前件

式、广义否定后件式和链接模糊推理中 ,max和 min

算子可用任何的 s2模算子和任何的 t2模算子替代 ,

而文中仅分析了这些模糊推理中使用几种 (文中所

列)特定算子时的情况 ,对于采用其他 s/ t模算子的

情况 ,虽然在实际中经常使用到 ,但其相应的统计敏

感性分析较为复杂 ,这有待以后进行更深入的探讨 ,

这些工作还包括对模糊方程、甚至模糊联想神经网

络的统计敏感性分析.
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