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具有一般化结构的分数阶超前校正器
汪纪锋 ,李元凯

(重庆邮电大学 自动化学院 ,重庆 400065)

摘　要 :根据分数阶系统扩展频域分析法对分数阶相位超前校正器进行建模 ,这一结构能使该校正器与传统整数阶

校正器一样为原系统提供一个零点和一个极点 ,具有任意阶次超前校正器的统一化形式.给出扩展频域超前校正器

的解析法设计步骤 ,并和一般频率域下不同结构的分数阶超前校正器的适用性作了分析比较和性能仿真 .
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Abstract :The f ractional2order lead compensator p rovided in t his paper is modeled by extended f requency a2
nalysis for f ractional systems. It has a new st ruct ure which gives t he original system one zero and one pole

definitely like t he integer order , and can be regarded as a generalized form of conventional compensators

with arbit rary orders. It s analytical design met hod is given. Also , comparison and simulation are made be2
tween two f ractional2order lead compensators with different st ruct ures in common and extended f requency

domain.
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　　对于分数阶控制系统 ,以往的方法是将其近似

为整数阶系统 ,然后对近似系统进行控制器设计 ,这

样就存在设计偏差 ,甚至不能满足原系统重要性能

如稳定性的要求 ,因此就有必要进行分数阶控制器

的研究和设计[1 - 3 ] .目前 ,分数阶控制器有 4 种提

法 ,一为 TID控制器[4 ] .它由积分环节、微分环节和

一个分数阶环节并联组成 ,其结构简单 ,参数较少 ,

调节方便 ,但很难达到理想效果.二是 CRON E控制

器.它由 Oustaloup 提出 ,已经成功地运用于实际 ,

是控制器的一种理想选择 ,文献 [ 5 ]详细论述了

CRON E控制器.三是 Podlubny提出的 PIλDμ控制

器[6 ] ,它与 TID控制器相比 ,前者可以获得更精确

的控制性能 ,代价是结构较为复杂 ,参数较多 ,有 3

个增益和 2个阶次参数.第四是超前滞后校正补偿

器[7 - 8 ] ,这种形式的控制器同样能够取得很好的控

制效果 ,但是缺乏关于控制器向系统提供的零极点

的合理解释 ,并且依然需要系统的设计方法.文中基

于分数系统扩展频域法[9 ] ,提出不同于以往的分数

阶超前校正器 ,这种新结构能够很好解决零极点问

题.

1　扩展频域模型与分数超前校正器

整数阶系统在正负频域内的频域特性极为相

似 ,仅考虑系统的正频域特性即可.然而这并不适用

于具有任意性阶次的分数阶系统 ,因此就有必要将

区间作为整体考察其频域特性 ,即分数阶系统扩展

频域法.

1. 1　扩展频率模型

扩展频域下的分数阶系统数学模型必须满足确

立分数阶系统零极点的唯一性条件[10 ] .考虑分数阶

方程 :

s
μ

= A (cosθ+ i sinθ) = A ∠θ,θ∈[0 ,2π]. (1)

s = A
1
μ ∠
θ+ 2 kπ
μ , k = 0 ,1 ,2 , ⋯,μ - 1 . (2)

由式 (1) 、(2)可知 ,原方程的所有解在 s
μ平面上均



重合于 A ∠θ,而这些解在 s平面上将以相角差2π/μ

在各方向上形成一系列投影点. s
μ平面的主黎曼面

相角区间为 [0 , 2πμ] ,图 1 表示了随阶次μ的变化

而收缩或扩张的 s
μ 的主黎曼面 ,μ= 01375 时为

OA B O ,μ= 1 时为 OA B CO ,μ= 1 . 25 时为 OA B C2
DO. s
μ平面的主黎曼面中的解为该方程的有效解.

对于μ> 0下的唯一有效解的条件由下式推出 :

0 ≤θ+ 2 kπ < 2πμ. (3)

-
θ
2π
≤k ≤μ -

θ
2π

. (4)

图 1　平面的主黎曼面

Fig. 1　Main Riemann surface of sμ - plane

因此在θ/ 2π <μ - õμ」时 ,整数 k ∈[ 0 ,õμ」] ;在

θ/ 2π≥μ- [μ]时 ,整数 k∈[0 ,õμ」- 1 ].

于是 ,当

μ∈(0 ,1)且θ/ 2π<μ- õμ」　
或　μ∈(1 ,2)且θ/ 2π≥μ- õμ」　
或　μ= 1

时 ,分数阶方程 s
μ = A ∠θ具有唯一有效解.

分数阶控制系统开环传递函数表示如下 :

G( s) =
bms
β

m + bm- 1 s
β

m- 1 + ⋯+ b0 s
β0

ans
α

n + an- 1 s
α

n- 1 + ⋯+α0 s
α0

=

K·
∏
m0

j = 1

( z js
μ

j + 1)

s
α0 -β0 ·∏

n0

i = 1

( pis
vi + 1)

. (5)

式中 : K = b0 / a0 ,βm =β0 + ∑
m0

j = 1
μj ,αm =α0 + ∑

n0

i = 1
v i .

等式右端每乘积项有且仅有一个有效复域解 ,

即为零极点.

1 . 2　分数阶超前校正器

基于分数阶系统模型 (5) ,分数阶超前校正器可

表示为

G(s) = Kc ·a
( Ts)α1 + 1

( aTs)α2 + 1
, a ∈ (0 ,1) . (6)

式中 :参数 a决定校正器带宽 ; Kc = K/ a , 1/ a为低

频增益补偿 , K取决于稳态性能指标.超前校正器

为被控系统提供一个零点和一个极点 ,因此式 (6)中

的 ( Ts)
α1 + 1或 ( a Ts)α2 + 1必须满足有效根唯一性

条件.考虑为实数 ,利用唯一性条件确定阶次范围

α1 ,α2 ∈(0 . 5 ,1 . 5 ].

校正器幅值与相位函数如下 :

A (ω) = | G(jω) | =

K·
( Tω) 2α1 + 2 ( Tω)α1 cos

πα1

2
+ 1

( aTω) 2α2 + 2 ( aTω)α2 cos
πα2

2
+ 1

. (7)

φ(ω) = arctan
( Tω)α1 sin

πα1

2

1 + (αTω)α1 co s
πα1

2

-

arctan
(αTω)α2 sin

πα2

2

1 + (αTω)α2 co s
πα2

2

. (8)

相角在频率ωm 处取极大值φm :

dφ(ω)
dω ω=ωm

= 0 . (9)

将式 (8)带入式 (9) ,ωm 由此方程确定 :

( Tω)α1 + ( Tω) -α1 + 2cos
πα1

2

( aTω)α2 + ( aTω) -α2 + 2cos
πα2

2

=
α1 sin
πα1

2

α2 sin
πα2

2

.

(10)

　　图 2所示为不同参数值下的不同频率特性.图

中可以看出 ,幅值曲线斜率和相位极值随零点阶次

α1 和极点阶次α2 的变化而变化 ,阶次可根据具体情

况灵活取值.若系统对高频噪声抑制无严格要求 ,而

需要足够多并且具有良好鲁棒性的相角裕度 ,则可

选择α1 >α2 .如果系统已有足够的相角裕度 ,然而高

频噪声太大 ,那么在不破坏系统稳定性的基础上 ,可

以谨慎选择α1 >α2 .对于无特殊要求的通常情况 ,取

α1 =α2 即可获取所需控制性能 ,并能极大简化其设

计步骤.此外图中还表明最大相角φm 随参数 a (系

统带宽)不同而变化的情况 ,当 a下降 ,φm 带宽增

加 ,φm 增大.

2　分数阶超前校正器的设计

此方法对于在 (0 . 5 , 1 . 5 ]内取值的任意阶次均

适用.为简化描述 ,默认α1 =α2 ,不具有本质区别.

令式 (10)中α1 =α2 ,于是

( Tω)α + ( Tω) -α + 2cos
πα

2

( aTω)α + ( aTω) -α + 2cos
πα

2

=
αsin
πα

2

αsinπα
2

. (11)
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图 2　超前校正器的 Bode图

Fig. 2　Bode diagrams of lead compensator
α1 =α2
ωm =

1

T a
.

带入式 (7)和 (8)

A (ω) |ω=ωm
=

K·
( Tωm ) 2α + 2 ( Tωm )αcos

πα
2

+ 1

( aTωm ) 2α + 2 ( aTωm )αcos
πα

2
+ 1

=

K· 1
a
α . (12)

φ(ω) |ω=ωm
=

arctan
sin
πα

2

a
α
2 + cos
πα

2

- arctan
sin
πα

2

a-
α
2 + cos
πα

2

.

(13)

考虑未校正系统 Go ( s)需进行超前相位校正 ,其设

计步骤如下 :

1)稳态性能指标确定 K. Kc = K/ a.

2)作原系统 Bode 图.确定其截止频率ωco和相

角裕度φco =π+φ(ωco ) .根据期望相角裕度决定相

角所需补偿值 ,φm =φc -φco + (5°～20°) .

3)式 (8)或式 (13)定出相角条件 :

φm =φ(ωm ) .

　　4)式 (7)或式 (12)定出幅值条件 :

20lgA (ωm ) = 20lgA o (ωm ) = 0 .

　　5)式 (10)或式 (11)定出极值条件 :

dφ(ω) / dω|ω=ωm
= 0 .

　　6)根据性能综合需求 ,选择分数阶次α1 ,α2 .另

外根据以上 3个方程计算参数 a , T ,ωm ,从而确定 2

个转折频率ω1 = 1/ T ,ω2 = 1/ a T.

3　2种分数阶超前校正器的比较

超前校正器模型的详细讨论可参考文献 [1 ]和

[5 ].这里重新考虑文献[1 ]中的控制器模型如下 :

　　C( s) = Kc ·a
α· Ts + 1

aTs + 1

α

, a ∈ (0 ,1) . (14)

　　相对于整数阶控制器 ,它能在保证系统相位裕

度情况下 ,为被控系统提供更稳定的相位曲线 ,使得

校正系统具有良好的鲁棒性.问题在于式 (14)描述

的校正器无法解释其应该向系统提供的关于零点和

极点的信息.零极点信息不明确 ,就无法成功运用分

数阶经典控制理论 ,包括分数阶扩展频域法和空间

根轨迹法.此外 ,这种结构难以对超前校正器进行时

域分析.这极大限制了它在分数阶控制系统中的深

入拓展与灵活应用.然而式 (6)所描述的控制器可以

较好地解决这些问题.它能够同整数阶控制器一样

在原被控系统上增加一个零点和一个极点 ,严格的

说 ,它是任意阶次相位超前校正器的一般化描述.通

过其提供的零极点信息 ,分数阶系统一般分析方法

均得以较好应用. 表 1对这 2种不同结构的分数阶

控制器基本特性作了比较.

表 1　2种不同结构分数阶超前校正器的基本特性比较

Table 1　Comparison of the basic characteristics of the two

different fractional2order compensators

分数系统下的分数阶控制器
( Ts)α1 + 1

( a Ts)α2 + 1
Ts + 1

a Ts + 1

α

时域线性微分方程模型 (Caputo’
s 定义)

有限项 无限项

扩展频域分析法 适用 不适用
扩展频率 Nyquist与对数频率稳
定判据

适用 适用

空间根轨迹法 适用 不适用
相角超前校正器的统一化形式 是 否
幅值比较 等价 等价
最大相角比较 见图 3 见图 3

图 3所示 2种超前校正器在相应参数下其最大

相位的差别.当α∈(0. 5 ,1)时式 (14)控制器)可提

供的最大相位φm 大于式 (6)控制器.α= 1时它们结

构相同 ,性能一致 ,具有相同的最大相位.另外图中

还表明每个控制器有其不同的适用范围 ,可在不同

情况下自由选择.

举例说明.考虑未校正系统[1 ] :

Go ( s) =
2

s (0 . 5s + 1)
. (15)

　　设计超前相位校正器使其速度误差指数 Kv =

20 ,其相位裕度保持 50°左右 ,增益截至频率ωc 为

10 rad/ s.其幅值与相位在期望截至频率ωc 下分别

为 - 8 . 13 dB和 - 168 . 7°.利用文中第 3部分的解析

法得到系统频率特性如图 4 .图中 3 条曲线分别代

表下列不同结构超前校正器的频率特性 :

G( s) = 10 ×1 + (0 . 283 0s) 0 . 635

1 + (0 . 000 8s) 0 . 635 ,
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图 3　分数阶超前校正器式 (6)和 (14)不同的最大相位

Fig. 3　Maximum phase difference of f ractional2order

lead compensator Eq(6) and (14)

G1 ( s) = 10 ×1 + (0 . 283 0s
1 + 0 . 062 1s

, (16)

G2 ( s) = 10 × 1 + 0 . 696 6s
1 + 0 . 002 0s

0 . 48

.

图 4　式 (6)和 (14)超前校正器的频率特性比较

Fig. 4　Comparison of compensator (6) and (14)

它们均能满足系统性能要求.然而 ,整数阶控制器

G1 ( s)的相位曲线随ωc 的变动下降很快 ,不如其他 2

种分数阶校正器具有鲁棒性.图中还表明 G( s)的相

位在可忽略的裕度为代价下最具稳定性.简而言之 ,

通过合理选择参数可以得到最为灵活和平滑的相位

裕度以满足系统稳定性能 ,稳定的相位曲线以获得

良好的鲁棒性和其他优良特性.

图 5所示在具有同样参数 a = 0 . 01 , T = 1的条

件下 ,这 2种分数阶超前校正器为校正系统提供的

最大相角可调空间.使用式 (6)或 (14)校正器 ,例中

的校正系统得到不同的最大相角 ,它的大小取决于

所选的能满足所需性能要求的参数.同时图 5 是图

3的一个例证.

4　结束语

文中主要讨论通过扩展频域法建模的分数阶相

位超前校正器.不同于以往分数阶超前校正器 ,它对

图 5　使用式 (6)或 (14)的系统最大相角可调空间

Fig. 5　Max phase tunable range of system using Eq. (6) or (14)

分数阶控制器为系统提供的一个零点和一个极点给

予了明确的定义 ,而零极点间的距离决定着系统的

频率带宽 ,相关参数为 a.而且 ,它具有 2 个灵活的

阶次 :零点阶次和极点阶次 ,对阶次进行的不同选择

能够满足不同的系统性能需求.文章还讨论了解析

设计法 ,为便于描述和简化设计步骤 ,故取相同零极

点阶次.随后对 2种不同的分数阶超前校正器运用

实例进行比较 ,得出其不同的应用范围的同时 ,还说

明了扩展频域模型下的分数阶控制器和其它分数器

件一样具有良好的鲁棒性 ,更重要的是他能够提供

分数系统所需零极点的信息 ,这极大扩展了这种相

角超前的分数校正器模型的应用空间.
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像处理在工业和生活中的应用 ,如 :档案管理、视频点播、地下管道缺陷检测、历史文物图像恢复、遥感图像处

理等。全文截稿日期为 2006 年 10 月 15 日 ,录用通知截止日期为 2006 年 11 月 15 日。联系电话 :

13599409566　0591 - 83717689 , E2mail : mqwang @fzu. edu. cn. 会议网站 : ht tp :/ / cmcs. fzu. edu. cn/

wicap/ .
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