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分析力学和图神经网络的轨迹预测方法

李明晗，肖阳，邢向磊
（哈尔滨工程大学 智能科学与工程学院, 黑龙江 哈尔滨 150001）

摘    要：轨迹预测旨在通过分析智能体的历史运动数据来预测轨迹。然而，现有深度学习方法因忽略物理约束

和运动规律导致可解释性不足。针对此问题，提出一种融合分析力学与图神经网络的轨迹预测模型，利用图神

经网络、卷积神经网络和图注意力机制提取目标时空动态特征，结合欧氏距离和相对运动推断交互力，并引入

拉格朗日力学对动力学过程和约束进行建模，以生成符合物理规律的轨迹。在 Spring-balls 数据集上的实验表

明，模型在 5 球 10 帧短期预测中精度提升 14.29%。在更具挑战性的 50 帧长期预测中，5 球和 10 球场景下的精

度分别提升 6.25% 和 4.81%。此外，在人体运动预测中，该模型平均多关节位置误差 (mean per joint position er-
ror，MPJPE) 均优于主流方法，验证了其在长期预测中的更高精度和有效性。
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Trajectory prediction methods based on analytical mechanics and
graph neural networks

LI Minghan，XIAO Yang，XING Xianglei
(College of Intelligent Systems Science and Engineering, Harbin Engineering University, Harbin 150001, China)

Abstract: Trajectory prediction seeks to forecast the future motion of intelligent agents by analyzing their past trajector-
ies. While deep learning methods have been demonstrated to capture complex features, they frequently neglect physical
constraints,  thereby constraining interpretability.  To address  this,  a  trajectory  prediction model  is  proposed that  integ-
rates analytical mechanics with graph neural networks (GNNs). The model combines GNNs, convolutional neural net-
works, and graph attention to extract spatiotemporal dynamics, infers interaction forces from Euclidean distance and rel-
ative  motion,  and incorporates  Lagrange mechanics  to  enforce  physical  laws.  Experiments  on the  Spring-balls  dataset
demonstrate the superior performance of the proposed model in comparison to traditional models, exhibiting a 14.29%
accuracy gain in 10-frame short-term prediction for the 5-ball case and improvements of 6.25% and 4.81% in 50-frame
long-term scenarios. In the domain of human motion prediction, our model demonstrates a reduction in mean position
error  (MPJPE)  when  compared  to  prevailing  approaches  for  a  wide  range  of  actions.  This  finding  signifies  enhanced
long-term accuracy and validates the efficacy of the model.
Keywords: trajectory prediction; graph neural networks; Lagrangian mechanics; interaction force; deep learning; multi-
layer perceptron; kinematic model; analytical mechanics

随着计算机和人工智能的快速发展，人工智

能技术在各个领域得到了广泛的应用，显著提高

了人们的工作效率。自动驾驶、智能设备、智能

交通等涉及动态环境和多智能体交互的领域对理

解和模拟人类行为的需求日益增加，准确预测智

能体轨迹对推动相关领域的技术进步和应用发展

具有重要的实际意义。因此，设计一个准确、鲁

棒且可解释的预测模型显得尤为重要。

目前，轨迹预测的方法可以分为基于知识、
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基于学习和基于混合的方法。基于知识的轨迹预

测算法利用先验知识、物理规律或数学模型对人

类行为进行建模，如建立运动学模型、动力学模

型、社会力模型等，模型根据目标的当前状态、速

度、加速度等信息，结合环境约束条件推断未来

的轨迹。Barth 等 [1] 采用包含位置、方向、速度、

加速度和偏航率的运动学模型描述车辆的运动状

态，通过扩展卡尔曼滤波器 (extended Kalman fil-
ter, EKF) 融合车辆运动信息，预测车辆的未来行

驶轨迹。Kooij 等 [2] 从车辆视角使用线性运动学

模型描述行人的运动状态，并计算行人未来位置

的概率分布。Karamouzas 等[3] 基于统计力学 (statis-
tical mechanical) 计算行人之间相互作用的能量，

描述人类在不同场景、速度和密度下的相互作用

行为，进而模拟人群流动和预测行人行为。Batz
等 [4] 根据车辆的位置、速度、偏航率等状态信息，

通过改进的卡尔曼滤波器 (Kalman filter, KF) 预测

一定范围内其他车辆的轨迹，用来实时地检测危

险情况。Pang 等 [5] 使用漏桶基于能量概率模型 [6]

(leaky bucket-energy based model，LB-EBM)，从学

习到的  LB-EBM 中采样或优化会产生一个信念

向量，该信念向量可用于制定路径规划，进而帮

助预测长距离轨迹。然而当前采用单模态高斯分

布作为输出分布，限制了对更复杂分布 (如混合

高斯分布) 的建模能力。

基于学习的方法适用于物理模型难以捕捉的

复杂系统，但需要大量的高质量数据，模型性能

受限于数据的代表性和多样性，可能出现过拟合

或泛化能力差的问题，导致预测结果不符合实际

情况。在轨迹预测领域，早期的研究多依赖于传

统的机器学习模型，如支持向量回归（support vec-
tor regression，SVR）结合优化算法（如遗传算法）

已被用于提高预测精度 [7]。Liu 等 [8] 使用卷积神

经网络 (convolutional neural networks, CNN) 学习

人体运动序列中隐藏的时间和空间结构信息。

Aksan 等 [ 9 ] 提出一种时空自注意力机制，结合

Transformer 架构，显式地从当前和过去的信息中

捕捉时间依赖性和空间结构，使模型更好地理解

运动的动态变化。Mao 等 [10]利用离散余弦变换

(discrete cosine transform, DCT) 表示时间信息，并

设计可学习的图卷积网络以捕获人体关节的长距

离依赖关系。然而，关节角度表示可能导致多解

性问题，即不同角度组合可能对应相同姿态，这

使得基于角度的评价结果可能不完全准确。Dang
等 [11] 首次提出从细粒度到粗粒度的降维路径，再

通过从粗粒度到细粒度的升维路径，使在不同尺

度下提取的特征相互补充。虽然该方法在高分辨

率 3D 运动捕捉数据上表现出色，但其对低质量

或噪声数据的适应性仍需深入研究，以确保在实

际应用中的鲁棒性。Li 等 [12] 将人体分解为多个

部分分别进行特征提取，并通过可训练的频带滤

波器实现图谱的多频段分解，捕捉低频和高频特

征，从而保留丰富的运动信息。但是自适应图散

射和多部分建模增加了模型复杂性，同时尽管采

用了多频段分解和部分分离，但未深入分析不同

频段或部分的特定贡献，使得模型的可解释性降

低。上述基于学习的方法能够从轨迹数据中学习

到复杂的模式，能够提供更好的预测性能，可以

适应不同数据集和环境，但解释性较差，难以理

解模型的决策过程[13]。

由此可见，轨迹预测存在一些关键挑战：1) 基
于知识的轨迹预测算法通常建立在物理方程或知

识基础之上，预测结果具有较强的可解释性，但

对复杂场景的适应性差；2) 基于数据驱动的深度

学习方法能够提供良好的预测性能，但可解释性

较差[14-15]；3) 目标之间存在复杂的动态交互，会对

未来轨迹产生影响。

本文通过拉格朗日力学描述系统的动力学行

为，通过参数化分析力学中的物理量实现物理知

识与深度学习方法的结合，提高模型的可解释

性。针对多目标之间的交互作用会对未来轨迹产

生影响，本文利用图神经网络推断场景中多目标

之间的交互强度，设计了空时特征提取模块和交

互作用力推理模块，对目标之间交互关系和约束

条件进行建模，模型实现多个场景下目标未来轨

迹的准确预测并表现出了优秀的长期预测性能，

实现了从数据中推断出目标的动力学信息，并能

应用于受物理约束的系统。同时针对传统保守场

物理模型建模的局限，学习非保守力约束条件，

并融入拉格朗日函数，更准确地描述智能体行

为 [16-17]。本文通过在两种主流数据集上进行轨迹

预测实验，并与主流模型进行对比，验证了所提

出模型的有效性。 

1   相关知识
 

1.1    拉格朗日力学建模

拉格朗日力学是经典力学的一种表述形式，

提供了一种更为简洁的方法来描述物体的运动。

拉格朗日力学是一种以能量和广义坐标为基础的

力学理论，其核心思想是通过建立系统的动力学

方程来描述物体的运动，而不是直接考虑力的作用[18]。

在拉格朗日力学中，使用拉格朗日函数来描
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L(q, q̇, t)
述系统的动力学行为，每一个力学系统都可以由

一个确定的拉格朗日函数 [19] 所表征。拉

格朗日力学基于最小作用量原理，该原理认为一

个物理系统在一段时间的运动轨迹会使得作用量

取极小值，作用量表示为

S =
w k1

t1

L(q, q̇, t)dt (1)

q q̇式中： 表示广义坐标， 表示广义速度。由式

(1) 取极小值的条件，通过变分法最小作用原理表

示为

δS =
w t2

t1

Å
∂L
∂q
δq+ ∂L

∂q̇
δq̇
ã

dt = 0

经过分部积分将进一步表示为

δS =
∂L
∂q̇
δq
∣∣∣∣t2

t1

+
w t2

t1

Å
∂L
∂q
− d

dt
∂L
∂q̇

ã
δqdt = 0

由此，推导出拉格朗日方程：

d
dt

∂L
∂q̇
− ∂L
∂q
= 0

该方程描述了系统的广义坐标随时间的演化

过程。因此，拉格朗日方程描述了系统的运动规

律，包括速度、加速度以及广义坐标与时间的关

系。通过求解这些方程，可以了解系统在给定条

件下的轨迹、速度和加速度等信息。当系统中出

现摩擦力、空气阻力等非保守力时，拉格朗日方

程为
d
dt

∂L
∂q̇
− ∂L
∂q
= Q (2)

Q
T V

式中 为非保守力。拉格朗日函数通常可以表示

为动能 和势能 的差：

L (q, q̇, t) = T (q̇)−V(q) (3)
将式 (2) 代入到式 (3) 中可以得到：

d
dt

Å
∂T
∂q̇

ã
− ∂T
∂q
=
∂V
∂q
+Q (4)

式 (4) 将势能和动能统一起来，适用于描述具
有多个自由度的复杂系统的运动。在系统受到复
杂约束时，拉格朗日力学通过广义坐标可以更方
便地处理约束条件。 

1.2    GRU 循环神经网络

GRU(gated recurrent unit) 即门控循环单元，是

一种特殊的循环神经网络 (recurrent neural net-
work, RNN) 变体。传统的 RNN 在处理长序列数

据时，容易出现梯度消失或梯度爆炸的问题，导

致模型难以学习到序列中的长期依赖关系。而

GRU 通过引入门控机制，有效地缓解了这一问题。

在本研究中选择 GRU 网络，有以下原因：在

处理大量轨迹数据时，由于 GRU 结构相对简单，

相较于一些复杂的循环神经网络，其门控单元数

量更少，计算过程中所需参数也更少，这使得它

在计算时速度更快，有助于提高研究效率。此

外，轨迹数据本质上是时间序列数据，其中包含

长期依赖关系，例如人体运动轨迹中，当前时刻

的动作可能受到之前较长时间动作的影响。GRU
能够很好地捕捉这种长期依赖关系，使得模型能

根据当前输入和前一时刻信息动态更新隐藏状

态，从而准确预测目标的未来轨迹。同时，GRU
的门控机制还有效缓解了梯度消失问题，在训练

过程中，它能让梯度更稳定地反向传播，避免梯

度在传播过程中过度衰减，进而增强模型的学习

能力，提升模型的性能和稳定性。 

2   基于分析力学和图神经网络的轨
迹预测

在轨迹预测领域，常规的物理网络基于对常

微分方程 (ordinary differential equation, ODE) 的数

值计算，通过明确的动力学模型对系统运动规律

进行精确描述和预测。然而，一些常规处理常微

分方程的方法如：龙格−库塔法 (Runge-Kutta)[20] 在

面对复杂场景和多智能体交互时通常计算复杂度

高，且对系统参数敏感，鲁棒性较低。同时，基于

神经网络的数据驱动方法能够以较低计算开销直

接从数据中学习复杂运动模式，但在特征提取过

程中容易忽略系统的物理约束和运动规律，导致

模型的可解释性较低。因此，将分析力学与图神

经网络相结合，通过神经网络对物理方程进行参

数化学习，不仅能够降低传统数值积分方法的计

算难度，还能够通过网络优化提升对复杂场景的

适应性与鲁棒性。这样的结合使得预测模型既具

备物理约束的解释性，又在复杂系统建模中表现

出更高的灵活性、计算效率和可扩展性。

r

本文所提出的模型主要包含 3 部分：空时特

征提取模块、交互作用力推理模块以及分析力学

模块，模型整体结构如图 1 所示。首先将轨迹序

列数据输入到空时特征提取模块中，通过图卷积

层、时间特征提取网络和图注意力层提取轨迹序

列的空时特征，然后将模型的输入和提取到的特

征通过交互作用力推理模块推断场景中每个目标

受到的交互作用力，再通过分析力学模块根据每

个目标的初始运动信息结合交互作用力推断出状

态变化量，经过 层交替训练后由分析力学模块输

出最终预测结果。接下来的小节将对组成轨迹预

测模型的基本模块以及损失函数进行详细阐述。
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图 1    基于拉格朗日力学和图神经网络的轨迹预测模型

Fig. 1    Trajectory prediction model based on Lagrangian mechanics and graph neural networks
  

2.1    拉格朗日力学神经网络建模

在轨迹预测任务中，深度学习的方法通常缺
乏先验知识或物理方程的约束，可能导致模型预
测的不稳定性和不可解释性。例如，在没有适当
约束的情况下，深度学习模型可能会生成不符合
实际物理规则的预测，如穿过障碍物或者生成的
轨迹不平滑。在轨迹预测任务中，场景中多目标
交互会对未来轨迹产生影响。目标之间的交互作
用会影响每个目标的运动决策和轨迹规划，导致
未来轨迹不同于单个目标情况下的预期轨迹。

将物理方程和神经网络相结合可以改善轨迹
预测模型的性能，这种方法利用神经网络来参数
化物理方程中的未知参数或边界条件，既利用了
神经网络强大的学习能力来拟合复杂的运动模
式，又保留了物理方程中的约束和先验知识，从而
实现对系统运动的准确建模和预测[21]。为了提升
模型的可解释性，本文将拉格朗日力学引入到轨
迹预测中，作为物理先验约束模型的预测过程。
本文以多个质点目标在前 N 帧中的轨迹位置作
为输入，利用位置序列计算出广义速度和加速度

等信息，进而通过拉格朗日力学构造动能和势能
模型，并通过神经网络进行优化学习。最终，输
出多个目标在未来 T 帧的轨迹位置，实现受物理
约束的高精度预测。Lutter 等[22] 通过引入拉格朗
日力学作为物理先验，证明了这一方法在捕捉系
统动力学特征方面的有效性。

L T S

ψ(q;γ)

传统拉格朗日力学中，作用量的定义如式 (1)
所示，其中 为动能 和势能 的差。但在行人运动
系统中存在交互作用力 (非保守力)，运动受到各种
约束条件影响。约束条件分为两种：一种是行人间
的交互作用力和摩擦力、空气阻力等非保守力作为
广义力物理约束；另一种与行人的意图和动机有关，
包含心理、社会和环境等非物理量约束，这些约束
随着行人的位置和速度而变化，因此所做的功可能
会因为路径的不同而不同。传统的拉格朗日函数
不足以描述复杂的行人交互，需要引入额外项来表
示约束条件，而这种条件难以显示表达，适合用神经
网络来进行学习。如图 2 所示，将 作为运动
轨迹输入 MLP（multi-layer perception）网络建模的
约束条件，来学习笛卡尔坐标系下的拉格朗日函数。
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图 2    拉格朗日力学神经网络模型结构

Fig. 2    Structure of the Lagrangian mechanics neural network model
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系统的作用量表示为

S =
w t2

t1

L (q, q̇;α,β)dt

L (q, q̇;α,β)为不含约束条件的拉格朗日函数。由

最小作用原理，推导出非保守系统拉格朗日方程为
d
dt

Å
∂ (L (q, q̇;α,β))

∂q̇

ã
− ∂ (L (q, q̇;α,β))

∂q
= F (5)

F

q̈
X

F = ψ(q, q̇;γ)
L = L (q, q̇;α,β)

式中： 为广义力，如场景中摩擦力等非保守力。基

于视频内容的轨迹预测中，非保守力 F无法通过传

感器等工具进行测量，因此为了计算出广义加速度 ，

并更新出轨迹预测位置 ，本文利用交互作用力推

理模块对广义力F进行建模， 式 (5)中拉

格朗日函数 用动能和势能来表示：

L = T −V =
1
2

q̇T M(q;α)q̇−Vg(q;β) (6)

Vg T
M
M

式中： 为 MLP 将势能建模为位移的函数。 为

动能，由速度和质量矩阵计算得到。 为质量矩

阵，为确保质量矩阵是对称正定的，将 定义为

M = JαT(q)Jα(q)+λI
Jα λ

I
式中： 为 MLP 进行端到端的学习， 为超参数，

为单位矩阵。在人体运动预测和行人轨迹预测

中，假设质量和约束关系 (如关节连接关系和关

节长度) 不随时间变化，将式 (6) 代入式 (5) 中，得到：

q̈ = M−1

Å
F− ∂Vg(q)

∂q
− dM

dt
q̇+

1
2

∂

∂q
(
q̇T Mq̇

)ã
(7)

q̈其中 为广义加速度。

受到文献 [22] 的启发，式 (7) 中求导和求偏导

运算通过链式法则来计算，计算过程为
dM
dt
=

d
dt
(
JT
α (q)Jα(q)

)
=

JT
α (q)

dJα(q)
dt
+

dJαT(q)
dt

Jα(q)

dJα(q)
dt

=
∂Jα(q)
∂q

q̇ = ∂Jα(q)
∂hl−1

∂hl−1

∂hl−2
· · · ∂h1

∂q
q̇

∂hi

∂hi−1
= diag

(
σ′i(WT

i hi−1+ bi)
)

Wi

hi i
σi Wi bi

式中： 为  个网络中隐状态，网络由激活函数

和线性变换 、 组成。 

2.2    空时特征提取模块

2.1 节详细地介绍了如何利用拉格朗日力学
进行神经网络建模，强调了在系统动力学建模中
引入物理约束的重要性。然而，仅靠拉格朗日建
模无法充分捕获轨迹的多目标交互和动态特性。
因此引入空时特征提取模块，如图 2 所示，该模块
提取目标间的空间拓扑关系与时间动态信息，生
成的特征表示作为后续交互作用力推理模块的输
入。在图 2 中，该部分以 GCN（graph convolution-
al network）、1D-CNN 与多头注意力网络形式展
现，整体负责建模目标在时空域内的潜在结构依

赖。通过结合图神经网络和时间特征提取网络，
高效地从轨迹数据中学习隐含的非物理量，为后
续的交互作用力推理和动力学建模提供了准确且
鲁棒的输入特征。这一设计显著提升了模型对复
杂场景的适应性和预测精度。

为了有效地捕捉多目标之间的空间关系，本文

采用了图神经网络 (graph neural network，GNN) 来
提取轨迹数据中的交互特征。与刘建敏等 [23] 和

连静等 [24] 提出的基于图模型和注意力机制的车

辆轨迹和场景预测方法在技术思路上具有相似

性。有研究将基于网格的图神经网络应用于瞬态

多相流场的快速时空建模和预测，实现了对复杂

物理过程的高效仿真 [25]。在相关研究中，也常采

用联合局部多尺度和全局上下文特征的方法来提

升模型的表现力 [26]。这种方法受到 Kipf 等提出

的 NRI (neural relational inference) 模型 [27] 的启发，

通过结合图神经网络和一维卷积网络来提取轨迹

序列的空间和时间特征。由于数据中的空间关系

对于预测结果有重要影响，本文首先使用 GCN[11]

处理轨迹数据的空间关系：

hl = σ(Al−1hl−1W l−1+ bl−1)
l Al−1 W l−1 bl−1

σ

hl =
(
hl

1,h
l
2, · · · ,hl

N

)
l

N l = 1 h0 = X
l

式中： 是 GCN 层数； 、 和 是可学习参数；

选用 SELU（scaled exponential linear unit）激活函数；

表示第 图卷积层的节点特征向量，

是节点数目。在 时，有 ，即初始节点

特征向量是输入轨迹序列。通过 层 GCN 能从轨

迹数据中有效地聚合节点信息，能充分提取到多

目标之间的空间关系。为了增强空间和时间特征

之间的关联性，在最后一层图卷积网络后使用时

间特征提取网络提取序列时间特征，计算公式为

ĥ = LN(TFN(hl)+ hl) (8)
ĥ =
Ä

ĥ1, ĥ2, · · · , ĥN

ä
式中： 为更新后的特征向量，LN
为层归一化 (layer normalization)。时间特征提取

网络 TFN（temporal feature network），包括 1D-CNN、

SELU 激活函数、最大池化层以及 Dropout 层，结

构如图 3 所示。
 
 

Conv1d(64, 128, kernel=3, stride=1, padding=1)

SELU(·)

MaxPool1d(kernel=3, stride=1, padding=1)

Dropout(0.2)

 
图 3    时间特征提取网络结构

Fig. 3    Temporal feature extraction network structure
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一维卷积网络通过在时间序列数据上滑动卷

积核来提取特征，能够捕捉到数据中的时间依赖

性和局部特征，可以帮助模型学习到如速度和加

速度等动态变化的模式和规律。一维卷积网络中

输入通道数为 64，输出通道数为 128，卷积核大小

设置为 3，卷积步长设置为 1，使用大小为 1 的填

充。相比使用 RELU（rectified linear unit）激活函

数，SELU 激活函数具有自归一化特性，可以确保

网络输出的均值和方差在训练过程中保持稳定，

减轻梯度消失问题。最大池化层有助于模型在减

少计算量的同时，保持对关键信息的敏感性。本

文使用一维最大池化层，池化核大小设置为 3，滑
动步长设置为 1，使用大小为 1 的填充。在式

(8) 中使用了残差连接来更有效地传递和利用空

间特征，减少空间信息的丢失，同时能缓解梯度

消失和梯度爆炸问题。在轨迹预测任务中，不同

特征的尺度可能差异很大，层归一化可以消除这

种影响，使得模型更加关注特征之间的相对关

系，而不是绝对值。

为了进一步学习节点间的复杂交互关系，本

文使用多头图注意力动态地为每个节点分配不同

的权重，加强重要的空间和时间特征表示，从而

更好地捕获轨迹之间的空时依赖关系，计算公

式为

h̃i = GAT(h j) = σ

(
1
K

K∑
k=1

∑
j,i

αk
i jθ

kĥ j

)
(9)

θk k ĥ
αk

i j

式中： 为第 个注意力层的可学习参数， 为经

过层归一化后得到的特征向量，交互权重 由计

算得到：

αi j =
exp
Ä

LeakyReLU(a[Wĥi||Wĥ j])
ä

∑
k∈Ni

exp
Ä

LeakyReLU(a[Wĥi||Wĥk])
ä

经过多头注意力机制处理，轨迹序列中各个

时间步和空间位置之间的关联程度能够在整个轨

迹序列中捕捉全局的空间和时间依赖关系，提高

了模型对序列数据的理解能力。 

2.3    交互作用力推理模块

在 2.2 节中，我们通过空时特征提取模块有

效捕获了轨迹数据的空间和时间特征，为多目标

之间交互关系的建模奠定了基础。然而，仅提取

特征还不足以全面描述目标间的动态交互对轨迹

预测的影响。因此，进一步设计了交互作用力推

理模块，如图 2 所示。交互作用力推理模块接收

空时特征提取模块输出的节点特征，通过图神经

网络和多层感知机MLP[28] 推断目标之间的交互

强度和作用力，输出结果作为拉格朗日模型中的

广义力项参与后续计算。这一模块能够动态地刻

画目标之间的相互影响，为分析力学建模提供关

键输入，同时提升了模型在复杂交互场景中的表

现能力。

在交互作用力推理模块中，本文通过图神经

网络推断多目标间的交互强度。类似于 Ha 等 [29]

在异质交互强度学习中的方法，本模块综合考虑

了目标间的相对距离和方向，以推测相对交互力

的大小和方向。为了衡量场景中多目标之间的交

互强度，在得到空时特征提取模块编码的轨迹特

征后，将模型的输入和提取到的特征通过交互作

用力推理模块计算多目标之间的交互作用力。交

互作用力的计算公式为

ei j = ϕ
(
PE
(
[||Xr−1

i −Xr−1
j ||2；|θi j|]

))
(10)

Fr
i =
∑

j,i

φ1(h̃r−1
i , h̃r−1

j ,ei j) (11)

h̃r
i = φ2(h̃r−1

i ,Fr
i ) (12)

ϕ

ei j φ1 φ2

h̃r−1
i h̃r−1

j

i j
ei j

Fr
i Fr

i r i
h̃r−1

i

φ2 i r
∥ · ∥2

[·；·] r = 1
h̃0

i |θi j| = |θi− θ j|
i j

式中： 为 MLP，通过将 MLP 的输入进行 PE（pos-
itional encoding）位置编码，得到 。 和 为

GRU 网络进行端到端的训练， 和 分别是目

标 和 在前一时刻经过处理的隐特征，将隐特征

与式 (10) 得到的交互度量值 共同作为 GRU 网

络的输入，得到 （ 为第 层网络计算的节点 受

到的交互作用力），并在式 (12) 和 共同作为

GRU 网络 的输入，得到目标 在 时刻新的隐特

征，用于下一时刻的计算迭代， 为 L2 范数（表

示节点间相对距离）， 为张量拼接。当

时， 为式 (9) 计算出的特征向量。 为

节点 相对节点 运动方向的角度差，本文不使用

数据集中角度坐标作为模型输入，每个节点的角

度由不同时刻位置坐标计算得来。

ei j

与同样基于图网络计算作用力的 GMN（graph
mechanics network）模型 [30]不同，式 (11) 和 (12) 中
节点嵌入特征向量充分考虑了数据中空间和时间

特征，此外本文模型不仅仅考虑了节点间相对位

置关系，式 (10) 还考虑相对运动方向会影响节点

间交互作用强度，并加入了 PE 位置编码，通过位

置编码帮助模型更好理解序列中各个点的顺序。

通过 MLP 学习节点之间空间上的约束和现实

的交互情况，例如，对于行人轨迹预测，即使两个

行人距离很近，通过计算两个行人运动方向的角

度差，如果他们的行进方向不同，他们之间的交

互可能相对较小。对于人体运动预测，当一个关

节绕着另一个关节摆动时，关节之间的运动角度

有一定的差值，但关节之间的距离始终为固定

值，则会降低相连接关节之间交互关系权重。
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ei j通过位置编码确保模型能够理解数据的时间结

构，不同时间节点之间距离和方向的变化会改变

交互权重。 

2.4    基于分析力学的轨迹预测模块

q̈r
i

图 2 中右侧的分析力学模块是整个模型的核

心计算单元，它结合目标初始状态 (位置与速

度) 以及由前述模块推理出的交互力，计算系统

的广义加速度，并更新预测轨迹。模块内部基于

拉格朗日方程形式进行端到端优化学习，输出符

合物理约束的预测结果，完成从时空特征提取到

未来轨迹生成的闭环流程。通过式 (11) 得到交互

作用力后，由式 (7) 分析力学计算加速度 ，然后

对节点状态更新，计算公式为

q̈r
i = M−1

Å
Fi−

∂Vg(Xr−1
i )

∂Xr−1
i

− dM
dt

vr−1
i +

1
2

∂

∂Xr−1
i

Ä(
vr−1

i

)T Mvr−1
i

äã
vr

i = vr−1
i + q̈r

i

Xr
i = Xr−1

i +φ3(vr
i )

Fi = ψ(Xr−1
i ,vr−1

i ;γ) φ3 r = 1

X0
i v0

i = Ẋ0
i

r

Ŷi = Xr
i

式中： ， 为 MLP。当 时，

为输入轨迹数据， 。通过交互作用力模

块和分析力学模块交替更新 次后，输出最终预测

结果 。本文通过神经网络对拉格朗日方程

参数化，在笛卡尔坐标系下隐式编码了约束条

件，相比使用极坐标系、球坐标系等表示轨迹数

据，实现了更自然地描述现实物理系统。相比使

用牛顿第二定律更新系统状态，使用拉格朗日方

程能更好地扩展到受约束系统的运动预测，提高

了模型的可解释性。 

2.5    损失函数

Ŷ Xi
t = (xi

t,yi
t,zi

t) Ŷ t
i = (x̂t

i, ŷ
t
i, ẑ

t
i) (xi

t,yi
t,zi

t)

i t

对于人体运动预测，模型轨迹预测的结果由

表示， ， ，其中

是第 个关节在 时刻的三维坐标。

在得到网络预测结果后，拉格朗日力学神经

网络优化为

α∗,β∗,γ∗, τ∗ = argmin
α,β,γ,τ

∥ Y −L (q, q̇;α,β,γ,τ)∥2

α β γ

τ Y

L (q, q̇;α,β,γ,τ)

∥ · ∥2
α β γ τ L (q, q̇;α,β,γ,τ)

Y

式中： 、 和 为拉格朗日力学神经网络参数，

为交互作用力推理模块的网络参数， 为真实未

来轨迹， 为基于分析力学深度神经

网络的预测结果， 为 L2 距离，公式通过优化

参数 、 、 、 ，最小化 与真实轨迹

之间的差距。本文模型损失函数由 3 部分组

成，计算公式为

Loss = λ1 ·Ld+λ2 ·Lc+λ3 ·Lr

Ld =
1

N ·Tf

∑
i∈N

Tf∑
t=Tp+∆t

∥ Yi
t − Ŷi

t∥2 (13)

Lc =

Tf∑
t=Tp+∆t

max
∀ j,k∈N, j,k

Ç
1

∥ d̂t
jk∥2+1

å
(14)

Lr =
1

Nr ·Tf

∑
j,k∈Nr

Tf∑
t=Tp+∆t

(∥ Lt
jk∥2− ∥ L̂t

jk∥2) (15)

λ1 λ2 λ3 N

Tp Tf

∆t

Ŷ Y

d̂i j d̂i j

i j

dsafe d̂i j(t) dsafe t

j k L̂ jk

L jk Nr

式中： 、 和 为超参数， 为场景中目标数量，

和 分别是输入轨迹序列帧数和预测帧数，

为轨迹序列的采样时间间隔。式 (13) 是预测未

来轨迹和真实未来轨迹之间的误差值，用预测轨

迹结果 和真实轨迹 之间的 L2 损失定义。式

(14) 是考虑现实情况，避免生成的未来轨迹中目

标发生碰撞，用节点间相对距离 定义。 为某

一时刻目标 和 的欧氏距离。存在一个最小距离

阈值 ，如果 小于 ，则认为在 时刻发生

了碰撞。式 (15) 是考虑约束条件下，预测结果中

关节 和关节 之间的长度 与真实关节长度

之间的误差值， 为有连接的关节节点，在行

人轨迹预测中不包含此项。 

3   实验分析

实验使用 ADAMW（adaptive moment estima-
tion with weight decay）优化器训练模型，设置初始

学习率为 0.002，每迭代 10 次学习率衰减 10%。

实验训练 120 轮后进行测试，设置的批大小为 256。 

3.1    数据集与评价指标

为了验证本文所提方法的有效性，本文在两

个公开轨迹数据集上进行实验，包括：Spring-
balls[27]、Human 3.6 Million[31]。

本文使用均方误差 (mean  squared  e r ror，
MSE) 作为性能指标来评价 Spring-balls 数据集的

多目标交互运动预测性能。其计算公式为

EMS =
1
n

n∑
i=1

(yi− ŷi)2

K

本文使用平均关节位置误差 (mean per joint
position error, MPJPE) 作为性能指标来评价模型

人体运动预测性能 [ 3 1 ]。对于所有 ( 个 ) 关节，

MPJPE 是每个关节位置误差的平均值，计算公式为

EMPJP =
1
K

K∑
i=1

»
(xi− x̂i)

2
+ (yi− ŷi)

2
+ (zi− ẑi)

2 (16)
 

3.2    实验结果与分析 

3.2.1   物理场景预测结果与分析

在 Spring-balls 数据集上，根据现有的工作，

在该数据集中使用 5 个球−弹簧和 10 个球−弹簧
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模型进行实验，采用前 50 帧历史轨迹数据作为输

入，后 50 帧的未来轨迹数据作为真值，使用 MSE
作为评价指标，并与现有 3 种主流模型的性能进

行对比，主流模型有：GATv2 模型[32]、NRI 模型[27]

和 RAIN 模型 [29]。表 1 给出了本文模型与上述模

型在数据集 Spring-balls 上定量比较，给出了 5 个

球−弹簧系统和 10 个球−弹簧系统的 MSE 值。从

表 1 的预测结果可以观察到，本文模型在两种场

景上都取得了更好的表现，预测精度好于同样采

用了图注意力机制的 GATv2 模型。在 5 球场景

10 帧短期预测上与 RAIN 模型相比具有 14.29%
的精度提升，在 10 球场景 10 帧短期预测上与

NRI 模型相比具有 1.64% 的精度提升，在预测难

度更高的 50 帧长期预测上与 RAIN 模型相比两

种场景分别具有 6.25% 和 4.81% 的精度提升。为

了进一步验证模型性能，图 4 给出了本文模型在

数据集 Spring-balls 上的可视化结果，不同颜色表

示不同的球，图中半透明圆形表示输入轨迹的前

50 帧，不透明圆形表示真实未来轨迹的 50 帧，叉

形表示预测未来轨迹的 50 帧。从可视化结果中

可以观察到，本文模型预测精度好于 RAIN 模型

以及其他主流模型，证明了本文模型推断模拟物

理系统中交互强度的有效性。
 
 

表 1    不同模型在数据集 Spring-balls 上预测的 MSE(10−2)
Table 1    MSE  predictions  of  different  models  on  the

Spring-balls dataset (10−2)
 

模型
5球 10球

10帧 30帧 50帧 10帧 30帧 50帧

GATv2[32] 2.30 20.81 42.52 13.09 26.34 41.92
NRI[23] 1.22 13.95 35.73 0.61 8.66 24.40

RAIN[29] 0.84 7.14 21.93 0.69 8.92 23.51
本文模型 0.72 6.38 20.56 0.60 8.13 22.38

注：加粗表示本列最优结果。

 

真实轨迹
预测轨迹

(a) 5 球场景

真实
轨迹

预测
轨迹

(b) 10 球场景 
图 4    Spring-balls 数据集上 5 球和 10 球可视化结果

Fig. 4    Visualization  results  on  Spring-balls  dataset  with  5
balls and 10 balls

  

3.2.2   人体运动预测结果与分析

本文在数据集 Human 3.6 Million 上评估所提

出模型在人体运动预测中的性能，并与现有模型

的性能进行比较。根据现有的工作，本文在短期

预测 (80~400 ms) 和长期预测 (400~1 000 ms) 场景

上进行对比实验，使用式 (16) 计算的 MPJPE 作为

评价指标 (单位 mm)，该指标值越低代表模型性

能越好。在训练阶段，将所有动作的数据一起输

入到网络中，仅在测试阶段按动作类别进行评估。

在数据集 Human 3.6 Million 上，本文与现有

4 种基于 GCN 的主流模型性能进行对比，主流模

型有：LTD 模型[10]、MSRGCN 模型[11]、SPGSN 模型[12]

和 PGBIG 模型 [33]。表 2 和表 3 分别给出了本文

模型与上述模型在数据集 Human 3.6 Million 上短

期和长期预测的定量比较，展示了打电话、进食、

遛狗 3 种动作在不同预测时间下的 MPJPE。由于

不同动作的复杂性不同，模型在对各种动作的预

测精度上存在差异。从表 2 和表 3 的预测结果可

以观察到，在几乎所有动作上，本文模型都取得

了更好或者接近的表现，而且全部动作 MPJPE 的

平均值优于同样基于 GCN 的 4 种主流模型。可

以认为，本文模型在处理运动模式较规律的动作

和随机性较强的动作上均可表现出较好的长期预

测性能和较强的鲁棒性，说明本文结合 GCN 和分

析力学的预测模型的有效性。
 
 

表 2    不同模型在数据集 Human 3.6 Million 上短期预测 MPJPE
 

Table 2    MPJPE for short-term predictions of different models on Human 3.6 Million dataset mm
 

模型
打电话时间/ms 进食时间/ms 遛狗时间/ms

80 160 320 400 80 160 320 400 80 160 320 400

LTD[10] 10.2 21.0 42.5 52.3 8.4 16.9 33.2 40.7 23.4 46.2 83.5 96.0

MSRGCN[11] 10.1 20.7 41.5 51.3 8.4 17.1 33.0 40.7 20.7 42.9 80.4 93.3

SPGSN[12] 8.7 18.3 38.7 48.5 7.1 14.9 30.5 37.9 17.8 37.2 71.7 84.9

PGBIG[33] 8.3 18.3 38.7 48.4 7.0 15.1 30.6 38.1 18.8 39.3 73.7 86.4

本文模型 8.2 17.9 38.9 47.6 6.8 14.5 29.8 36.9 17.6 37.1 71.5 83.7

注：加粗表示本列最优结果。
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表 3    不同模型在数据集 Human 3.6 Million 上长期预测
MPJPE

Table 3    MPJPE  for  long-term  predictions  of  different
models on Human 3.6 Million dataset

 

mm

模型
打电话时间/ms 进食时间/ms 遛狗时间/ms

560 1 000 560 1 000 560 1 000

LTD[10] 69.2 103.1 53.4 77.8 111.9 148.9
MSRGCN[11] 68.3 104.4 52.5 77.1 111.9 148.2

SPGSN[12] 66.7 102.5 49.8 73.4 102.4 138.0
PGBIG[33] 69.5 102.7 51.1 76.0 104.7 139.8
本文模型 66.5 100.6 49.2 73.2 99.2 137.8

注：加粗表示本列最优结果。
 

为了进一步验证模型性能，图 5 给出了打电

话和遛狗动作的可视化预测结果，其中打电话代

表运动模式较规律的动作类别，遛狗代表随机性

较强的动作类别。每张子图第一行是真实动作序

列，其余每行是不同模型的预测结果。从可视化

结果中可以观察到，本文模型预测的未来姿态更

接近真实序列，特别是在胳膊和腿上取得了更好的

效果。例如在打电话动作中，本文模型在第 1 000 ms
的预测结果胳膊和腿部动作 (图中虚线框表示 )
与真实序列更相似。从长期预测 (560~1 000 ms)
结果可以观察到，本文模型具有更好的表现，更

能捕捉到胳膊和腿部动作的大幅度变化，可以说

明本文分析力学模块有效地从关节序列中捕捉到

动力学特征。
 
 

真实序列
(打电话)

MSRGCN

SPGSN

PGBIG

本文模型

时间/ms

(a) 打电话动作可视化结果

80 160 320 400 560 1 000

真实序列
(遛狗)

MSRGCN

SPGSN

PGBIG

本文模型

时间/ms

(b) 遛狗动作可视化结果

80 160 320 400 560 1 000

 

图 5    不同模型在数据集 Human 3.6 Million 上可视化结果

Fig. 5    Visualization results of different models on Human 3.6 Million dataset
 
 

3.3    消融实验

通过消融实验探究本文模型重要模块的作

用，表 4 给出了本文模型在数据集 Human 3.6 Mil-
lion 上预测时间 80~1 000 ms 的 MPJPE。
 
 

表 4    在数据集 Human 3.6 Million 上消融实验结果
Table 4    Ablation study results on Human 3.6 Million data-

set
 

mm

ST AM
预测时间/ms

80 160 320 400 560 1 000

20.1 36.4 66.5 78.1 95.8 135.8

√ 16.4 29.1 57.2 69.1 88.9 124.6

√ 12.9 26.0 51.7 62.2 80.0 115.2

√ √ 9.9 21.8 46.4 57.8 75.6 108.0
 

3.3.1   基于图神经网络和卷积神经网络的空时

特征提取模块

为验证所提出的基于 GNN 和 CNN 的空时特

征提取模块 (spatial and temporal feature extraction
module, ST) 在提取序列特征方面的作用，在消融

实验中将该模块替换为 MLP。如表 4 中第 1 行和

第 2 行结果所示，使用该模块可大幅提高预测精度。 

3.3.2   基于分析力学的预测模块

为验证所提出的基于分析力学的预测模块

(prediction module based on analytical mechanics,
AM) 的作用，在消融实验中将该模块替换为牛顿

第二定律，即得到交互作用力后计算加速度，然

后直接更新速度和位置。如表 4 中第 1 行和第

3 行结果所示，使用该模块可大幅提高预测精度。
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通过消融实验，得到各模块的作用：1) 基于
GNN 和 CNN 的空时特征提取模块有助于编码数
据中空间和时间特征；2) 基于分析力学的预测模
块可以捕获动力学特征和空间约束关系。如表 4
中第 4 行结果所示，结合物理知识和数据驱动的
方式有利于生成准确的预测。 

4   结束语

本文提出了一种基于分析力学和图神经网络

的轨迹预测模型，该模型通过图神经网络、一维

卷积网络和图注意力机制学习多目标之间的交互

关系，通过参数化分析力学从数据中推断系统的

动力学特征，实现了将物理方程与数据驱动方法

的更好结合，提高了模型的可解释性。本文在一

个模拟物理系统数据集、一个人体运动数据集上

进行实验，取得了比主流模型更好或者接近的效

果。通过实验发现，本文模型能够从数据中推断

出物理系统的动力学信息，在人体运动数据集上

也表现出更好的综合效果和长期预测性能，验证

了其对受几何约束系统的有效性。
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