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潜在多步马尔可夫概率的鲁棒无监督特征选择

过伶俐，陈秀宏
（江南大学 人工智能与计算机学院, 江苏 无锡 214122）

摘    要：无监督特征选择是机器学习和数据挖掘中的一种重要的降维技术。然而当前的无监督特征选择方法

侧重于从数据的邻接矩阵中学习数据的流形结构，忽视非邻接数据对之间的关联。其次这些方法都假设数据

实例具有独立同一性，但现实中的数据样本其来源是不同的，这样的假设就不成立。此外，在原始数据空间中

特征重要性的衡量会受到数据和特征中的噪声影响。基于以上问题，本文提出了潜在多步马尔可夫概率的鲁

棒无监督特征选择方法（unsupervised feature selection via multi-step Markov probability and latent representation,
MMLRL），其思想是通过最大多步马尔可夫转移概率学习数据流形结构，然后通过对称非负矩阵分解模型学习

数据的潜在表示，最后在数据的潜在表示空间中选择特征。同时在 6 个不同类型的数据集上验证了所提出算

法的有效性。
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Robust unsupervised feature selection via multistep
Markov probability and latent representation

GUO Lingli，CHEN Xiuhong
(School of Artificial Intelligence and Computer Science, Jiangnan University, Wuxi 214122, China)

Abstract:  Unsupervised  feature  selection  is  a  significant  dimensionality  reduction  technique  in  machine  learning  and
data mining. However, current unsupervised feature selection methods primarily focus on learning the manifold struc-
ture  of  the  data  from  the  adjacency  matrix,  ignoring  the  association  between  non-adjacent  data  pairs.  Second,  these
methods often assume that the data instances are independent and identically distributed, but in reality, the data samples
originate from heterogeneous sources, and this assumption is often untenable. Additionally, the measure of feature im-
portance in the original data space is affected by noise in the data and features. To address the aforementioned problems,
this  study  proposes  a  robust  unsupervised  feature  selection  method  based  on  multistep  Markov  probability  and  latent
representation (MMLRL). The key idea is to learn the manifold structure between the data points through the maximum
multistep Markov transition probability. Subsequently, a symmetric non-negative matrix factorization model was used to
learn the latent representation of the data. Finally, the feature selection is performed in the latent representation space. At
the same time, the proposed algorithm is evaluated on six different types of datasets to validate its effectiveness.
Keywords: feature selection; latent representation learning; multistep Markov transition probability; unsupervised; non-
negative matrix factorization; sparse regression; L2,1-norm; dimensionality reduction
 

随着信息技术的发展，机器学习在实际应用

中受到越来越多的关注 [1-5]。与此同时机器学习

处理的数据维度也越来越高，高维数据中的冗余
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特征和噪声也越来越多，因此有必要剔除数据中

的冗余和不相关特征 [6]。数据降维是一种寻找数

据重要特征并降低维度的数据挖掘技术，通常数

据降维方法有特征选择[7] 和特征提取[8] 两种。特

征选择根据学习规则从高维数据中选取重要特征

子集[9]，因此不会改变数据的原始特征；特征提取

是通过学习高维数据在低维空间中的转换表达来

降低数据维度 [10]。根据有无数据标签，特征选择

方法可分为有监督 [ 1 1 ]、半监督 [ 1 2 ] 和无监督 [ 1 3 ]

3 种。本文中主要研究无监督特征选择方法。

无监督特征选择方法可分为过滤式 [14]、包裹

式[15] 和嵌入式[16]3 种。过滤式特征选择方法是根

据评估指标给特征赋权重，按权重大小选择重要

特征，整个过程独立于学习算法，常见的评估指

标有拉普拉斯分数 (Laplacian score for feature se-
lection, LS)[14] 和特征相似度。包裹式特征选择方

法是根据学习器的性能从原始特征子集中选择最

优特征子集。嵌入式特征选择方法[17-18] 是学习特

征权重，然后根据排序后的特征权重选择最优特

征子集。与前两者方法相比，嵌入式方法考虑了

不同的数据属性，如流形结构和数据的先验分布

等，因而性能更好。

近年来，无监督特征选择方法得到迅速发展。

例如，Cai 等 [16] 利用图拉普拉斯算子的特征向量

来捕获数据的多簇类结构，提出用于多类数据的

特征选择方法 (unsupervised feature selection for
multi-cluster data, MCFS)。但该方法会独立进行流

形结构表示和特征选择，这样特征选择的性能在

很大程度上取决于图的构造效率。因此 Hou 等[13]

提出一种基于联合嵌入学习和稀疏回归 (joint em-
bedding learning and sparse regression: a framework
for unsupervised feature selection, JELSR)的无监督

特征选择框架，通过学习稀疏变换矩阵来进行特

征选择。Zhu 等[19] 提出特征自表示模型 (unsuper-
vised feature selection by regularized self-representa-
tion, RSR)，通过对特征矩阵本身进行表示，找出

具有代表性的特征分量。为了使特征选择过程不

过度依赖最初学到的流形结构，Nie 等 [20] 提出了

自适应的特征选择方法 (unsupervised feature selec-
tion with structured graph optimization, SOGFS)，该
方法将特征选择和局部结构学习相结合。Li 等[21]

则提出自适应广义不相关的无监督特征选择方

法 (generalized uncorrelated regression with adaptive
graph for unsupervised feature selection, URAFS)，在
广义不相关模型中添加基于最大熵原理的图正则

化项，从而将数据局部几何结构嵌入流形学习

中。目前大部分算法都是在欧氏距离的基础上学

习数据的流形结构，而 Min 等 [22]通过多步马尔可

夫概率关系来描述数据结构从而进行无监督特征

选择 (unsupervised feature selection via multi-step
Markov probability relationship, MMFS)。

虽然以上无监督特征选择方法在各种应用中

取得一定的效果，但是这些方法还存在一些不足。

首先，这些方法都假设数据是独立同分布的，然

而现实中的数据来源不同，即使同源数据也会受

到外部条件（如光照、角度）影响，因而真实的数

据实例不仅与高维特征相关，还与数据之间的内

在联系有关。其次，大多数方法都是度量原始数

据空间中的特征重要性，这些方法的性能通常受

到噪声特征和样本的影响。而且，这些方法在数

据流形学习中都只利用相邻数据点之间的信息，

忽略不相邻数据对之间可能存在的关联。基于以

上问题，本文提出了一种新颖且简洁的潜在多步

马尔可夫概率的鲁棒无监督特征选择方法。

该方法借助多步马尔可夫转移概率构造数据

间的亲和矩阵，充分挖掘数据之间的流形结构。

然后利用对称非负矩阵分解 (symmetric nonnegat-
ive matrix factorization, SymNMF) 学习原始数据的

潜在表示，最后将潜在表示学习嵌入到稀疏回归

模型 (sparse regression model) 中进行特征选择。

多步马尔可夫转移概率矩阵可以描述数据与相邻

数据点和非相邻数据点之间的关系，在基于这种

关系构造的潜在表示空间中进行特征选择，不仅

能选择重要特征还能去除冗余特征和噪声，增强

算法的鲁棒性。 

1   相关工作
 

1.1    符号的定义

X = [x1 x2 · · · xn] ∈ Rd×n

d n

X ∈ Rd×n xi j X i j

XT X tr(X) X

X ∥X∥F =

√√
n∑

i=1

d∑
j=1

x2
i j X L2,1

∥X∥2,1 =
n∑

i=1

√√√ d∑
j=1

x2
i j

在本文中，矩阵用粗斜体大写字母表示，向量

用粗斜体小写字母表示。

是数据矩阵， 是样本维度，即特征数， 是样本个

数。对于任意矩阵 ， 是 的第 行第 列

元素，矩阵 为 的转置矩阵， 为 的迹。

的 F-范数定义为 ， 的 范数

定义为 。
 

1.2    多步马尔可夫转移概率

xi x j

高维空间中数据点可视为一个节点或状态，

数据 到数据 的一步转移概率定义为
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Pi j =
Mi j

n∑
r=1

Mir

(1)

其中

Mi j =


1
/

Di j
n∑

r=1

Dir

+ε

 , x j ∈ Nk(xi)

0 , 其他

(2)

D
Pii = 0

u

式中 是欧氏距离矩阵。式（1）和（2）有两点值得

注意：1）任意数据点的自转移概率为 0，即 ；

2）随着数据维度的增加欧氏距离并不能很好反映

所有数据点之间的关系，但流形的局部微小结构

同构于欧氏空间，因此非常接近的数据点之间的

一步转移概率是可以借助欧氏距离来计算的。从

式 (1) 和式 (2) 可知两个数据的关系越近，数据的

一步转移概率越大。由定理 1 得数据的 步转移

概率为

P(u) = P(u−1) P(1) (3)
{Xu,u ∈ T }

u ⩾ 0, i, j ∈ I u p(u)
i j P(u) =

P(u−1) P(1)

定理 1　设 为马尔可夫链，则对任意

整数 ， 步转移概率 具有性质

。

{Xu,u ∈ T }
u ∈ T i0, i1, · · · , iu+1 ∈ I

定义 1　若随机过程 对于任意的非负

整数 和任意的 ，其条件概率满足
P {Xu+1 = iu+1 |X0 = i0,X1 = i1, · · · , Xu = iu } =

P {Xu+1 = iu+1 |Xu = iu }
(4)

{Xu, u ∈ T }则称 为马尔可夫链。

{Xu,u ∈ T }
T T = {0,1,2, · · ·} Xu

I = {i0, i1, i2, · · ·}

定义 1 中马尔可夫过程 的参数集

是离散的时间集合，即 ， 取值的状

态空间是离散的状态集 。

定理 1 证明：利用全概率公式及定义 1 中的

马尔可夫性，有：

p(u)
i j = P {Xm+u = j |Xm = i } = P {Xm = i,Xm+u = j}

P {Xm = i} =∑
z∈I

P {Xm = i,Xm+l = z,Xm+u = j}
P {Xm = i,Xm+l = z} ·P {Xm = i,Xm+l = z}

P {Xm = i} =∑
z∈I

P {Xm+u = j |Xm+l = z }P {Xm+l = z |Xm = i } =∑
z∈I

p(u−l)
z j (m+ l)p(l)(m) =

∑
z∈I

p(l)
iz p(u−l)

z j

(5)
l = 1

P(u) = P(u−1) P(1)

令 ，根据定义 2 及矩阵乘法的运算法则得

，定理 1 得证。

i, j ∈ I {Xu,

u ∈ T } p(u)
i j u {Xu,

u ∈ T } p(u)
i j pi j

定义 2　若对任意的 ，马尔可夫链

的转移概率 与 无关，则称马尔可夫链

是齐次的，并记 为 。

P(1)

T = {1,2, · · ·}
设 为一步转移概率所组成的矩阵，且状态

空间 ，那么系统状态的一步转移概率为

P(1) =

 p11 p12 · · · p1n · · ·
p21 p22 · · · p2n · · ·
· · · · · · · · · · · · · · ·

 (6)

xi x j t数据 和数据 的 步最小多步马尔可夫转移

概率为

V1i j =min P(t)
i j s.t.i , j, t ⩽ u,V1ii = 0,

n∑
j=1

V1i j = 1 (7)

V1 u描述了数据点与其他 步可达的数据点之

间的最小转移关系，即松散关系。而数据间的最

大多步马尔可夫转移概率关系，即紧密关系为

V2i j =max P(t)
i j s.t. i , j, t ⩽ u,V2ii = 0,

n∑
j=1

V2i j = 1 (8)

详细过程可见算法 1，算法中学习数据流形

结构的核心是多步马尔可夫转移概率，一定步数

可达的最大马尔可夫转移概率描述了该数据对间

的紧凑结构，而在一定步数可达的最小马尔可夫

转移概率则描述该数据对间的松散结构。因此马

尔可夫步[23] 描述两个数据样本间的松紧关系，可

进一步应用到聚类或分类任务中。

F1 = V1XT F2 = V2XT

MMFS[22] 方法在获得多步马尔可夫转移概率

矩阵 V1 或 V2 后，直接将其应用于特征选择模板

或 中选择特征。该方法虽然能

自然地表征数据的流形结构，但是算法的特征选

择能力很容易受噪声或异常值的影响，随着数据

维度和特征维度的不断增加，从原始数据空间选

择的特征质量会下降。如果从潜在表示空间中选

择特征，就能很好地减弱噪声对算法模型的影

响，提高算法的鲁棒性。

X u

V2

算法 1　求数据 的 步最大马尔可夫转移概

率关系矩阵

X ∈ Rd×n u输入　数据矩阵 ，马尔可夫步数
t = 0初始化　马尔可夫步数 ，

D ∈ Rn×n计算数据间的欧氏距离 ；

P(1)计算一步马尔可夫转移概率 ：

Pi j
(1) =

Mi j
n∑

r=1

Mir

，Mi j = 1
/

Di j
n∑

r=1

Dir

+ε


Pii = 0 Pi j = 0, if x j < Nk(xi)其中 且

t < uWhile  do
P(t) = P(t−1) P(1)1) ；

V2i j =max P(t)
i j s.t. i , j,V2ii = 0,

n∑
j=1

V2i j = 12) 

t = t+13) 
End while

V2输出　关系矩阵 

1.3    潜在表示学习

潜在表示学习[24](latent representation learning,
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LRL) 有利于数据挖掘和机器学习任务，特别是对

于网络数据的处理。非负矩阵分解 (nonnegative
matrix factorization, NMF)[25-26]主要是围绕具有线

性结构的数据进行聚类，但其并不适用于所有类

型的数据聚类，例如，一组图像会形成多个一维

非线性流形。

∥∥∥A−HHT
∥∥∥2

F H

A ∈ Rn×n

H
HT

而 SymNMF 模型不仅继承了 NMF 的可解释

性 [27]，还挖掘了数据的潜在聚类结构。假设同类

数据的相似度更大，异类数据的相似度更小，

越小，非负矩阵 捕捉的聚类结构越完

整。SymNMF 过程就是对数据进行潜在表示学习

的过程，其目标是将相似性矩阵 进行对称

非负分解，分解为低维潜在空间中非负矩阵 与

其转置矩阵 的乘积：

min
A

∥∥∥A−HHT
∥∥∥2

F
s.t. H ⩾ 0 (9)

H ∈ Rn×c n

c <min{d,n}
式中： 是 个数据的潜在表示矩阵；c 是潜

在因子数，且 ；

Ai j = exp
(
−
∥∥∥xi− x j

∥∥∥2
2
/2σ2
)

(10)

σ > 0其中 为宽度参数。

由于 SymNMF 模型在线性和非线性流形上

都能获得更好的聚类结构，因此可以借用该思想

从数据样本的亲和矩阵中学习潜在表示并进行无

监督特征选择。 

2   模型和算法
 

2.1    模型建立

在潜在表示中，潜在因子对样本的一些隐藏

属性进行编码，而这些隐藏属性与数据样本的某

些特征（或属性）是相关的。因此，对潜在表示矩

阵进行稀疏多元线性回归模型得：

min
W

∥∥∥XTW−H
∥∥∥2

F
+a∥W∥2,1 (11)

W ∈ Rd×c H ∈ Rn×c

α

式中： 是回归系数矩阵；矩阵 可作

为伪标签矩阵，可为特征选择提供判别信息。参

数 控制模型稀疏度。

将潜在表示学习的式 (9) 与稀疏回归模型式

(11) 相结合，得到基于稀疏正则化的潜在表示学

习的特征选择模型：

min
W,H

∥∥∥XTW−H
∥∥∥2

F
+β
∥∥∥A−HHT

∥∥∥+α∥W∥2,1
s.t. H ⩾ 0

(12)

A
A

式中： 是如式 (10) 定义的数据相似性对称矩

阵。但是，这种相似性矩阵 只保留了邻接数据

点之间的相似关系，而没有考虑非邻接数据对之

间可能存在的关系，即相似矩阵不能真实反映数

据实例之间的关系。

前文提到最大多步马尔可夫转移概率在保留

任意数据对的局部流形结构的同时，还能描述该

数据与较远点数据间的紧密关系。因此最大马尔

可夫转移概率矩阵比相似性矩阵更适合潜在表示

学习。基于以上分析，本文将最大多步马尔可夫

转移概率与潜在表示的稀疏回归模型相结合，给

出一个简洁新颖的无监督特征选择模型 (unsuper-
vised feature selection via multi-step Markov probabil-
ity and latent representation, MMLRL)：

min
W,H

∥∥∥XTW−H
∥∥∥2

F
+α∥W∥2,1+β

∥∥∥V−HHT
∥∥∥

s.t. H ⩾ 0
(13)

V ∈ Rn×n式中 是最大多步马尔可夫转移概率关系

矩阵，可由算法学习得到。 

2.2    优化算法

式 (13) 用交替方向法（alternating direction
minimizing, ADM）求解 [28]，使用交替迭代优化策

略逐个迭代更新模型中的变量。 

W H2.2.1   固定 更新

W当 固定时，目标函数 (式 (11)) 改写为

min
H

∥∥∥XTW(t)−H
∥∥∥2

F
+β
∥∥∥V−HHT

∥∥∥2
F

s.t. H ⩾ 0
(14)

H ⩾ 0 Θ ∈ Rc×n

于是，使用拉格朗日乘子法求解问题 (式 (14))。
设约束 的拉格朗日乘子为 ，则式 (14)
中目标函数的拉格朗日函数为

L(H,Θ) =
∥∥∥XTW(t)−H

∥∥∥2
F
+β
∥∥∥V−HHT

∥∥∥2
F
+ tr(ΘHT) =

tr
[(

XTW(t)−H
)T (

XTW(t)−H
)]
+

tr
(
ΘHT
)
+β · tr

[(
V−HHT

)T (
V−HHT

)]
=

tr
(
HT H−2W(t)

T

XH+W(t)
T

XXTW(t)
)
+

tr
(
ΘHT
)
+β · tr

(
HHT HHT−2VT HHT+VTV

)
(15)

L(H,Θ) H对 关于 求导数并令其等于 0 得:

∂ L(H,Θ)
∂ H

=
∂tr
(
HTH−2W(t)

T

XH
)

∂ H
+
∂ tr
(
ΘHT)
∂ H

+

β
∂ tr
(
HHT HHT−2VTHHT)

∂ H
⇒

−2XTW(t)+2H−4βVH+4βHHT H+Θ = 0
(16)

Θi jHi j = 0 H由 Kuhn-Tucker 条件 及定理 2 得 的

更新规则为[29]

H(t+1)
i j ← H(t)

i j

(2XTW(t)+4βVH(t))i j

(2H(t)+4βH(t)H(t)T H(t))i j

(17)

←其中 是赋值符号。

H定理 2　如果 是式 (14) 中目标函数的一个

局部最小值，那么：

(4βHHT H+2H)⊗H− (4βVH+2XTW(t))⊗H = 0 (18)
⊗其中 为 Hadamard 积。
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Θ ∈ Rc×n H ⩾ 0
L(H,Θ)

证明　 为约束 的拉格朗日乘子，

拉格朗日函数为 ，Kuhn-Tucker 条件有：
∂L(H,Θ)

/
∂H = 0 (19)

Θ⊗H = 0 (20)
H对式 (19) 等号两边关于 求导得：(

4βHHT H+2H
)
−
(
4βVH+2XTW(t)

)
+Θ = 0 (21)

H等式 (21) 两边同时与 进行 Hadamard 积运

算得： (
4βHHTH+2H

)
⊗H+Θ⊗H−(

4βVH+2XTW(t)
)
⊗H = 0⊗H

(22)

Θ⊗H = 0由式 (20) 的 得：(
4βHHTH+2H

)
⊗H−

(
4βVH+2XTW(t)

)
⊗H = 0 (23)

 

H W2.2.2   固定 更新

W当 H固定时，可得以下关于 的优化问题：

min
W

∥∥∥XTW−H(t+1)
∥∥∥2

F
+α∥W∥2,1 (24)

Λ(t) ∈ Rd×d Λ(t)
ii =1
/(

2
∥∥∥W(i, :)(t)

∥∥∥
2

)
∥∥∥W(i, :)(t)

∥∥∥
2

Λ(t)
ii = 1

/(
2
∥∥∥W(i, :)(t)

∥∥∥
2
+ε
)

对于问题式（24）使用迭代加权（ iterative re-
weighted least-squares, IRLS）最小二乘法  [19,30] 求

解。先引入对角矩阵 ， ，

如果  为 0，则 。因

此式 (24) 转化为以下问题：

min
W

∥∥∥XTW−H(t+1)
∥∥∥2

F
+α · tr

(
WTΛ(t)W

)
(25)

式 (25) 中的目标函数的第一项为∥∥∥XTW−H(t+1)
∥∥∥2

F
= tr
[(

XTW−H(t+1)
)T (

XTW−H(t+1)
)]
=

tr
(
WTXXTW−2WT XH(t+1)+H(t+1)H(t+1)T)

(26)
W然后对式 (25) 中的目标函数所有项关于 求

导并令其为 0 解得：

∂
∥∥∥XTW−H(t+1)

∥∥∥2
F

∂W
+α
∂tr(WTΛ(t)W)
∂W

=

∂ tr(WT XXTW)
∂W

−2
∂ tr(WT XH(t+1))

∂W
+

α
∂tr(WTΛ(t)W)
∂W

= 0⇒

2XXTW−2XH(t+1)+2αΛ(t)W = 0⇒
W =

(
αΛ(t)+XXT

)−1
XH(t+1)

(27)

H W

W
W

W

以上求解 和 过程交替地重复进行，直到
满足终止条件，详细过程见算法 2。在求得矩阵

之后，可根据其行向量的 2-范数来衡量数据中
对应特征的重要性，如果 中某行的 2-范数趋于
0，则对应的特征为冗余或不相关特征。因此将

所有行向量的 2-范数进行排序，值越大代表数
据相应特征越重要。最后，对特征选择后所得到
的样本进行聚类或分类。

算法 2　MMLRL 用于求解问题式 (13)
X ∈ Rd×n u输入　数据矩阵 ，马尔可夫步数 ，正

α β则化参数 ，

W(0) ∈ In×n H(0) ∈ Rn×c

t = 0

初始化　 ，随机矩阵 ，迭代

次数

X u

V
根据算法 1 计算 的 步最大马尔可夫转移概

率关系矩阵 ；

While 不收敛 do
Λ(t)1) 计算对角矩阵

H(t+1)2) 根据乘法法则式 (17) 更新 ；

W(t+1)3) 根据式 (27) 更新

t = t+14) 
End while

W =W(t+1) ∈ Rd×c输出　变换矩阵 

3   实验分析

本节将 MMLRL 算法在 7 个公开数据集上进

行特征选择实验，并与 8 个特征选择算法对比，全

面评估和验证 MMLRL 算法的性能和有效性。 

3.1    数据集

实验中的数据集包括两个人脸数据集 ORL-
32 [31] 和 warpAR10P[19]，物体数据集 COIL-20[32],手
写字体数据集 USPS[33],语音数据集 Isolet[34] 以及

两个生物数据集 Lung[35] 和 CLL_SUB_111[36]。数

据集的具体信息如表 1 所示。
 

  
表 1    数据集具体信息

Table 1    Specific information of data sets
 

数据集 样本数 特征数 类别数 样本类型

ORL 400 1 024 40 人脸

warpAR10P 130 2 400 10 人脸

COIL_20 1 440 1 024 20 物体

USPS 9 298 256 10 手写字体

Isolet 1 560 617 26 语音

Lung 203 3 312 26 生物

CLL_SUB 111 11 340 3 生物
 
  

3.2    对比算法及实验设置

实验中的对比算法包括：拉普拉斯算子 (LS)[14]、

多聚类特征选择 (MCFS)[16]、嵌入式稀疏正则化

(JELSR)[13]；自表示特征选择 (RSR)[19]、结构图优

化 (SOGFS)[20]、广义不相关的自适应图特征选择

(URAFS) [21]、潜在表示与流形正则化 (unsuper-
vised feature selection via latent representation learn-
ing and manifold regularization, LRLMR)[37]、基于多

步马尔可夫概率的无监督特征选择 (MMFS)[22]。
k为保证实验公正性，近邻数 设置为 5，通过

网格搜索策略确定每个算法的最优参数组，参数

范围为{10−3, 10−2, 10−1, 1, 10, 102, 103}。除了

USPS 数据集的特征选择范围为{50, 80, 110, 140,
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170, 200}，其余数据集上特征选择的范围为{50,
100, 150, 200, 250, 300}。

聚类实验的评价指标通常有聚类精度 (clus-
tering accuracy, ACC) 和标准化互信息 (normalized
mutual information, NMI)，ACC 的定义如下：

CAC =

n∑
i=1

δ(pi,map(qi))

n
(28)

qi xi pi xi

x = y δ(x,y) = 1 δ(x,y) = 0 map(qi)

式中： 为数据 的聚类标签， 为 的真实标签。

当 时， ，否则 。 为最佳

映射函数，该函数通过最大权匹配 (Kuhn-Munkres)
算法将聚类标签与真实标签进行匹配。NMI 表

示聚类结果与真实标签的同一性，其定义为

INM(P,Q) =
IM(P,Q)
√

H(P)H(Q)
(29)

H(P) H(Q) P Q

P Q IM(P,Q)

P Q

式中： 和 分别为变量 和变量 的熵，聚

类中 和 分别为聚类结果和真实标签，

为 和 的互信息。

IM(P,Q) =
∑

pi∈P,q j∈Q

P(pi,q j) lg
P(pi,q j)

P(pi)P(q j)
(30)

P(pi) pi P(q j)式中： 为样本属于 类的概率， 为样本属

q j P(pi,q j) pi q j于 类的概率。 为样本同属于 类和 类

的联合概率。

分类实验的评价指标为分类精度 (classifica-
tion accuracy, ACA)，定义如下：

ACA =
1
n

T∑
i=1

δ(yi, ŷi) (31)

yi xi ŷi xi

T yi = ŷi δ(yi, ŷi) = 1

δ(yi, ŷi) = 0

式中： 是数据 的真实标签， 是数据 的预测标

签。 是测试样本数， 时， ，否则

。 

3.3    聚类性能与分析

算法获取带有重要特征的数据后，用 K均值

方法对这些数据进行聚类，通过聚类效果反映算

法的性能。通常用聚类精度和标准化互信息来衡

量聚类效果，ACC 值或 NMI 值越大，算法聚类性

能越好。实验重复运行 20 次 K 均值聚类，从而

消除初始点对聚类效果的影响。

表 2 和表 3 分别列出了所有算法在不同数据

集上进行特征选择的 ACC 和 NMI 的平均值和标

准差，以及取得最好效果时所选的特征数，最优

结果用粗体突出标示，次优结果用下划线标出。
 

  
表 2    不同方法在 6 个数据集上的聚类精度 (ACC±std) 及所选特征数

 

Table 2    Clustering accuracies (ACC ± std) and the numbers of selected features of different algorithms on six datasets %
 

数据集 ORL COIL_20 USPS Isolet Lung CLL_SUB
LS 47.51±0.83 (250) 56.51±1.46 (150) 56.43±1.41 (250) 55.82±1.11 (300) 65.01±2.41 (300) 53.12±0.07 (50)

MCFS 52.19±1.12 (100) 58.81±1.22 (100) 58.91±1.57 (50) 59.31±0.74 (50) 69.86±2.12 (100) 53.15±0 (100)

JELSR 53.08±0.64 (100) 57.67±1.66 (250) 59.71±1.21 (150) 57.36±1.36 (300) 66.68±1.63 (200) 53.15±0 (300)

RSR 52.14±0.95 (100) 57.59±1.54 (300) 54.79±0.82 (300) 53.12±1.29 (300) 63.95±1.87 (300) 52.81±0.31 (300)

SOGFS 50.80±0.89 (150) 59.18±0.74 (100) 55.60±0.89 (300) 59.09±1.37 (100) 67.60±2.16 (50) 53.15±0 (50)

URAFS 48.67±0.95 (250) 48.99±1.22 (300) 54.12±0.64 (300) 44.56±0.65 (300) 65.14±2.65 (250) 49.19±1.58 (200)

LRLMR 50.55±1.07 (200) 55.25±0.73 (250) 58.63±0.93 (250) 51.25±0.92 (300) 67.26±2.38 (150) 48.81±0.73 (250)

MMFS 49.53±0.87 (300) 57.65±1.36 (300) 57.77±0.28 (300) 56.31±0.72 (100) 64.77±2.48 (300) 53.63±0.74 (100)

MMLRL 52.34±0.96 (250) 60.91±1.10 (200) 60.77±0.64 (250) 61.78±0.60 (300) 69.92±2.15 (150) 53.68±0.44 (50)
 
 

  
表 3    不同方法在 6 个数据集上的归一化互信息 (NMI±std) 及所选特征数

 

Table 3    NMI values (NMI ± std) and the number of selected features of different algorithms on six datasets %
 

数据集 ORL COIL_20 USPS Isolet Lung CLL_SUB
LS 71.42±0.49 (250) 71.90±0.63 (200) 55.57±0.42 (250) 73.10±0.31 (300) 63.01±0.82 (250) 19.05±0.62 (50)

MCFS 74.57±0.51 (100) 73.72±0.44 (250) 56.27±0.32 (100) 75.94±0.36 (200) 67.37±2.09 (50) 18.74±0 (100)

JELSR 74.73±0.31 (100) 71.91±0.65 (250) 56.97±0.38 (200) 74.55±0.40 (300) 65.07±1.02 (200) 19.34±0.75 (200)

RSR 74.00±0.40 (100) 72.81±0.57 (300) 51.09±0.31 (300) 68.72±0.49 (300) 61.81±1.54 (300) 18.46±1.42 (300)

SOGFS 74.16±0.47 (150) 72.44±0.46 (200) 54.07±0.40 (300) 73.49±0.47 (100) 64.54±1.70 (50) 18.96±0.59 (100)

URAFS 71.89±0.49 (300) 66.68±0.85 (300) 52.07±1.01 (300) 63.82±0.28 (300) 63.24±1.72 (200) 15.41±4.84 (200)

LRLMR 73.38±0.68 (200) 71.87±0.36 (250) 55.48±0.17 (300) 69.67±0.49 (300) 64.77±1.87 (150) 9.71±1.41 (250)

MMFS 72.82±0.61 (300) 74.35±0.39 (300) 55.28±0.14 (300) 72.02±0.34 (100) 62.53±1.93 (300) 20.39±0.59 (300)

MMLRL 74.32±0.44 (250) 75.43±0.62 (300) 57.01±6.09 (300) 77.66±0.32 (300) 68.31±1.61 (150) 23.09±1.20 (50)
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由表 2 和表 3 可知，MMLRL 除了在 ORL 数

据集上取得次优的 ACC 和较优的 NMI 外，在其

他数据集上均取得最好的 ACC 和 NMI。这是因

为 MMLRL 算法通过多步马尔可夫转移概率不仅

得到数据点与其相邻点间的关系，还得到了该数

据点与其较远点之间的关系，充分利用和保持了

流形上的数据结构；同时在纯净的潜在表示空间

中选择特征，减少了噪声或异常值的影响。

其次，考虑特征选择数对聚类精度的影响，

图 1 给出 6 种算法在不同数据集上选择不同特征

数时 ACC 值的变化曲线。由图 1 可见，随着特征

选择数的增加，MMLRL 算法的聚类精度稳定地

优于其他对比算法，从而可以通过选择合适的特

征个数来获得比其他算法更好的聚类精度。尤其

在 COIL_20 数据集上，不管选择多少数目的特

征，其 ACC 都优于其他对比算法，这说明可以选

择最小的特征数来得到最好的聚类效果，从而减

少计算时间。  
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图 1    不同方法选择不同特征数时的聚类精度 (ACC)
Fig. 1    ACC of all the algorithms for different numbers of selected features on the six datasets

 
 

3.4    运行时间

本节比较了 8 种算法在 ORL、COIL_20、USPS、
Isolet 和 Lung5 个数据集上进行聚类实验的运行

时间，实验结果如表 4 所示。从表 4 可以看出，本

文提出的算法 MMLRL 同 MCFS、SOGFS 和 MMFS
算法相比，运行时间更短，与其他对比算法相比运

·1023· 过伶俐，等：潜在多步马尔可夫概率的鲁棒无监督特征选择 第 5 期

 



行时间相当。MMLRL 算法在学习非邻接数据点

间的流形关系时会消耗些许时间，但增加的时间

很少，而且这步有利于数据潜在表示学习。因此以

很少的时间换取更好的特征选择效果是可取的。 

  
表 4    不同方法运行时间

Table 4    Running time of different methods
 

数据集 ORL COIL_20 USPS Isolet Lung
MCFS 4.040 3±0.222 4 9.895 0±0.123 1 4.275 8±0.554 3 8.593 7±0.059 7 1.270 6±0.059 1

JELSR 0.075 1±0.001 7 1.343 7±0.007 1 1.483 2±0.048 9 1.035 9±0.037 3 0.831 0±0.006 8

RSR 0.081 5±0.001 2 0.204 1±0.001 7 0.152 4±0.003 9 0.150 0±0.015 7 1.115 7±0.008 0

SOGFS 1.237 3±0.022 6 1.963 2±0.034 5 1.466 1±0.025 9 1.181 8±0.011 4 46.928 7±0.157 7

URAFS 0.469 1±0.003 4 0.952 5±0.008 5 1.050 1±0.047 0 0.730 1±0.006 5 9.149 9±1.310 9

LRLMR 0.087 4±0.003 7 0.379 5±0.004 7 0.357 4±0.005 2 0.309 9±0.015 6 1.048 2±0.015 5

MMFS 0.140 4±0.010 7 1.809 9±0.023 5 4.204 8±0.171 7 2.124 4±0.023 9 1.227 6±0.019 3

MMLRL 0.118 4±0.010 7 1.514 26±0.013 2 3.523 1±0.082 3 1.824 3±0.053 6 0.861 3±0.012 2
 
  

3.5    分类性能与分析

本节通过 KNN 分类法对 6 个数据集上的多类

数据进行分类。除了 USPS 数据集，其他数据集都

随机选择每类的 7 个样本作为训练集，为了防止过

拟合现象，在 USPS 数据集中会随机选择每类的

70 个样本做为测试集，剩余的样本作为测试集。由

于 CLL_SUB 数据集的类别数较少，因此将该数据集

替换为 10 类的 warpAR10P 数据集。同时为了消除

数据集划分过程中可能存在的误差，会随机划分数

据集 5 次，然后取 5 次结果的平均值作为最终结

果。通常平均分类精度 (ACA) 用于衡量分类效果，

ACA 值越大说明算法分类越精确。表 5 给出了不同

方法在 6 个数据集上的分类精度 (ACA) 以及对应的

特征数，最好的结果用粗体表示。图 2 则为不同算

法在 6 个数据集上选择不同特征数时的分类精度曲

线。从表 5 和图 2 可以看出，MMLRL 方法在 COIL_
20、USPS 和 Isolet 数据集上取得显著的分类效果，

这说明该方法在预处理多类数据时更具优势。
 

  
表 5    不同方法在 6 个数据集上的分类精度 (ACA±std) 及所选特征数

 

Table 5    Classification accuracies (ACA ± std) and the numbers of selected features of different algorithms on six datasets %
 

数据集 ORL warpAR10P COIL_20 USPS Isolet Lung
LS 87.00±0.00 (300) 44.60±4.88 (150) 79.19±1.20 (300) 71.11±2.47 (300) 69.85±1.13 (300) 75.00±4.15 (300)

JELSR 88.00±0.00 (200) 36.00±5.57 (100) 79.53±1.16 (300) 71.14±2.18 (150) 71.75±0.78 (300) 77.88±5.31 (250)

RSR 87.50±0.00 (250) 48.00±2.24 (50) 82.84±1.97 (300) 66.35±2.50 (300) 66.59±0.21 (300) 65.00±6.95 (300)

SOGFS 88.50±0.00 (100) 24.20±3.11 (50) 80.16±1.35 (300) 69.85±2.16 (300) 71.90±1.24 (100) 76.92±3.01 (150)

URAFS 87.40±1.24 (250) 32.60±4.77 (100) 71.32±1.74 (300) 67.09±2.04 (300) 58.66±2.01 (300) 77.88±5.23 (300)

LRLMR 88.10±0.82 (300) 39.20±4.76 (200) 80.32±1.10 (300) 69.99±2.60 (300) 65.79±1.14 (300) 78.65±2.64 (200)

MMFS 88.00±0.00 (300) 34.40±4.10 (300) 83.47±1.28 (300) 70.83±2.38 (300) 70.60±1.28 (300) 74.81±5.98 (300)

MMLRL 89.00±0.79 (250) 43.00±6.63 (200) 84.71±1.07 (150) 71.60±2.21 (200) 72.70±1.88 (300) 80.00±2.90 (200)
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图 2    6 个数据库上选择不同特征数时的分类精度

Fig. 2    ACA of all the algorithms for different numbers of features on the six datasets
 
  

3.6    噪声对聚类精度的影响

为验证 MMLRL 算法在噪声下的鲁棒性，本

节研究算法在噪声数据集中聚类精度的变化情

况，主要有两种噪声：在图像中随机加不同像素

大小的遮挡块和不同比例的点噪声（如椒盐噪

声），以 COIL_20 数据集和 Isolet 数据集为例。表 6
给出了 9 种算法在有遮挡块的 COIL_20 数据集

上的聚类精度变化情况，表 7 则是 8 种方法在包

含不同比例椒盐噪声的 Isolet 数据集上的聚类

结果。
 

  
表 6    不同算法在有遮挡块的 COIL_20 数据集上的聚类精度 (ACC)

 

Table 6    Clustering accuracies of different methods to block occlusion with different sizes on COIL_20dataset %
 

算法
遮挡快大小

0×0 3×3 4×4 5×5 6×6 7×7
LS 57.74 53.42 54.52 51.51 52.25 50.60

MCFS 59.58 58.92 57.65 54.46 56.69 52.20
JELSR 58.32 59.19 56.19 53.19 51.74 46.83
RSR 58.05 56.81 50.61 44.74 34.81 28.05

SOGFS 59.74 56.81 56.99 52.28 50.50 48.77
URAFS 50.43 47.76 48.01 47.20 48.50 47.37
LRLMR 55.62 55.94 55.23 56.03 51.83 50.17
MMFS 58.29 59.49 61.90 58.43 51.96 49.72

MMLRL 64.09 59.86 61.65 60.28 57.10 50.47
 

由表 6 可知，给 COIL_20 数据集图像随机添

加遮挡块时，算法的聚类精度受到较大的影响，尤其

是对 RSR 算法的影响，到后期 ACC 值降低到很

小，而 MMLRL 算法得到的 ACC 值减少幅度很小，

且能持续取得高于对比算法的聚类精度。表 7 则

表明，随着 Isolet 数据集中噪声比例不断加，MMLRL
算法取得的 ACC 值波动很小，而且聚类效果优于

其他对比算法。这说明 MMLRL 算法学习有噪声

数据样本的特征时具有一定的鲁棒性，在噪声特

征或数据中依然能选择出重要特征。
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表 7    不同方法在有点噪声的 Isolet 数据集上的聚类精度(ACC)

 

Table 7    Clustering accuracies of different methods to different densities of salt and pepper noise on Isolet dataset %
 

算法
点噪声比例

0 10 20 30 40 50 60
LS 55.58 55.86 54.12 54.66 54.39 55.26 54.48

JELSR 57.79 57.58 57.08 57.65 57.72 58.01 58.35
RSR 52.67 53.22 54.03 52.65 52.44 53.00 52.53

SOGFS 58.19 57.06 50.40 52.58 49.43 50.17 49.94
URAFS 45.26 43.69 45.01 44.75 45.94 45.89 47.46
LRLMR 50.75 53.90 54.60 53.87 55.66 58.57 56.45
MMFS 56.45 52.67 52.50 51.96 52.25 55.12 53.56

MMLRL 60.47 60.22 59.94 59.96 58.11 58.05 56.76

 
  

3.7    特征选择图

图 3 给出了 6 种算法关于 ORL 数据集侧脸

图像的特征选择图。
 

 

(a) ORL 原始图像

(b) LS

(c) MCFS

(d) SOGFS

(e) LRLMR

(f) MMFS

(g) MMLRL

(a) ORL 原始图像

(b) LS

(c) MCFS

(d) SOGFS

(e) LRLMR

(f) MMFS

(g) MMLRL 
图 3    不同算法对 ORL 数据集的特征选择图

Fig. 3    Feature selected images of  partial  ORL data set  by
different algorithms

 
 

图 3(a) 是原始侧脸图像，(b)~(g) 是不同算法

在原始图像上选择不同特征数时的图像，特征选

择的范围为{200, 250, 300, 350, 400, 450, 500}。观

察图 3(b)~(d) 得知，  LS 和 SOGFS 算法的特征选

择效果最差，随着特征选择数的增加，只选择面

部特征，而重要五官特征都未被选择。在图 3(c)~
(e) 中，MCFS 和 LRLMR算法虽然选择特征均匀，

但不是重要的五官特征。相比于其他算法，MMLRL
算法最后能选出重要的五官特征（眼、口、鼻），这

也是 MMLRL 算法在不同数据集上取得较好聚类

效果的原因。 

3.8    参数对聚类精度的影响

α β本节讨论模型式 (11) 中正则化参数 与 对聚

类精度的影响，图 4 给出了 MMLRL 算法在不同

数据集上取不同参数值时聚类精度图。
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图 4    不同参数组合下 MMLRL 在 6 个数据集上聚类精度

α βFig. 4    Clustering accuracy of MMLRL algorithm with respect to  and  on six data sets
 
 

α ⩾ 1，β ⩽ 0.1

观察图 4 得知，在除 ORL 和 Isolet 数据集外

的其他数据集上，一个参数固定而另一参数变化

时，ACC 都相对稳定，这说明在大部分情况下

MMLRL 算法受参数的影响较小。在 ORL 数据

集上，当 时参数对算法的学习效果影

响较小；在 Isolet 数据集上，参数对聚类效果的影

响较大。从以上分析可知，在实际情况下应选择

合适的参数组来提高平均聚类精度。 

4   结束语

本文提出了一种更为简洁的潜在多步马尔可

夫概率的无监督特征选择模型。该模型利用多步

马尔可夫概率学习数据更为广义的流形结构，在

学习相邻数据点流形信息的同时充分挖掘非相邻

数据点之间的结构信息；通过对称非负矩阵分解

模型来学习数据的潜在表示，并在潜在表示空间

中选择数据特征。模型在参数少和结构更为简单

的情况下能取得更好的聚类效果。实验表明，

MMLRL 算法能快速而有效地选择数据的重要特

征，降低噪声或异常值的影响，证明了所提算法

的有效性。

以上模型是在数据空间中学习潜在表示的，

为进一步提高特征选择和聚类的性能，也可以在

特征空间中学习潜在表示，从而同时学习数据和

特征的内在互联信息。因此可以对模型结构进行

扩展以提高聚类效果。
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