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不确定成对约束的双对抗流形传播方法

孙乐，王士同
（江南大学 人工智能与计算机学院，江苏 无锡 214122）

摘    要：成对约束传播 (pairwise constraint propagation, PCP) 通常研究的是在初始给定精确的成对约束基础上通

过传播学习来增加成对约束的数量，从而给机器学习任务提供较多的监督信息。可是，在现实场景中，有时还

有一些不精确的成对约束，因此，如何利用这些不精确的成对约束来提高成对约束传播学习的效果是一个有待

解决的问题。针对这一问题，本文提出了一种不确定成对约束的传播方法。主要思想是用两个矩阵分别表示

必须链接和不能链接的可能性，两种可能性之间形成对抗，同时两种成对约束之间也存在对抗关系，两类对抗

相结合形成一种双对抗结构，作用于必须链接和不能链接的传播过程，使二者的对抗强度在竞争中趋于最小

化。我们将该方法称为不确定成对约束传播 (uncertain pairwise constraint propagation, UPCP)。在多个数据集上

的实验结果表明，不确定成对约束的传播效果不超过但近似于理想化传播效果，在增强现实应用性的同时尽可

能地保证了传播精度。
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Doubly adversarial manifold propagation on uncertain pairwise constraints

SUN Le，WANG Shitong
(School of Artificial Intelligence and Computer Science, Jiangnan University, Wuxi 214122, China)

Abstract: Pairwise constraint propagation aims to increase the number of accurate pairwise constraints through propaga-
tion learning on the basis of the initial given exact pairwise constraints to provide additional supervision information for
the  machine  learning  task.  However,  inaccurate  pairwise  constraints  occasionally  exist  in  real  scenes.  Therefore,  one
problem to be solved is the use of these inaccurate pairwise constraints to enhance pairwise constraint propagation. A
propagation method of uncertain pairwise constraints is proposed in this paper to solve this problem. The main idea is to
use two matrices to represent the possibility of must-links and cannot-links. A confrontation between the two possibilit-
ies and a confrontation relationship between two kinds of pairwise constraints  exist.  The combination of two types of
confrontation  forms  a  double  adversarial  structure,  which  acts  on  the  propagation  process  of  must-links  and  cannot-
links; therefore, the adversarial intensity between them is minimized in the competition. This method is called uncertain
pairwise constraint propagation. Experimental results on multiple datasets show that the propagation effect of uncertain
pairwise constraints does not exceed but is similar to the ideal propagation effect, which enhances the practical applicab-
ility and ensures the propagation accuracy completely.
Keywords: uncertain pairwise constraint; doubly adversarial relationship; manifold regularization; pairwise constraint
propagation; possibility of constraints; k-nearest neighbor; distinguishability; weak supervision

 

成对约束被认为是一种弱监督信息 [1]，因为

相比于标签信息，成对约束不能提供显式的类信
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息，而是一种综合的监督信息。具体来说，成对

约束不是标记每一个数据样本属于哪一类，而是

标记一对数据样本之间的关系，即由必须链接和

不能链接两类约束信息来说明两个数据样本是否

属于同一类。因此成对约束信息不具备推演传导

的特性 [ 2 ]，例如，给定 3 个数据点 a、b、c，已知

a 和 b 之间存在必须链接，b 和 c 之间存在必须链

接，但 a 和 c 之间的约束关系并无法推导出。在

很多机器学习任务中，成对约束比类标签使用起

来更简单。

成对约束可以作为一种先验知识改进模型来

提高聚类[3-7]、降维[8-10]、特征选择[11-12]、度量学习[13-17]

和半监督分类 [18] 等任务的性能。但是可用的成

对约束通常是有限的，因此成对约束的传播就至

关重要。成对约束传播就是将有限可用的成对约

束关系从已知约束的数据样本对传播到未知约束

的数据样本对，从而获得大量可靠的成对约束信

息，显著提高机器学习任务的性能。

O(n4)

为了将初始成对约束信息传播到整个数据集

中，前人做了大量的工作，提出很多方法。例如，Lu
等 [19] 通过高斯核函数将已知的约束传播到其他

相似的未知约束的数据点，但是该方法做了特定

假设，仅针对两个类的聚类问题。Li 等[20] 将成对

约束传播表示为半定规划 (semi-definite program-
ming, SDP) 过程，不局限于两个类的问题，但是

SDP 求解过程会产生极大的开销，计算复杂度达

到 。Yu 等 [21] 把成对约束传播表示为一个约

束优化问题，但只局限于必须链接的优化。Lu 等[22]

为了克服上述问题，提出一种不限于两类和必须

链接，并且能够降低计算复杂度的方法，将成对

约束传播分解为一组相互独立的半监督分类子问

题。为了增强传播中两种约束的可辨别性，Jia
等 [23] 提出一种基于对抗流形正则化的成对约束

传播模型，将必须链接和不能链接分开传播，并

且加入其对抗关系。上述方法都是应用于单模态

数据成对约束传播问题的，现实生活中多模态数

据已经非常普遍，因此一些扩展方法也研究了多

模态数据的成对约束传播问题[24-25]。

前面提到的很多成对约束传播模型都是利用

精确的初始成对约束来传播，而在现实世界中，

想要获取精确的成对约束存在一定的困难，很多

约束关系来自现实环境，其具有弱关系，所以关系

的不确定性是可变的[26]。很显然只追求精确的初

始成对约束时并没有考虑到现实中获取成对约束

的精准性，导致在现实情境下的传播会忽略一部

分不精确信息。例如当初始成对约束信息是从用

户反馈中获得时，就存在很大的不确定性。假设

现有两个病例的症状信息，不同个体出现的症状

差异和表达能力的偏差等都会成为判断两个病例

是否患同一种病的不确定因素，我们不能得出两

个病例一定患或不患同一种病的结论，但可以判

断二者患或不患同一种病的可能性。

为了解决这个问题，本文提出了不确定成对

约束这个新概念，并在其基础上构造出一种双对

抗的约束传播模型。这种传播通过已知信息获得

两个数据样本属于或不属于同一类的可能性，两

种可能性之间形成一个对抗，另外必须链接和不

能链接本身存在一个对抗，综合两个对抗并使其

作用于判断其他数据样本间的约束类别。不仅较

大限度地利用了有限数量初始成对约束的潜力，

也增强了成对约束传播的现实应用性。

本文的主要贡献如下：1) 关注到从现实场景

中推断出成对约束关系时的准确性问题，首次提

出不确定成对约束这个新的概念。2) 在不确定成

对约束的传播过程中，与文献 [23] 不同，在考虑

了约束对抗的基础上，引入了可能性的对抗，形

成双对抗的新结构，调整对抗强度。3）本文提出

模型的交替迭代算法在理论上保证了收敛性。4）
在 8 个数据集上的实验结果验证了不确定成对约

束的双对抗传播效果的有效性，在现实场景的应

用中有着明显的优越性。 

1   相关知识
 

1.1    流形正则化

xi

X = {x1, x2, · · · , xn}

G =< ν,ε >

ν ε

xi

Nk(xi)

[0,1] Wi, j(1 ⩽ i, j ⩽ n)

假设给定一个由 n个 d维数据样本组成的数

据集 X，将其第 i 列记为 ，那么输入数据表示为

。假定数据分布的几何形状由基

础流形支持，可以将其映射为一个无向加权图

，每一个数据样本代表一个顶点，所以

是由 X 中所有数据样本组成的顶点集， 是描述

成对的数据样本之间存在约束情况的边集，边的

权值大小通过计算相关的两个数据样本之间的相

似度获得。k 近邻 (k-nearest neighbor, k-NN) 图通

常用来构造相似矩阵，其形成的稀疏图可以带来

更好的性能。构造过程如下：首先基于欧氏距离

找到与样本 最靠近的 k 个样本，并记录为
[27] ，两个顶点之间的边权通常使用径向基核

函数 (radial basis function, RBF) 计算，生成一个位

于区间 的真实值 ，表示为

Wi, j =

 exp
(
−
∥xi− x j∥2

2σ2

)
， x j ∈ Nk(xi)

0，其他
(1)
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σ > 0

W = (W+WT)/2

其中 是高斯核的宽度。因为 k-NN 图是对称

的，需要用公式 对初步获得的权值

矩阵进行对称处理。

Wi, j xi x j

图的正则化将迫使嵌入的数据样本与临近点

具有相似的性质，从而保持原来的流形结构。已

知上述 表示 和 两个数据样本之间在流形结

构上的相似度，给定 k-NN 图，流形正则化表示为
n∑
i, j

Wi, j ∥ xi− x j∥2 =

n∑
i, j

Wi, jxT
i xi+

n∑
i, j

Wi, jxT
j x j−2

n∑
i, j

Wi, jxi
T x j =

n∑
i

Di,i xi
T xi+

n∑
j

D j, jx j
Tx j−2

n∑
i, j

Wi, jxi
T x j =

2
n∑
i

Di,ixi
T xi−2

n∑
i, j

Wi, jxi
T x j =

2tr(X DXT)−2tr(XWXT) = 2tr(XLXT)

(2)

D = diag(d1, d2, · · · , dn)

Di,i =

n∑
j=1

Wi, j

L = D−W
tr(·)

式中： 是一个对角矩阵，它的

第 i 个对角元素计算为 ，也就是相似

度矩阵 W 对应行的元素的和； 是拉普拉

斯矩阵； 表示矩阵的迹。 

1.2    对抗的 PCP
成对约束传播已经被证明是利用有限数量的

成对约束的一种有效方法。对于给定的数据集，

已知其中一定数量成对的数据样本之间的关系，

即初始成对约束信息，将必须链接保存在集合

M中，表示为

M = {(xi, x j)|(xi, x j)属于同类} (3)
同理不能链接的集合 C表示为

C = {(xi, x j)|(xi, x j)属于不同类} (4)
成对约束提供的监督信息被广泛应用于许多

机器学习任务中，而在现实环境中，我们可以获

得的初始成对约束信息相当有限，因此提出成对

约束传播模型。具体来说，就是在基础数据分布

的支持下，将初始成对约束关系传播到整个数据

集中，使任意一对数据样本之间都产生一个成对

约束关系的预测值，以增加成对约束的数量。

在已知的成对约束传播（pairwise constraint
propagation，PCP）模型中，Jia 等 [23] 提出的一种对

抗流形正则化的成对约束传播方法，是能够兼顾

必须链接和不能链接传播的有效方法之一。它使

用相似矩阵和不相似矩阵两个非负矩阵，分别记

录传播中的必须链接和不能链接，采用流形正则

化，将必须链接和不能链接的传播分别表示为

min tr(SLST)
s.t. S ⩾ 0,Si, j = Mi, j(xi, x j) ∈ M∪C

(5)

mintr(DLDT)
s.t. D ⩾ 0, Di, j = Ci, j, (xi, x j) ∈ M∪C

(6)

∥S⊙ D∥1
此外，加入必须链接和不能链接的对抗关系

，将提出的模型总结为

min∥S⊙ D∥1+αtr(DLDT)+βtr(SLST)
s.t.D ⩾ 0,S ⩾ 0

Di, j = Ci, j,Si, j = Mi, j, (xi, x j) ∈ M∪C
(7)

式中：S 是必须链接的传播矩阵；D 是不能链接的

传播矩阵；L 是拉普拉斯矩阵；M 和 C 矩阵分别

保存了初始必须链接和不能链接的信息，用来保

证 S和 D均满足初始的成对约束。

该模型利用了必须链接和不能链接之间的对

抗关系，从而获得了更加准确的传播结果。然

而，模型中所输入的初始成对约束信息都是以必

须链接或不能链接理想化存在为前提，即提供的

初始约束信息仅包含 0 和 1 两个值，但是现实场

景中想要确定两个样本之间一定存在必须链接或

不能链接并不容易，这导致该 PCP 模型在实际中

的应用能力并不理想。 

2   不确定成对约束的双对抗流形传
播模型

如前所述，在现有的成对约束的对抗流形传

播方法中，关于精确初始约束信息的要求忽略了

其在实际中的应用性，只是在给定精确的初始成

对约束的理想假设下得到较好的结果，并未考虑

到实际情况下可以获得的初始成对约束信息的精

准性。为此，我们提出了一种不确定成对约束的

双对抗流形传播方法不确定成对约束传播（uncer-
tain pairwise constraint propagation，UPCP），能够利

用两个样本数据之间存在必须链接和不能链接其

中一种的可能性来将成对约束信息泛化到整个数

据集，不仅可以充分挖掘其在实际应用中的潜

力，还能大大减少人工标注监督信息的成本。 

2.1    UPCP 模型的建立

不同信息对于提高成对约束传播的准确性都

至关重要，必须链接和不能链接的传播都不可忽略，

因此，给定一个由 n个 d维数据样本组成的输入数

据矩阵，首先根据已获得的初始成对约束信息，将

其理想化处理后分为两个矩阵 A 和 B，分别表示

理想状态下为必须链接和不能链接的成对约束：

Ai, j =

{
1, (xi, x j)理想状态下为必须链接
0, 其他

(8)

Bi, j =

{
1, (xi, x j)理想状态下为不能链接
0, 其他

(9)

下面，我们定义一个新的概念：
xi x j定义 1　当两个数据样本 和 在理想化状
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pi, j

态下存在必须链接（或不能链接）时，根据客观经

验，判断这个必须链接（或不能链接）实际存在的

可能性为 ，以此表示的成对约束称为不确定成

对约束。

根据定义 1，在用数学公式来表达不确定成

对约束时，定义相似可能性矩阵 U 和不相似可能

性矩阵 V 来分别表示初始必须链接的可能性和

初始不能链接的可能性：

Ui, j =

{
ui, j，Ai, j = 1
0，其他

(10)

Vi, j =

{
vi, j，Bi, j = 1
0，其他

(11)

ui, j vi, j

(0.5,1] ui, j vi, j

xi x j ui, j vi, j

(0.5,1]

其中 和 都是根据与现实场景相关的知识判断

得到，例如用户反馈等途径，其数值范围在

。具体来说， 或 所在位置关联的两个数

据样本 和 之间存在初始成对约束， 和 的

大小表示成对约束存在的可能性。因为只有在可

能性大于 0.5 时，两个数据样本之间的约束类型

才相对可靠，故其取值设定在 。

为了记录传播过程中的必须链接和不能链

接，我们使用两个非负矩阵 K和 F，在基于数据样

本构建的 k-NN 图指导下，根据流形正则化，将必

须链接和不能链接的传播分别表示为

mintr(KLKT)
s.t. K ⩾ 0, Ki, j = Ai, j(xi, x j) ∈ M∪C

(12)

mintr(FLFT)
s.t. F ⩾ 0, Fi, j = Bi, j(xi, x j) ∈ M∪C

(13)

∥K ◦F∥ =
n∑

i, j=1

Ki, jFi, j

Ki, j Fi, j

Ki, jFi, j

对于同一对样本，其间存在必须链接或不能

链接是相对的，从而形成一种对抗关系，数学表

示为 ，其值的大小表示对抗的强

弱。当同一对样本之间的 和 差异较大时，

的值越小，对抗越弱，反之则对抗越强。
Ũ Ṽ

∥∥∥Ũ ◦ Ṽ
∥∥∥

对应地，定义两个非负矩阵 和 分别记录传

播过程中的相似可能性和不相似可能性。当一对

样本之间的相似可能性越大时，其不相似可能性

相应就越小，所以相似可能性和不相似可能性之

间也存在对抗关系，同样使用 Hadamard 乘积可以

将二者的对抗表示为 。

xi

x j Ki, j Fi, j

Ũi, j Ṽi, j

∥∥∥Ũ ◦ Ṽ
∥∥∥∥K ◦F∥

图 1 是一对样本间双对抗结构的表达。  和
 表示两个数据样本，  和  分别记录传播时

两个样本间的必须链接和不能链接，  和  分
别记录传播时两个样本间的相似可能性和不相似

可能性。如标注所示，上半部分的对抗流是两种

约束的对抗，下半部分则是两种约束可能性的对

抗。在数学表达中这种双对抗关系可以有多种形

式，而 就是其中的一种，这种形式不

仅能够产生更真实的对抗强度，而且便于交替优

化求解，可以有效调节成对约束的传播效果。
 

 

xi

Ki, j
Fi, j

Vi, j

Ui, j

xj
~

~

~ ~

||K 。F||

||U 。V|| 
图 1    双对抗结构

Fig. 1    Doubly adversarial structure
 
 

将双对抗过程加入到成对约束的传播过程
中，并且使其最小化，可使相近的成对约束具有
相似的标记：

min
∥∥∥Ũ ◦ Ṽ

∥∥∥∥K ◦F∥+αtr(KLKT)+βtr(FLFT)

s.t. K ⩾ 0, F ⩾ 0, Ũ ⩾ 0, Ṽ ⩾ 0
Ki, j = Ai, j,Fi, j = Bi, j, (xi, x j) ∈ M∪C

(14)

α β其中 和 是两个用来控制必须链接和不能链接的
传播强度的参数，避免因为数据集潜在成对约束中
的必须链接和不能链接的比例差距使传播失衡。

∥∥∥Ũ−U
∥∥∥2∥∥∥Ṽ−V

∥∥∥2

很明显，在成对约束传播的过程中，相似可能
性和不相似可能性也在传播，利用初始的两个可
能性矩阵 U和 V中的信息，可以通过添加

和 两项将可能性信息泛化到未知可能性

的成对约束中，这样可以将模型表述为

min
∥∥∥Ũ ◦ Ṽ

∥∥∥∥K ◦F∥+αtr(KLKT)+βtr(FLFT)+

λ1

∥∥∥Ũ−U
∥∥∥2
+λ2

∥∥∥Ṽ−V
∥∥∥2

s.t. K ⩾ 0, F ⩾ 0, Ũ ⩾ 0, Ṽ ⩾ 0
Ki, j = Ai, j,Fi, j = Bi, j, (xi, x j) ∈ M∪C

(15)

λ1 λ2其中 和 是调节初始可能性信息贡献权重的参数。 

2.2    算法的优化

为了有效地处理模型中的等式约束条件，我
们定义了一个矩阵 P 来协助模型的优化，数学表
达如下：

Pi, j =

{
1，(xi, x j) ∈ M∪C

0，其他
(16)

Pi, j

xi x j

∥P◦ (K− A)∥2 ∥P◦ (F−B)∥2

矩阵 P 记录了初始成对约束的位置，当 的
值为 1 时，表明样本 和 之间的成对约束已知，
否则就是未知。因为已知成对约束很少而未知成
对约束很多，为缓解过拟合，利用 P 将两个等式
约束表示成 和 的形式，引

入已知初始成对约束信息，迫使预测情况与真实
情况尽可能接近，将模型优化为

min
K,F,Ũ,Ṽ

∥∥∥Ũ ◦ Ṽ
∥∥∥∥K ◦F∥+αtr(KLKT)+βtr(FLFT)+

γ(∥P◦ (K− A)∥2+ ∥P◦ (F−B)∥2)+

λ1

∥∥∥Ũ−U
∥∥∥2
+λ2

∥∥∥Ṽ−V
∥∥∥2

s.t. K ⩾ 0, F ⩾ 0, Ũ ⩾ 0, Ṽ ⩾ 0

(17)
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为求解传播结果矩阵，使用拉格朗日乘子法

处理不等式约束条件，将式 (17) 的拉格朗日函数

表示为

H(K,F, Ũ, Ṽ) =
∥∥∥Ũ ◦ Ṽ

∥∥∥∥K ◦F∥+αtr(KLKT)+

βtr(FLFT)+γ(∥P◦ (K− A)∥2+
∥P◦ (F−B)∥2)+λ1

∥∥∥Ũ−U
∥∥∥2
+

λ2

∥∥∥Ṽ−V
∥∥∥2
+ tr(ΦTK)+ tr(φT F)

(18)

Φ φ其中 和 是两个拉格朗日乘子矩阵。求 H 关于

K和 F的一阶偏导，可得
∂H
∂Ki. j

=
(∥∥∥Ũ ◦ Ṽ

∥∥∥ F+αK(L+ LT)+2γP◦ (K− A)+Φ
)

i, j
=(∥∥∥Ũ ◦ Ṽ

∥∥∥ F+2αKL+2γP◦K−2γP◦ A+Φ
)

i, j
,∀{i, j}

(19)
∂H
∂Fi, j

=
(∥∥∥Ũ ◦ Ṽ

∥∥∥ K+βF(L+ LT)+2γP◦ (F−B)+φ
)

i, j =(∥∥∥Ũ ◦ Ṽ
∥∥∥ K+2βFL+2γP◦F−2γP◦B+φ

)
i, j
,∀{i, j}

(20)
∂H/ ∂Ki, j ∂H/ ∂Fi, j

Ki, j Fi, j

强制 和 等于 0，并且等式两边

分别乘以 和 矩阵，可得等式：(∥∥∥Ũ ◦ Ṽ
∥∥∥ F

)
i, j

Ki, j+2α(KL)i, jKi, j+2γ(P◦K)i, jKi, j−
2γ(P◦ A)i, jKi, j+Φi, jKi, j = 0 , ∀{i, j}

(21)(∥∥∥Ũ ◦ Ṽ
∥∥∥ K

)
i, j

Fi, j+2β(FL)i, jFi, j+2γ(P◦F)i, j Fi, j−
2γ(P◦B)i, jFi, j+φi, jFi, j = 0 , ∀{i, j}

(22)

Φi, jKi, j = 0 φi, jFi, j = 0 L = D−W
根据 KKT(Karush-Kuhn-Tucker) 条件可知

和 ，并且依据关系 将 L
矩阵替换，可分别得到矩阵 K 和 F 的更新规则，

如下：

Ki, j = Ki, j

(2γP◦ A+2αKW)i, j(∥∥∥Ũ ◦ Ṽ
∥∥∥ F+2αK D+2γP◦K

)
i, j

(23)

Fi, j = Fi, j

(2γP◦B+2βFW)i, j(∥∥∥Ũ ◦ Ṽ
∥∥∥ K+2βFD+2γP◦F

)
i, j

(24)

(K+KT)/2 (F+FT)/2

传播后的 K 和 F 应该是对称矩阵，需要在每

次传播后用公式 和 将其处理以

保持对称性。

Ũ Ṽ同样地，求 H关于 和 的一阶偏导，可得：

∂H
∂Ũi. j

= (Ṽ ∥K ◦F∥+2λ1Ũ−2λ1U)i, j, ∀{i, j} (25)

∂H
∂Ṽi. j

= (Ũ ∥K ◦F∥+2λ2Ṽ−2λ2V)i, j, ∀{i, j} (26)

∂H/ ∂Ũi. j ∂H/ ∂Ṽi. j

Ũ Ṽ
强制 和 等于 0，可以求出相似可

能性矩阵 和不相似可能性矩阵 的更新规则为

Ũi, j = Ui, j−
(Ṽ ∥K ◦F∥)i, j

2λ1
(27)

Ṽi, j = Vi, j−
(Ũ ∥K ◦F∥)i, j

2λ2
(28)

Ũ Ṽ
由于可能性矩阵是非负的对称矩阵，更新后

的 和 需要归一化为 0~1，并处理成对称矩阵。

优化算法的详细求解过程总结为如下算法：

α β γ λ1 λ2输入　参数 、 、 、 、 ，数据集的 k-NN 图

结构的边权矩阵 W，初始成对约束的位置矩阵 P，
理想状态下的初始必须链接矩阵 A 和不能链接

矩阵 B，初始相似可能性矩阵 U 和不相似可能性

矩阵 V
K = rand+(n,n) F = rand+(n,n)初始化： ，

Ũ = rand+(n,n)，Ṽ = rand+(n,n)　　 　  
rand+(n,n) n×n（ 返回一个正的 的随机矩阵 ）

1）计算对角矩阵 D
L = D−W　　   计算拉普拉斯矩阵 。

Ũ Ṽ2）迭代更新 K、F、 、 矩阵

　　   While 不收敛 do
Ũ Ṽ　　　　　固定 F、 、 ，根据式 (23) 更新 K；
Ũ Ṽ　　　　　固定 K、 、 ，根据式 (24) 更新 F；

Ṽ Ũ　　　　　固定 K、F、 ，根据式 (27) 更新 ；

Ũ [0,1]　　　　　将 归一化到 ；

Ũ Ṽ　　　　　固定 K、F、 ，根据式 (28) 更新 ；

Ṽ [0,1]　　　　　将 归一化到 ；

(K+KT)/2　　　　　 ；

(F+FT)/2　　　　　 ；

(Ũ+ ŨT)/2　　　　　 ；

(Ṽ+ ṼT)/2　　　　　 ；

　　　end while
Ũ Ṽ输出　K、F、 、 矩阵 

2.3    收敛性分析

定理 1　目标函数式 (17) 在算法下收敛。

定理 1 的证明可以等价地分解为 5 个命题:
命题 1　式 (17) 中的目标函数在式 (23) 中的

更新规则下递减，直到到达驻点;
命题 2　式 (17) 中的目标函数在式 (24) 中的

更新规则下递减，直到到达驻点;
命题 3　式 (17) 中的目标函数在式 (27) 中的

更新规则下递减，直到到达驻点;
命题 4　式 (17) 中的目标函数在式 (28) 中的

更新规则下递减，直到到达驻点;
命题 5　式 (17) 是下界。

只要以上 5 个命题都成立，定理 1 即可成立。

首先，引入上界辅助函数的定义，辅助命题

1 的证明。

g(x, x′) ⩾ f (x) g(x, x) =

f (x) g(x, x′) f (x)

定义 2[28]　当同时满足条件 ，

时， 是 的一个上界辅助函数。

xt+1 = argmin
t

g(x, xt)

引理 1　如果 g是 f的一个上界辅助函数，那

么 f在按照 更新时不递增。
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引理 1 的证明:
f (xt+1) ⩽ g(xt+1, xt) ⩽ g(xt, xt) = f (xt) (29)

Ũ Ṽ当 F、 、 固定时，如果能够证明式 (23) 中
的更新规则可以降低式 (17) 的上界函数，则命题
1 得证。去掉与 K 无关的项，将式 (17) 中的目标
函数重新表示为

HK =
∥∥∥Ũ ◦ Ṽ

∥∥∥∥K ◦F∥+αtr(KLKT)+γ∥P◦ (K− A)∥2
(30)

Ki, j引理 2　式 (30) 关于 的上界辅助函数为

g(Ki, j,Kt
i, j) = HK(Kt

i, j)+
(
∂HK

∂(Kt)

)
i, j

(K−Kt)i, j+(∥∥∥Ũ ◦ Ṽ
∥∥∥ F

)
i, j
+2α(Kt D)i, j+2γ(P◦Kt)i, j

2Kt
i, j

(K−Kt)2
i, j

(31)

Kt
i, j引理 2 的证明：式 (30) 在点 处的泰勒级数

表示为

HKi, j
= HK(Kt

i, j)+
(
∂HK

∂(Kt)

)
i, j

(K−Kt)i, j+

1
2

H′′K(Kt)i, j(K−Kt)2
i, j

(32)

(
∂HK/ ∂(Kt)

)
i, j H′′K(Kt)i, j HK Ki, j其中 和 分别是 关于 的

一阶导数和二阶导数，具体表示为(
∂HK

∂(Kt)

)
i, j

=
(∥∥∥Ũ ◦ Ṽ

∥∥∥ F+2αKt L+2γP◦Kt −2γP◦ A
)

i, j

(33)

H′′K(Kt)i, j = 2αL j, j+2γPi, j (34)

g(Ki, j,Ki, j) = HKi, j
g(Ki, j,Kt

i, j)

HKi, j
g(Ki, j,Kt

i, j) ⩾

HKi, j

若 ，根据定义 1，要证明

为 的上界辅助函数，就等价于证明

，代入式 (31) 和式 (32) 即为(∥∥∥Ũ ◦ Ṽ
∥∥∥ F

)
i, j
+2α(Kt D)i, j+2γ(P◦Kt)i, j

2Kt
i, j

(K−Kt)2
i, j ⩾

1
2

(2αL j, j+2γPi, j)(K−Kt)2
i, j

(35)

(Kt D)i, j =

n∑
k=1

Kt
i,k Dk, j ⩾ Kt

i, j D j, j

L = D−W Kt
i, j D j, j ⩾ Kt

i, jL j, j

(Kt D)i, j ⩾ Kt
i, jL j, j

(∥∥∥Ũ ◦ Ṽ
∥∥∥ F

)
i, j
⩾ 0

根据推导可知 ，又

因为 ，可推出 ，综合可得

。同时 ，由此可得

式 (35) 成立。即引理 2 也成立。

Kt+1
i, j

由于式 (31) 是凸二次函数，其全局最优值在

点 ，其求解过程为

Kt+1
i, j = Kt

i, j−

(
∂HK

∂(Kt)

)
i, j

2×

(∥∥∥Ũ ◦ Ṽ
∥∥∥ F

)
i, j
+2α(Kt D)i, j+2γ(P◦Kt)i, j

2Kt
i, j

=

Kt
i, j−Kt

i, j

(
∥∥∥Ũ ◦ Ṽ

∥∥∥ F+2αKt D+2γP◦Kt)
i, j

(
∥∥∥Ũ ◦ Ṽ

∥∥∥ F+2αKt D+2γP◦Kt)
i, j

+

Kt
i, j

(2γP◦ A+2αKtW)i, j

(
∥∥∥Ũ ◦ Ṽ

∥∥∥ F+2αKt D+2γP◦Kt)
i, j

=

Kt
i, j

(2γP◦ A+2αKtW)i, j

(
∥∥∥Ũ ◦ Ṽ

∥∥∥ F+2αKt D+2γP◦Kt)
i, j

(36)

式 (36) 与必须链接矩阵 K 的更新规则式

(23) 相同，所以可证明命题 1。

Ũ Ṽ
按照同样的流程，式 (24) 中的更新规则可以

在 K、 、 固定时降低式 (17) 的上界函数，由此

命题 2 也可以证明。

Ṽ Ũ对于命题 3，当 K、F、 固定时  ，去掉与 无

关的项，式 (17) 中的目标函数可表示为

HŨ =
∥∥∥Ũ ◦ Ṽ

∥∥∥∥K ◦F∥+λ1

∥∥∥Ũ−U
∥∥∥2 (37)

Ũ

Ũi, j = Ui, j−
(Ṽ ∥K ◦F∥)i, j

2λ1

观察可知，式 (37) 是关于 的凸二次函数，其

全局最优值在 处，与更新规

则式 (27) 相同，所以可证明命题 3。同理，命题

4 也可以证明。

K ⩾ 0 F ⩾ 0 Ũ ⩾ 0 Ṽ ⩾ 0最后，因为已知 、 、 、 ，很

显然可以判断∥∥∥Ũ ◦ Ṽ
∥∥∥∥K ◦F∥+αtr(KLKT)+βtr(FLFT)+

γ(∥P◦ (K− A)∥2+ ∥P◦ (F−B)∥2)+

λ1

∥∥∥Ũ−U
∥∥∥2
+λ2

∥∥∥Ṽ−V
∥∥∥2
⩾ 0

(38)

所以命题 5 得到了证明。

综上所述，定理 1 成立，即可证明算法的收

敛性。 

3   实验与结果
 

3.1    数据集

为了展现 UPCP 方法传播效果的可靠性，我

们将其与没有加入可能性时精确的单对抗 PCP
方法传播效果进行比较。为了更好地评估传播性

能，实验在 8 个常用的 UCI 数据集上进行，其都

来源于实际的应用问题。如表 1 所示，表中介绍

了实验所用数据集的样本数、特征维度和类别

数。其中，Chart 数据集是用于测试时间序列数据

库中的索引方案。Dermatology 数据集是确定红

细胞鳞状病变的类型。Glass 数据集是根据玻璃

的化学成分来判断玻璃类型、确定玻璃用途，多

用于犯罪证据的取证。Ionosphere 数据集包含了

雷达站的信号数据。Libras 数据集是对 4 个天秤

座的人在视频中的手部运动路径的映射。Mnist
数据集是从 70 000 个初始样本中按照每类样本数

相同的原则随机选取 500 个进行实验。Wine 数

据集是关于红酒的化学成分分析的数据。Zoo 数

据集包含了用于动物分类或聚类分析的一些动物
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特征，例如是否有毛发、是否有腿等布尔值。
 

  
表 1    用于实验的数据集的特性

Table 1    Characteristics of the datasets used for evaluation
 

数据集 样本数 特征维度 类别数

Chart 600 60 6

Dermatology 366 34 6

Glass 214 9 6

Ionosphere 351 34 2

Libras 360 90 15

Mnist 500 784 10

Wine 178 13 3

Zoo 101 16 7
 
  

3.2    参数设置

k =
⌊
log2n

⌋
+1

⌊·⌋

σ σ =
√

5sn−1/(d+4)

Wi,i = 0 α β {0.1,
0.3,1,3,10} λ1

λ2 {2−4,2−3,2−2,2−1,20}
γ

对于实验中用到的参数，我们进行了如下设

置：首先在正则化部分涉及的 k-NN 图结构，每个

数据集选取 k 值的大小由公式 来确

定[23]，其中 n是数据集的样本数量， 表示取对数

结果的下整数。在用 RBF 核函数计算已知 k-
NN 图的边权值时，依据斯科特法则设置高斯核

的宽度 [29]，公式为 ，其中 s 为数据

集的标准差，n为数据集的样本数量，d为数据集

的特征维度。另外，为了避免求解过程中出现自

增强效应，权值矩阵主对角线上的元素都设定为

。两个约束正则化项的参数 和 在

中选择，可能性矩阵泛化项的参数 和

从 中选择，通过穷举搜索，约束

矩阵的泛化项参数 设置为 10。 

3.3    评价指标

F1 =
2 ·precision · recall
precision+ recall

成对约束传播追求的是模型的预测性能。实

验中采用 F1 值、精确率 (precision) 和召回率 (re-
call) 作为评价指标。以必须链接为例，precision
表示的是在预测为必须链接的成对约束中，有多

少是真正的必须链接，追求 precision 高，目的在

“精”，即希望预测的必须链接中为真的比例越高

越好，即使还有很多必须链接没有预测到。 re-
call 则指的是真正的必须链接有多少被预测准确

了，追求 recall 高，目的在“全”，即希望所有必须

链接都被预测到，即使同时有很多约束被预测错

误。仅追求 precision 或 recall 某一个高，可能会使

预测结果走向极端，而 F1 值是二者的调和均值，

计算公式为 ，它不仅能够兼

顾“精”和“全”，又可以克服准确率 (accuracy) 不能

解决的两种链接数量不平衡的问题，因此将 F1 值

作为最重要的衡量指标。

Q = K−F R = F−K

为了方便计算 F1 值、precision 和 recall，对于

传播后的约束矩阵 K 和 F，定义两个结果矩阵

和 分别来辅助必须链接和不能

链接的结果统计，对于每个矩阵，采用不同的阈

值离散，以 Q为例，离散方法为

Q̂i, j =


1, Qi, j > TH
−1, Qi, j < −TH
0, 其他

(39)

其中，TH 表示阈值大小，变化范围在 0.01~0.09，
步长为 0.01。将离散后的矩阵与 ground-truth 值

比较，计算出 99 种情况下的 F1 值、precision 和 re-
call，并且取 F1 值最大时的一组数据作为必须链

接（或不能链接）最终的评价值。

由于每个数据集中潜在的必须链接和不能链

接的比例不同，所以在综合二者的 F1 值时需要调

节两个 F1 值的比重，数学表示为
F1 = µF1m

+ (1−µ)F1c
(40)

F1m
F1c

µ

式中： 和 分别表示必须链接和不能链接的

F1 值， 为所有潜在不能链接占所有潜在成对约

束的比值。precision 和 recall 也采用同样的方法

计算。 

3.4    实验结果

对每一个数据集，首先从 ground-truth 值中随

机选取 1 000 个初始成对约束，作为精确信息，并

且在其他条件改变时这 1 000 个成对约束固定不

变。为了减少随机抽样的影响，随机选择初始成

对约束 20 次，并计算这 20 次的平均性能，作为实

验结果。在模拟现实场景中获得的不确定成对约

束时，我们将初始可能性矩阵 U 和 V 进行人工设

定，实验设计为两组。

{1,0.8,0.6,0}

第 1 组是从已选的 1  000 个精确初始成对约

束中随机选取 50% 为其设定可能性值，这部分成

对约束的可能性大小在 中变化，观察

在不确定成对约束的数量相同时可能性大小对成

对约束传播效果的影响。当可能性取 1 时，实验

就简化为这 1 000 个精确的初始成对约束的单对

抗传播，如文献 [23] 中的方法，同样取 0 时则表

示剩下的 500 个精确的初始成对约束的单对抗传

播。实验结果如图 2 所示。

图 2 直观地展现了在各个数据集上可能性大

小对成对约束传播效果的影响。在取 50% 初始

成对约束加入可能性时，不确定成对约束双对抗

传播所得到的 F1 值虽然略低于 1 000 个精确的初

始成对约束单对抗传播的水平，但是通常明显高

于去掉这 50% 初始成对约束的 500 个精确的初始

成对约束单对抗传播的 F1 值，在 Ionosphere、Lib-
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ras、Mnist、Wine 和 Zoo 数据集中尤为明显。当赋

给这 50% 的可能性不同时，随着可能性的增大，

传播结果的 F1 值会升高，并且在超过一半的数据

集中呈现较明显的逐步升高趋势。但由于赋值可

能性的部分比重较大且为随机，可能会出现一些

成对约束的赋值与实际有差距的情况，影响传播

效果，导致可能性为 0.6~0.8 时的 F1 值升高不明

显。综合来看，  UPCP 中的可能性信息在成对约

束传播时发挥了一定的作用，并且可能性的提升

有利于提高传播性能。 
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图 2    可能性大小不同时 F1、precision 和 recall 的值

Fig. 2    F1, precision and recall against probability
 
 

另外，实验还选取了两个先进的无对抗的 PCP
模型进行比较，分别为穷举且有效的约束传播模

型 (exhaustive and efficient constraint propagation ，
E2CP)[22] 和对称图正则化约束传播模型 (symmet-
ric graph regularized constraint propagation ，SRCP)[30]，

这两个模型分别选取 500 和 1 000 个初始成对约

束进行测试，并与上述可能性大小为 0.6 和 0.8 时

的实验结果作比较。E2CP 和 SRCP 都是基于图的

α {0.2,0.4,0.6,0.8}
方法，其涉及的图构造过程均与 UPCP 的实验设

置相同，两个模型中的 参数均在

中选择。结果矩阵统计方法也与上述实验统一，

所得的 F1 值如表 2 所示，最优 F1 值加粗标注。

同时，讨论 UPCP 模型自身的鲁棒性，研究在大量

给初始成对约束赋可能性值时，随机选取不同的

成对约束对传播结果的影响。表 2 中在 UPCP 模

型的 F1 值后添加了随机 20 次实验的标准差。
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表 2 中，UPCP 在可能性为 0.6 和 0.8 时的传
播性能都明显优于 E2CP 和 SRCP 在初始成对约
束为 500 时的传播性能，而当 E2CP 和 SRCP 初始
成对约束为 1 000 时，除 Chart 和 Dermatology 数据
集外，UPCP 在可能性为 0.6 和 0.8 时的 F1 值也高

于 E2CP 和 SRCP 模型。由此可见，相对于传统的
PCP 方法，UPCP 在精确的初始成对约束较少的
情况下，也能表现出较好的传播性能。另外，UP-
CP 在初始信息大量不确定时的标准差也都比较
理想，表现出较好的鲁棒性。 

  
表 2    不同模型上成对约束传播性能的比较（F1 值）

Table 2    Comparison of pairwise constraint propagation performance on different models (F1 value)
 

数据集
SRCP SRCP E2CP E2CP UPCP UPCP

500pcs 1000pcs 500pcs 1000pcs 1000pcs (50%，0.6) 1000pcs (50%，0.8)

Chart 0.378 3 0.585 4 0.718 1 0.804 7 0.774 2±0.004 4 0.775 5±0.003 6

Dermatology 0.691 6 0.759 7 0.833 2 0.875 5 0.853 9±0.002 1 0.857 0±0.001 2

Glass 0.473 3 0.481 5 0.496 6 0.517 8 0.591 9±0.001 3 0.593 7±0.000 6

Ionosphere 0.636 2 0.662 1 0.681 4 0.711 8 0.713 7±0.005 8 0.718 3±0.002 9

Libras 0.305 8 0.441 7 0.406 8 0.489 5 0.514 5±0.002 6 0.515 4±0.001 5

Mnist 0.264 6 0.437 2 0.393 8 0.448 7 0.543 5±0.004 0 0.550 7±0.003 4

Wine 0.612 5 0.749 5 0.693 2 0.812 8 0.916 7±0.001 1 0.919 2±0.000 7

Zoo 0.671 8 0.758 4 0.822 5 0.890 4 0.912 1±0.001 7 0.914 9±0.001 8
 
 

Ui, j

Vi, j {0.6,0.8}

第 2 组实验是从 1 000 个初始成对约束中，分

别随机选取 10%、20%、30%、40% 和 50% 加入可

能性，设置选到的必须链接对应的 和不能链接

对应的 大小在 中变化，并与初始成对约

束数量为 1 000 时的精确传播作比较，观察在可能

性大小相同时不确定成对约束数量对成对约束传

播效果的影响。

从图 3 可以看到，不确定成对约束的数量也

是影响 UPCP 传播性能的重要因素。以 F1 值为

观测目标，在每个数据集中，随着不确定成对约

束比重的增加，在两种可能性下传播结果的 F1 值

都逐渐下降，且下降的趋势大致相同。可能性为

0.8 时的 F1 值不会大跨度地下降，总体上，在大部

分数据集中，下降的速率存在减缓的趋势。而可

能性为 0.6 时的 F1 值会比可能性为 0.8 时下降得

大，同样下降速率也有所减缓。但因为数据集中

必须链接和不能链接的不平衡，导致对不确定信

息所占比重的敏感度存在差异，下降速率也存在

一些波动。由此可以得出结论，当不确定成对约

束数量越少时，UPCP 的传播效果越好，即便在不

确定成对约束数量较多的情况下，UPCP 的传播

性能也并不会急剧下降，而是尽可能保证传播结

果的精准。另外，在 8 个数据集中，可能性为 0.8
时的 F1 值总是高于可能性为 0.6 时的 F1 值，符合

第 1 组实验的结论。

综合以上两组实验，相比于精确的成对约束

传播方法的适用范围，UPCP 还可用于精确的初

始成对约束较少，但存在一定量的不确定初始成

对约束的现实场景中，充分挖掘不确定成对约束

的潜力，表现出较好传播效果。
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图 3    加入可能性比重不同时 F1 值的变化

Fig. 3    Change of F1 value when the proportion of possibility is different
 
 

 

4   结束语

本文提出了一种不确定成对约束的双对抗流

形传播模型 UPCP，来解决现有 PCP 模型中仅使

用精确的初始必须链接和不能链接进行传播的问

题。在已被提出的 PCP 方法中，通常需要给出一

定量的精确的初始成对约束，在这种理想条件下

进行传播。考虑到初始成对约束获取过程中受各

种客观因素的影响，可获得的精确约束信息很少，

我们定义了不确定成对约束这个新概念来表示不

精确的初始成对约束。根据现实场景中相关知识

的判断，将初始必须链接和不能链接存在的可能

性分别保存在两个矩阵中，并让两个可能性矩阵

之间形成对抗，同时结合必须链接和不能链接之

间的对抗，通过双对抗结构调节对抗强度进行传

播，从而有效利用不确定成对约束。实验结果表

明，本文提出的方法能够接近于等量初始约束信

息情况下的精确传播的效果。接下来，将关注提

高不确定成对约束传播的精确度并将其应用于机

器学习任务中。
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