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摘    要：针对马尔可夫切换下离散和连续异质多智能体系统均方二分组一致问题，本文分别构造了 2 类包含合

作竞争关系和马尔可夫切换拓扑结构异质多智能体系统均方二分组一致协议。利用随机不可约非周期矩阵

(stochastic indecomposable and aperiodic matrices, SIA) 相关性质、图论代数和矩阵分析等理论，得到相关系统实现

均方二分组一致的充分必要条件。仿真实例说明了理论结果的有效性。
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Abstract: In order to solve the problem of mean square couple-group consensus of discrete and continuous heterogen-
eous multiagent systems under Markov switching, this paper respectively constructs two kinds of mean square couple-
group consensus protocols of heterogeneous multi-agent systems (HMASs), including cooperative competition relation-
ship and Markov switching topology heterogeneous multiagent systems. Based on related properties of stochastic irredu-
cible aperiodic (SIA) matrix, graph theory algebra and matrix analysis, the necessary and sufficient conditions are ob-
tained to realize mean square couple-group consensus. Simulation examples prove effectiveness of the result.
Keywords: multiagent; Markov; heterogeneous systems; switching topology; cooperative-competitive relation; SIA
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因多智能体系统在智能交通控制、智能电网
和互联网安全等领域存在巨大的应用价值[1-4]，多

智能体系统研究已经成为复杂系统理论研究的一

个热点问题。一致性作为多智能体系统研究的首

要问题，通过设计合适的分布式控制协议来协调

和控制多智能体系统，从而使整个多智能体的状

态或速度达到一致。

目前，多智能系统一致性问题的研究已经取

得很多成果。根据不同拓扑结构，文献 [5] 研究

了一类一阶连续多智能体系统分组一致控制，且
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在单积分动力学一致性算法中引入了旋转矩阵，

得到系统实现分组一致的充要条件。文献 [6] 对
一类二阶离散多智能体系统二分组一致问题进行

讨论，通过线性变换和矩阵变换把系统的二分组

一致问题转变为判断误差系统稳定性问题。文

献 [7] 根据智能体之间关系，研究了一类有向二

部图的多智能体系统群同步。在这种情况下，信

息只能在两部分网络中的不同子组之间交互，不

能在同一子组内交互。为克服文献 [7] 中合作或

竞争交互的局限性，文献 [8] 研究了拓扑结构可

分为 2 个子网的合作−竞争多智能体系统分组一

致问题，并假定同一子网络中智能体之间通信权

重为正，不同子网络中智能体之间通信权重为

负。此外，现有许多有关多智能体系统一致性问

题研究中，大多假定研究对象为同质系统 [9-11]，即

系统中每个智能体具有相同动力学性质。然而，

在实际情况下，多智能系统中智能体往往具有不

同动力学性质，即多智能体是异质的。因此，有

必要研究异质多智能体系统的一致性。目前，有

关异质多智能体系统的一致性已取得一些研究成

果[12-14]。文献 [12] 讨论了包含一阶和二阶智能体

的离散异质多智能体系统分组一致。  文献 [13]
讨论了具有时延的竞争网络中异质多智能体系统

分组一致。文献 [14] 研究了具有合作−竞争机制

的时滞离散加权异质多智能体系统分组一致，并

且采用频域分析法获得了确保多智能体系统能够

达到分组一致时通信和输入时延范围。此外，根

据系统网络拓扑结构切换方式不同，大部分成果

都假定系统拓扑结构是固定的[15-17]。基于牵制控

制策略，文献 [15] 研究了固定拓扑结构下多智能

体系统的有限时间达到一致性问题。文献 [16−17]
分别讨论了多智能体系统具有固定拓扑和时延约

束时二分组一致和具有测量噪声二阶延迟多智能

体系统一致控制。然而，在很多实际问题中，多

智能体系统拓扑结构通常会随着时间变化而发生

改变。这就是通常所说的具有切换拓扑结构多智

能体系统分组一致[18-20]。针对切换拓扑下多智能

系统一致控制，相关成果也取得不少。基于模态

平均驻留时间切换拓扑，文献 [18−19]分别研究了

多智能体系统中领导跟随一致和牵制一致。文

献 [20] 则研究了基于平均驻留时间切换规则在丢

包补偿中的应用。此外，在自然界中，多智能体

系统往往会受到来自内部或外部一些突发或未知

随机因素影响，从而导致系统拓扑结构的改变具

有更加不确定和随机性。如何描述这种拓扑的切

换随机性是一致性研究的难点。鉴于马尔可夫链

可以很好地描述随机切换，因此它被广泛应用到

具有不确定事件发生的场景，如图像处理、多模

态制造和滤波检测等 [21-22]。不仅如此，基于马尔

可夫切换多智能体系统一致性研究也越来越引起

众多学者关注 [ 2 3 - 2 5 ]，并取得很多重要成果。

文献 [23] 研究了具有马尔可夫切换的通信拓扑下

异质连续时间多智能体系统输出一致性问题。文

献 [24] 讨论了在噪声环境下具有马尔可夫切换连

续时间多智能体系统均方一致问题。基于合作关

系，文献 [25] 讨论了具有马尔可夫跳跃离散线性

多智能体系统输出调节问题。

综上所述，针对离散或连续异构多智能体系

统一致性研究，虽取得很多成果，但这些成果主

要基于合作或竞争关系、切换策略给定或整个拓

扑结构中存在生成树等强条件下得到。而在许多

实际多智能体系统中，合作竞争关系始终存在，

且多智能体系统含有多个子拓扑结构，这些拓扑

结构之间是随机切换的。因此，在研究多智能体

系统一致性问题时，有必要同时考虑合作竞争关系、

异构和随机切换等实际因素。本文讨论包含一阶

和二阶智能体的异质多智能体系统，分离散和连

续 2 种情况，基于竞争合作关系，结合马尔可夫链，

分别提出 2 种分组一致协议。利用图论代数、马

尔科夫链和随机不可约非周期矩阵的相关性质，

得到这些系统达成均方二分组一致的充分必要条

件，并通过仿真实例说明了所得结论的有效性。 

1   马尔可夫切换多智能体系统
 

1.1    马尔可夫模型

{Ω,F,P} Ω

F P
{σ(κ), κ ⩾ 0}
S = {1,2, · · · , s} σ(κ)

k k+1 i j

Λ = (pi j ∈ Rs×s)

假定 是一个完备概率空间，其中 是

样本空间 ,  代表事件代数， 表示概率测度。

是一个有限状态离散时间马尔可夫链，

是 的取值范围。该链在时间

~ 从 状 态 转 移 到 状 态 的 转 移 概 率 矩 阵

为
P(σ(κ+1) = j|σ(κ) = i) = pi j

pi j ⩾ 0
s∑

j=1

pi j = 1式中：  ，且 。

{o(t), t ⩾ 0}
o(t) S = {1,2, · · · , s}

t t+T i j

Ψ = (πi j ∈ Rs×s)

类似地，设  是一个有限状态连续时

间马尔可夫链， 的取值范围为 ，它

在时间 ~ 从状态 转移到状态 的转移概率矩

阵 为
P(o(t+T ) = j|o(t) = i) = πi j

πi j ⩾ 0
s∑

j=1

πi j = 1式中： ，且 。
 

1.2    图论基础
G = (v,e,A) v = {v1,v2, · · · ,vn}表示一个图，  表示
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G G v× v

ei j = (v j,vi) ∈ v× v A = [ai j] ∈ Rn×n

(vi,v j) ∈ e ai j = 1 ai j = 0

Ni = {v j ∈ v : (v j,vi) ∈ e} vi

L(G) = [li j] ∈ Rn×n G

图 的 n个结点构成的集合，图 的边集是 ，其

元素 。矩阵 是图 G
的邻接矩阵，当 时， ，反之 。此

外 ， 表 示 节 点 的 邻 居 集 。

表示图 的拉普拉斯矩阵，它的元

素取值为

li j =


−ai j, i , j

n∑
j=1, j,i

ai j, i = j
 

1.3    异质多智能体系统

异质多智能体系统是指具有不同动力学性质

多智能体构成的系统。下面主要讨论由一阶和二

阶多智能体组成的离散和连续异质多智能体系

统。离散异质多智能体系统为
ιi(κ+1) = ιi(κ)+hui(κ), i ∈ ρ1, i = 1,2, · · · ,m{
ιi(κ+1) = ιi(κ)+hµi(κ)
µi(κ+1) = µi(κ)+hui(κ)

, i ∈ ρ2, i = m+1,m+2, · · · ,n
(1)

连续异质多智能体系统为
ι̇i(t) = ui(t), i ∈ ρ1, i = 1,2, · · · ,m{
ι̇i(t) = µi(t)
µ̇i(t) = ui(t)

, i ∈ ρ2, i = m+1,m+2, · · · ,n (2)

ιi µi i

ui i ρ1 ρ2

ρ1

ρ2

式中： 和 分别表示第 个智能体位置和速度向

量； 表示第 个智能体输入控制向量； 和 分别

表示一阶和二阶智能体 2 个分组， 为一阶智能

体， 为二阶智能体。

A异质多智能系统式 (1) 和 式 (2) 的邻接矩阵

用分块矩阵表示为

A =
[

Aff Afs

Asf Ass

]
Aff Ass

Afs

Asf

式中：  和 分别表示一阶智能体和二阶智能

体之间邻接矩阵； 表示一阶智能体和二阶智能

体邻接矩阵； 表示二阶智能体到一阶智能体邻

接矩阵。

易知，异质多智能体系统式 (1) 和式 (2) 的拉

普拉斯矩阵为

L = D− A =
[

Lff + Dfs −Afs

−Asf Lss+ Dsf

]
D = diag

{
d̂1, d̂2, · · · , d̂n

}
G是图 的入度矩阵，且

Dfs = diag

∑
j∈Ni,s

ai j, i ∈ ρ1


Dsf = diag

∑
j∈Ni, f

ai j, i ∈ ρ2


 

1.4    定义和引理

定义 1　离散异质多智能体系统式  (1) 称为

均方二分组一致当且仅当如下条件成立：

lim
κ→∞

E[|ιi(κ)− ι j(κ)|]2 = 0, i, j ∈ ρΩ,Ω = 1,2

lim
κ→∞

E[|µi(κ)−µ j(κ)|]2 = 0, i, j ∈ ρ1

κ

t

类似地，可给出连续异质多智能体系统均

方二分组一致定义，此时，仅需将定义中 替换成

即可。

定义 2　以概率为元素且每行元素和为 1 的

矩阵称为随机矩阵。

B ∈ Rn×n λ = 1 B
B

B

引理 1[26]　若 是随机矩阵， 是 的

一重代数特征值， 的其余特征值的模都小于 1，
那么 是随机不可约非周期矩阵 (stochastic inde-
composable and aperiodic matrices, SIA) 矩阵。

B = {B1,B2, · · ·，
Bs} B

Bi1 Bi2 · · ·Bi j

引理 2[27]　设 s是一个正整数，且

是由 s 个 n 阶 SIA 矩阵组成的集合，则 中任

意 j个元素乘积 也是 SIA 矩阵，且

lim
j→∞

Bi1 Bi2 · · ·Bi j
= 1ncT

cT式中 是一个元素值为非负的列向量。

推论 1　根据引理 2 和克罗内克积性质，2 个

SIA 矩阵的克罗内克积仍是 SIA 矩阵。

证明　因为
(Bi1⊗Bi1 )(Bi2 ⊗Bi2 ) · · · (Bi j

⊗Bi j
)= (Bi1 Bi2 · · ·Bi j

)⊗ (Bi1

Bi2 · · ·Bi j
) (Bi1 ⊗Bi1 )(Bi2 ⊗Bi2 ) · · · (Bi j

⊗Bi j
)

 
所以，矩阵 也

是 SIA 矩阵。
{Bi j}si, j=1

P = (pi j) s× s

Q ∈ Rns×ns i j

Qi j = p ji Bi j lim
ε→∞

(Qε)i j = p∞ji 1cT
i j p∞ji ε =∞

Pε j i cT
i j

引理 3　设 s是一个正整数，且 是一个

n 阶 SIA 矩阵集合。 是一个 维服从齐

次不可约正循环马尔可夫链的转移概率矩阵。定

义矩阵 ，它第 行与第 列的矩阵块是

，则有 ， 是当 时，

第 行第 列的元素值。 是一个元素值为非负

的列向量。
Qε i j证明　矩阵 第 行第 列的分块矩阵可以表

示为

(Qε)i j =
∑

1⩽i1 ,i2 ,··· ,iε−1⩽n

p ji1 Bii1 pi1i2 Bi1i2 · · · piε−1iBiε−1 j =

pεi j

∑
1⩽i1 ,i2 ,··· ,iε−1⩽n

ξ1⩽i1 ,i2 ,··· ,iε−1⩽nBii1 Bi1i2 · · ·Biε−1 j

pεji > 0如果 ，则：
ξ1⩽i1 ,i2 ,··· ,iε−1⩽n = (p ji1 pi1i2 · · · piε−1i)/pεji

pεji = 0 Qε i j

pεji ε

Bii1 Bi1i2 · · ·Biκ−1 j 1cT
i j

pεji

否则 。 第 行和第 列对应的分块矩阵都

是 和 SIA 矩阵乘积。根据引理 2，随着 趋于无

穷大，乘积 将会收敛到 。若马尔

可夫链是非周期的，则转移概率矩阵极限将收敛

到一组确定值，即该链是遍历的。否则，如果马

尔可夫链是周期性的，这将导致 不收敛。

{B j}sj=1

P = (pi j) s× s

推论 2　设 s 是一个正整数，且 是一个

n 阶 SIA 矩阵集合。 是一个 维服从齐

次不可约正循环马尔可夫链转移概率矩阵。定义
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Q̃ ∈ Rn2 s×n2 s i j

Q̃i j = p ji B j⊗B j lim
ε→∞

(Q̃ε)i j = p∞ji 1c̃T
i j

p∞ji ε =∞ Pε j i

c̃T
i j

矩阵 ，且它的第 行与第 列对应的矩阵

块 是 ， 则 有 ， 其 中

是当 时， 第 行与第 列对应的元素值。

为一个元素值为非负的列向量。

证明类似引理 3，其余略。

B = [bi j] ∈ Rn×n bii ⩽ 0

∀i , j bi j ⩾ 0 B

1n B

引理 4[28]　若矩阵 ，其中 ，

且 ， ，每行元素和为 0，那么矩阵 有唯

一的零特征值，其余特征值具有负实部，且零特

征值的特征向量是 当且仅当矩阵 是一个图的

邻接矩阵且该图含有一棵生成树。

B
∀t ⩾ 0 e−Bt

B
v = [v1,v2, · · · ,vn]T ⩾ 0 1T

nν = 1 BTν =

0 t→ 0 e−Bt→ 1nν
T

引理 5[28]　如果存在矩阵 满足引理 4 的条

件，则对于 ，矩阵 是一个主对角线元素为

正的随机矩阵。此外，若矩阵 有一个零特征值，

且存在向量 满足 和

，则当 时， 。 

2   马尔可夫切换多智能体系统分组
一致主要研究结果

 

2.1    离散时间异质多智能体系统均方二分组一

致性

这部分主要研究马尔可夫切换下离散时间异

质多智能体系统式 (1) 的均方二分组一致性。基

于智能体之间合作竞争关系，设计如下均方二分

组一致控制协议：

ui(κ) = α

 ∑
j∈Nσ(κ)

S i

aσ(κ)
i j (ι j(κ)− ιi(κ))−

∑
j∈Nσ(κ)

Di

aσ(κ)
i j (ι j(κ)+ ιi(κ))

 , i ∈ ρ1

ui(k) = α

 ∑
j∈Nσ(κ)

S i

aσ(κ)
i j (ι j(κ)− ιi(κ))−

∑
j∈Nσ(κ)

Di

aσ(κ)
i j (ι j(κ)+ ιi(κ)

−βµi(κ), i ∈ ρ2

(3)

Nσ(κ)
S i i Nσ(κ)

Di

i α β

式中： 为智能体 同组邻居集合；  为智能

体 不同组邻居集合； 和 为相应的耦合系数；

aσ(κ)
i j Aσ(κ)是邻接矩阵 中的元素。

{σ(κ), κ ⩾ 0}
S = {1,2, · · · , s}

定理 1　  若 是一个齐次遍历马尔

可夫链，其状态空间为  ,若

α <
1

hlmax
，β <

2
h
且lmax <

β2

4α

则在控制协议式  (3) 下，离散异质多智能体系统

式 (1) 均方二分组一致当且仅当该系统联合拓扑

存在有向生成树。

证明　 1) 充分性：
G1∪G2∪ · · ·∪Gs假设 具有有向生成树。

µ̄i(κ)为简单起见，引进变量 ， 且：

µ̄i(κ) = ιi(κ)+
2
β
µi(κ)

i ∈ ρ1综合式 (1) 和式 (3)，当 时，有：
ιi(κ+1) = ιi(κ)+

hα

 ∑
j∈Nσ(κ)

S i

aσ(κ)
i j (ι j(κ)− ιi(κ))−

∑
j∈Nσ(κ)

Di

aσ(κ)
i j (ι j(κ)+ ιi(κ))

 (4)

i ∈ ρ2当 时，有：

ιi(κ+1) = ιi(κ)+
βh
2

(µ̄i(κ)− ιi(κ)) (5)

µ̄i(κ+1) = µ̄i(κ)−
βh
2

(µ̄i(κ)− ιi(κ))+

2αh
β

 ∑
j∈Nσ(κ)

S i

aσ(κ)
i j (ι j(κ)− ιi(κ))−

∑
j∈Nσ(κ)

Di

aσ(κ)
i j (ι j(κ)+ ιi(κ))

 (6)

由式 (4)~(6) 可得：
ι f (κ+1) = ι f (κ)−

hα
[
−Aσ(κ)

f s ιs(κ)+ (Lσ(κ)
f f + Dσ(κ)

f s )ι f (κ)
] (7)

ιs(κ+1) = ιs(κ)+
βh
2

(µ̄s(κ)− ιs(κ)) (8)

µ̄s(κ+1) = µ̄s(κ)−
βh
2

(µ̄s(κ)− ιs(κ))−
2αh
β

[
(Lσ(κ)

ss + Dσ(κ)
s f )ιs(κ)− Aσ(κ)

s f ι f (κ)
] (9)

其中，
ι f (κ) = [ι1(κ), ι2(κ), · · · , ιm(κ)]

ιs(κ) = [ιm+1(κ), ιm+2(κ), · · · , ιn(κ)]
µ̄s(κ) = [µ̄m+1(κ), µ̄m+2(κ), · · · , µ̄n(κ)]

由式 (7)~(9) 得到：


ι f (κ+1)

ιs(κ+1)

µ̄s(κ+1)

 =


Im−hα
(
Lσ(κ)

f f + Dσ(κ)
f s

)
hαAσ(κ)

f s 0

0
(
1− βh

2

)
In−m

βh
2

In−m

2αh
β

Aσ(κ)
s f

βh
2

In−m−
2αh
β

(
Lσ(κ)

ss + Dσ(κ)
s f

) (
1− βh

2

)
In−m




ι f (κ)

ιs(κ)

µ̄s(κ)

 (10)

将式 (10) 写为

X(κ+1) = Hσ(κ) X(κ) (11)

X(κ) = [ιTf (κ), ι
T
s (κ), µ̄T

s (κ)]T式中 。

设离散异质多智能体系统式 (1) 的拉普拉斯

矩阵元素最大值为

lmax =max{l11, l12, · · · , lnn}
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α β若存在参数 和 满足

α <
1

hlmax
,β <

2
h
，lmax <

β2

4α

Hσ(κ) Hσ(κ)

Hσ(κ)

则矩阵 是一个非负矩阵，同时 的行元

素和是 1，因此， 是一个随机矩阵。
H1H2, · · · ,Hs下面证明 是 SIA 矩阵。因为

1
s

s∑
l=0

Hl =



Im−
hα
s

s∑
l=0

(
Ll

f f + Dl
f s

) hα
s

s∑
l=0

Al
f s 0

0
(
1− βh

2

)
In−m

βh
2

In−m

2αh
βs

s∑
l=0

Al
s f

βh
2

In−m−
2αh
βs

s∑
l=0

(
Ll

ss+ Dl
s f

) (
1− βh

2

)
In−m


(12)

1
s

s∑
l=0

Hl− I =



−hα
s

s∑
l=0

(Ll
f f + Dl

f s)
hα
s

s∑
l=0

Al
f s 0

0 −βh
2

In−m
βh
2

In−m

2αh
βs

s∑
l=0

Al
s f

βh
2

In−m−
2αh
βs

s∑
l=0

(Ll
ss+ Ll

s f ) −βh
2

In−m


(13)

由矩阵初等变换，得到：

1
s

s∑
l=0

Hl − I→



0 0 In−m
s∑

l=0

(Ll
f f + Dl

f s) −
s∑

l=0

Al
f s 0

−
s∑

l=0

Al
s f

s∑
l=0

(Ll
ss+ Dl

s f ) 0


→


0 In−m

s∑
l=0

Ll 0

 (14)

G1∪G2∪ · · ·∪Gs

rank

 s∑
l=0

Ll

= n−1 rank

1
s

s∑
l=0

Hl−I
 = 2n−m−1 λ =

1
1
s

s∑
l=0

Hl
1
s

s∑
l=0

Hl

1
s

s∑
l=0

Hl

H1H2, · · · ,Hs

由 于 具 有 向 生 成 树 ， 因 此

， ，即

为矩阵 重数为 1 的特征值。又因为

是随机矩阵，故它的其余特征值的模均小于 1。由

此可知 是 SIA 矩阵，由文献 [29] 结论易知

是 SIA 矩阵。

Q ∈ Rns×ns Q̃ ∈ Rn2 s×n2 s

i j Qi j = p ji H j Q̃i j =

p ji H j⊗H j H1H2, · · · ,Hs

定义矩阵 和 ，且它们的第

行与第 列对应的矩阵块分别为 和

，又 为 SIA 矩阵，由引理 3，有：

lim
ε→∞

(Qε)i j = p∞ji 1cT
i j， lim

ε→∞
(Q̃ε)i j = p∞ji 1c̃T

i j

cT
i j c̃T

i j式中 和 分别为元素为非负的列向量。

下面证明多智能体系统式 (1) 的均方二分组

一致。定义：

ψ(κ) =
(
I2n−m−

12n−m1T
2n−m

1T
2n−m12n−m

)
Γ(κ)

且

Γ(κ) = [ιT1 (κ), ιT2 (κ), · · · , ιTm(κ), ιTm+1(κ), ιTm+2(κ), · · · , ιTn (κ),
µ̄T

n+1(κ), µ̄T
n+2(κ), · · · , µ̄T

2n−m(κ)]T

µ̄T
n+1(κ) = µ̄T

m+1(κ), µ̄T
m+2(κ), · · · , µ̄T

n (κ) = µ̄T
2n−m(κ) Γ(κ)

X(κ)

式中 ，由

定义，其意义类似于 ，只是形式不同。再设

ψ(κ) = [ψT
1 (κ),ψT

2 (κ), · · · ,ψT
m(κ),ψT

m+1(κ), · · · ,
ψT

n (κ),ψT
n+1(κ), · · · ,ψT

2n−m(κ)]T

以及

g(κ) =
1

2n−m

m∑
l=1

ιl(κ)+

1
2n−m

f
n∑

l=m+1

ιl(κ)+
1

2n−m

n∑
l=m+1

µ̄l(κ)

则有：

ψi(κ) = ιi(κ)− g(κ), i = 1,2, · · · ,m
ψi(κ) = ιi(κ)− g(κ), i = m+1,m+2, · · · ,n

ψi(κ) = µ̄i(κ)− g(κ), i = n+1,n+2, · · · ,2n−m

Γ(κ)状态向量 的二阶矩为

V(κ) = E[Γ(κ)ΓT(κ)]，

E式中 表示数学期望。定义：

Vi(κ) = E[Γ(κ)ΓT(κ)θ{σ(κ)=i}], i ∈ S

θ{σ(κ)=i} {σ(κ) = i}式中 为事件  的示性函数，则：

V(κ) =
s∑

i=1

Vi(κ)

根据重期望公式，有：

Vi(κ+1) = E[Γ(κ+1)ΓT(κ+1)θ{σ(κ)=i}] =
s∑

j=1

E[Hσ(κ)Γ(κ)ΓT(κ)HT
σ(κ)θ{σ(κ+1)=i}|σ(κ) = j]×

p{σ(κ) = j} =
s∑

j=1

E[H jΓ(κ)ΓT(κ)HT
j |σ(κ) = j]E[θ{σ(κ+1)=i}|σ(κ) = j]×

p{σ(κ) = j} =
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s∑
j=1

H jE[Γ(κ)ΓT(κ)|σ(κ) = j]p{σ(κ) = j}HT
j p ji =

s∑
j=1

p ji H jE[Γ(κ)ΓT(κ)θ{σ(κ+1)=i}]HT
j =

s∑
j=1

p ji H jV j(κ)HT
j , i ∈ S

(15)

Vi = qiΓ0Γ
T
0 ,qi = Pr(σ(0) = i)初始值为 。

将式 (15) 写为向量形式，可得：
ς(κ+1) =Φς(κ)

ς(k) n2s Φ ∈ Rn2 s×n2 s式中： 是一个 维向量； ，且

Φ =


p11 H1⊗H1 · · · ps1Hs⊗Hs

...
. . .

...
p1s H1⊗H1 · · · pss Hs⊗Hs


ςT(0)=[q1col1(Γ0Γ

T
0 )T q2col1(Γ0Γ

T
0 )T · · · q1coln(Γ0Γ

T
0 )T

· · · qscol1(Γ0Γ
T
0 )T qscol2(Γ0Γ

T
0 )T · · · qscoln(Γ0Γ

T
0 )T]

coli i式中 表示相应矩阵的第 列。

综上所述，得到：

lim
ε→∞

(Φε)i j = p∞ji 1cT
i j

1 n2 cT
i j

n2

式中： 是 维单位向量； 是元素值为非负且和

为 1 的 维向量。因此：

lim
κ→∞

ς(κ) = [ξ11 ξ21 · · · ξs1]T

pi是马尔可夫链的遍历结果，其和为 1，即有：

lim
κ→∞

V(κ) = τ11T，τ =
s∑

i=1

ξi

因此：

lim
κ→∞

E[ψ(κ)ψT(κ)] =
(
I2n−m−

12n−m1T
2n−m

1T
2n−m12n−m

)
×

lim
κ→∞

E[Γ(κ)ΓT(κ)]
(
I2n−m−

12n−m1T
2n−m

1T
2n−m12n−m

)
=(

I2n−m−
12n−m1T

2n−m

1T
2n−m12n−m

)
τ11T

(
I2n−m−

12n−m1T
2n−m

1T
2n−m12n−m

) (16)

所以有：

lim
κ→∞

E[ψ(κ)ψT(κ)] = 0

故
lim
κ→∞

E[ψi(κ)ψ j(κ)] = 0, i, j = 1,2, · · · ,2n−m

i, j = 1,2, · · · ,m i, j = m+1,m+2, · · · ,n
i , j

因此当 或 且

时，有：

lim
κ→∞

E(ιi(κ)− ι j(κ))2 =

lim
κ→∞

E(ιi(κ)− g(κ)+ g(κ)− ι j(κ))2 =

lim
κ→∞

E(ιi(κ)− g(κ))2+ lim
κ→∞

E(ι j(κ)− g(κ))2+

2 lim
κ→∞

E[(ιi(κ)− g(κ))(ι j(κ)− g(κ))] =

lim
κ→∞

E(ψi(κ))2+ lim
κ→∞

E(ψ j(κ))2+

2 lim
κ→∞

E[ψi(κ)ψ j(κ)] = 0

(17)

同理：

lim
κ→∞

E(µ̄i(κ)− µ̄ j(κ))2 = 0

i, j = m+1,m+2, · · · ,n, i , j
(18)

利用施瓦兹柯西不等式，可得：
E[(ιi(κ)− ι j(κ))(µ̄i(κ)− µ̄ j(κ))] ⩽

[E(ιi(κ)− ι j(κ))2]
1
2 [E((µ̄i(κ)− µ̄ j(κ))2]

1
2

(19)

根据式 (19)，得到：

lim
κ→∞

E(µi(κ)−µ j(κ))2 =

lim
κ→∞

E
[
β

2
(µ̄i(κ)− ιi(κ))−

β

2
(µ̄ j(κ)− ι j(κ))

]2

=

β2

4
lim
κ→∞

E
[
(µ̄i(κ)− µ̄ j(κ))+ (ι j(κ)− ιi(κ))

]2 ⩽

β2

4
lim
κ→∞

E(µ̄i(κ)− µ̄ j(κ))2+
β2

4
lim
κ→∞

E(ι j(κ)− ιi(κ))2+

β2

2
lim
κ→∞

[
E(ιi(κ)− ι j(κ))2

] 1
2
[
E((µ̄i(κ)− µ̄ j(κ))2

] 1
2 = 0

i, j = m+1,m+2, · · · ,n, i , j

(20)

由式 (17) 和 (20) 即知多智能体系统式 (1) 实
现均方二分组一致。

2) 必要性：
G1∪G2∪ · · ·∪Gs反设 不含有向生成树，则当系

统经过几次马尔可夫跳变到不含生成树的网络拓
扑时，该拓扑中至少有一个智能体信息无法和其
他智能体信息进行交换，从而无法实现多智能体
系统式 (1) 中多智能体位置和速度的均方二分组
一致，矛盾。 

2.2    连续时间异质多智能体的均方一致性

这部分主要研究马尔可夫切换下连续异质多
智能体系统式 (2) 的均方二分组一致控制。基于
智能体之间的合作竞争关系，设计控制协议为

ui(t) = α

∑
j∈No(t)

S i

ao(t)
i j (ι j(t)− ιi(t))−

∑
j∈No(t)

Di

ao(t)
i j (ι j(t)+ ιi(t))

 , i ∈ ρ1

ui(t) = α

∑
j∈No(t)

S i

ao(t)
i j (ι j(t)− ιi(t))−

∑
j∈No(t)

Di

ao(t)
i j (ι j(t)+ ιi(t)

−βµi(t), i ∈ ρ2

(21)

参数与定义 2.1 相同。
{o(t), t ⩾ 0}

S = {1,2, · · · , s} β2−4αlmax > 0
定理 2　若 是一个齐次遍历马尔可

夫链，其状态空间为  ,若 ，

那么在控制协议 (21) 下，连续异质多智能体系统

式 (2) 均方二分组一致当且仅当该系统联合拓扑

存在有向生成树。

证明　类似定理 1 的证明，设：

µ̄i(t) = ιi(t)+
2
β
µi(t)
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根据式 (2) 和 (21)，分如下 2 种情况讨论。
i ∈ ρ11）当 时，有

ι̇i(t) = α

∑
j∈No(t)

S i

ao(t)
i j (ι j(t)− ιi(t))−

∑
j∈No(t)

Di

ao(t)
i j (ι j(t)+ ιi(t))


(22)

i ∈ ρ22）当 时，有

ι̇i(t) =
β

2
(µ̄i(t)− ιi(t)) (23)

˙̄µi(t) = −
β

2
(µ̄i(t)− ιi(t))+

2α
β

∑
j∈No(t)

S i

ao(t)
i j (ι j(t)− ιi(t))−

∑
j∈No(t)

Di

ao(t)
i j (ι j(t)+ ιi(t))

 (24)

根据式 (22)~(24)，得到多智能体系统系统式

(2) 一阶和二阶智能体的矩阵形式：

ι̇ f (t) = −α[−Ao(t)
f s ιs(t)+ (Lo(t)

f f + Do(t)
f s )ι f (t)] (25)

ι̇s(t) =
β

2
(µ̄s(t)− ιs(t)) (26)

˙̄µs(t) = −
β

2
(µ̄s(t)− ιs(t))−

2α
β

[
(Lo(t)

ss + Do(t)
s f )ιs(t)− Ao(t)

s f ι f (t)
] (27)

其中，
ι f (t) = [ι1(t), ι2(t), · · · , ιm(t)]

ιs(t) = [ιm+1(t), ιm+2(t), · · · , ιn(t)]
µ̄s(t) = [µ̄m+1(t), µ̄m+2(t), · · · , µ̄n(t)]

再由式 (25) 和 (26)，得到多智能体系统式 (2)
的矩阵形式为

 ι̇ f (t)
ι̇s(t)
˙̄µs(t)

 = −


α
(
Lo(t)

f f + Do(t)
f s

)
−αAo(t)

f s 0

0
β

2
In−m −β

2
In−m

−2α
β

Ao(t)
s f −β

2
In−m+

2α
β

(
Lo(t)

ss + Do(t)
s f

) β

2
In−m


 ι f (t)
ιs(t)
µ̄s(t)

 (28)

进一步，将式 (28) 简写成微分方程形式：

Ṙ(t) = −Fo(t) R(t) (29)
R(t) = [ιTf (t) ιTs (t) µT

s (t)]T式中 。

β2−4αlmax > 0 −Fo(t)

−Fo(t)

−Fo(t)

1n

根据引理 4，若 ，则矩阵 主对

角线元素为负，非主对角线元素为正，且 的

每行元素总和为零。显然， 至少有一个零特

征值，其对应的特征向量为 。

∇
将连续异质多智能体系统式 (29) 离散化，设

采样时间为 ，则其相应的离散化方程为

Ξ(κ+1) = e−Fo(κ)∇Ξ(κ)
由引理 5 可知，当采样周期足够小时，有：

e−Fo(κ)∇1n = 1n，且e−Fo(κ)∇ ⩾ 0
e−Fo(κ)∇式中： 为一个随机矩阵，余下证明类似定

理 1。 

3   仿真结果

本节将用 3 个例子来验证所得结论的有效

性。假定离散和连续情况下马尔可夫切换过程对

应的转移概率矩阵均为

Λ =



2
3

1
6

1
6

1
4

1
2

1
4

1
4

1
4

1
2


例 1 先讨论离散情形，验证定理 1 的有效

性。例 2 分析连续情况，验证定理 2 的正确性。

例 3 则验证不满足定理 1 条件时，异质多智能体

系统式 (1) 的分组一致将不能实现。

图 1 表示多智能体系统式 (1) 和式 (2) 的网络

拓扑，图 1 中包含 3 个不同的子拓扑，每个子拓扑

均包含有一棵生成树。在每个子拓扑中，智能体

1~3 是二阶智能体，构成第 1 组；智能体 4 和 5 是

一阶智能体，构成第 2 组。同组智能体之间为合

作关系，不同组智能体之间为竞争关系。
 

 

1

2 3 5

4

1

2 3 5

4

1

2 3 5

4

(a) 子拓扑 1 (b) 子拓扑 2

(c) 子拓扑 3 
图 1    含生成树的多智能体系统（1）和（2）切换拓扑
Fig. 1    Switching  toplogies  of  the  multiagent  systems  (1)

and (2) with spanning tree
 
 

h = 0.2 s α = 1 β = 2.1

例 1　在离散异质多智能体系统式 (1) 中，采

样时间设为 ，耦合系数设为 且 ，

易知这些参数满足定理 1 的要求。此时，智能体

初始位置状态向量设为

ιT[0] = [3 5 −4 3 6]

初始速度向量设为

µT[0] = [1 2 2.5]

此时，在图 2 马尔可夫切换信号的作用下，离
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散异质多智能体系统式 (1) 的位置状态和速度如

图 3、4。由图 3、4 可知，当系统拓扑结构和相关

系数满足定理 1 的条件时，离散异质多智能体系统

式 (1) 在控制协议式 (3) 下能实现均方二分组一致。
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4

序
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图 2    离散马尔可夫切换序列

Fig. 2    Discrete sequence with Markov switching signal
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图 3    离散多智能体系统 (1) 中智能体速度变化曲线

Fig. 3    Velocity trajectories of agents in discrete system (1)
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图 4    离散多智能体系统 (1) 中智能体位置变化曲线

Fig. 4    Position trajectories of agents in discrete system (1)
 
 

α = 1.5 β = 3

例 2　在连续异质多智能体系统式 (2) 中，耦

合系数设为 且 ，易知这些参数满足定

理 2 的要求。智能体初始位置状态向量设为

ιT[0] = [1 10 −2 −4 0]

初始速度向量设为

µT[0] = [2 1.5 2.2]

连续多智能体系统 (2) 的马尔可夫切换序列

如图 5 所示，连续异质多智能体系统式 (2) 的位置

状态和速度如图 6 和 7。由图 6 、7 可知，当系统

拓扑结构和相关系数满足定理 2 的条件时，连续

异质多智能体系统式 (2) 在控制协议式 (21) 下能

实现均方二分组一致。
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图 5    连续多智能体系统 (2) 的马尔可夫切换序列

Fig. 5    Markov  switching  sequence  of  continuous  multia-
gent system (2)
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图 6    连续多智能体系统式 (2) 中智能体速度变化曲线

Fig. 6    Velocity trajectories of agents in continuous system (2)
 
 

 

 

0 20 40 60 80 100
t/s

−4
−2

0
2
4

10
8
6

位
置

/m

智能体 1
智能体 2
智能体 3
智能体 4
智能体 5

 
图 7    连续多智能体系统式 (2) 中智能体位置变化曲线

Fig. 7    Position trajectories of agents in continuous system (2)
 
 

例 3　继续分析离散异质多智能体系统式

(1)，在其他参数相同情况下，假设系统有 3 个如

图 8 所示子拓扑结构，易知每个子拓扑中不包含

生成树。
 

 

1
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2 3 5

4
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2 3 5

4

(a) 子拓扑 1 (b) 子拓扑 2

(c) 子拓扑 3 
图 8    子拓扑不含生成树的网络拓扑

Fig. 8    Switching subtoplogies with no spanning tree
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图 9~11 分别表示切换信号、速度和位置状态

随时间变化情况。 
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图 9    拓扑不含生成树的离散多智能体系统 (1) 的马尔可

夫切换序列
Fig. 9    Markov  switching  sequence  of  discrete  multiagent

system (1) with the topology having no spanning tree
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图 10    离散多智能体系统 式 (1) 中智能体速度变化曲线
Fig. 10    The velocity trajectories of agents in discrete mul-

tiagent  system  (1)  with  the  topology  having  no
spanning tree

 
 
 

 

0 2010 30 50 7040 60 80 90
t/s

−30

−20

−10

10

20

0

50

30

40

位
置

/m

智能体 1
智能体 2
智能体 3

智能体 4
智能体 5

 
图 11    拓扑不含生成树的离散多智能体系统式 (1) 中智

能体位置变化曲线
Fig. 11    The Position trajectories of agents in discrete mul-

tiagent  system  (1)  with  the  topology  having  no
spanning tree

 
 

由图 10~11 可以看出，当多智能体系统拓扑

结构不包含生成树的时候，多智能体系统式  (1)
不能实现均方二分组一致。 

4   结束语

基于智能体之间合作竞争关系，针对马尔可

夫切换下的离散和连续时间异质多智能体系统，

提出 2 种新的控制协议。利用图论、矩阵理论和

随机不可约非周期矩阵的相关性质，得到相关系

统在马尔可夫切换下实现均方二分组一致的充要

条件。数值仿真实验证明了所得结果的有效性。

接下来，我们将继续研究概率转移矩阵不完全确

定和时滞情况下相应系统的分组一致控制。
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