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低秩分块矩阵的核近似

王中元，刘惊雷
（烟台大学 计算机与控制工程学院，山东 烟台 264005）

摘     要：为了探讨结构受限下的矩阵分解问题，通过最小化块外对角线来增强类与类之间数据表示的不相关

性，从而实现分块约束，即数据来源于不同的聚类结构，是一种局部结构的约束；同时通过增强样本的自表达

属性并缩小样本之间的差距来增强类内数据表示的相关性，从而实现低秩约束，即数据行出现冗余，是一种全

局结构的约束。随后设计了一个低秩分块矩阵的核近似算法，通过交替方向乘子法迭代求解。最后将该方法

分别在人脸识别和字符识别上进行测试。实验结果表明，所提出的低秩分块矩阵分解算法在收敛速度和近似

精度上都具有一定的优势。
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Kernel approximation of a low-rank block matrix
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Abstract: In order to explore the matrix decomposition problem under structural constraints, irrelevance of data repres-
entation  between  classes  was  enhanced  in  this  paper  by  minimizing  the  diagonal  outside  the  block,  thus  realizing  the
block constraint, i.e., the data is derived from different cluster structures. It is a local structure constraint. At the same
time, by enhancing the self-expressing property of the sample and narrowing the gap between samples, the correlation of
the data representation in the class was enhanced, thereby realizing the low-rank constraint, i.e., the redundancy of the
data row was a constraint of the global structure, thereby realizing the low-rank constraint. A kernel approximation al-
gorithm for low-rank block matrix was then designed and solved iteratively by alternating the direction method of multi-
pliers  (ADMM).  Finally,  the  method  was  tested  on  face  recognition  and  character  recognition.  Experimental  results
showed that the proposed low-rank block matrix decomposition algorithm has certain advantages in solving speed and
approximate accuracy.
Keywords: low-rank approximation; block diagonal matrix; sparse matrix; kernel approximation; matrix factorization;
alternating direction method of multipliers (ADMM); subspace clustering; image identification

近年来，随着互联网的快速发展，人们获取数

据以及存储数据的能力都迅速提高。不论在科学

技术还是在日常生活的各个领域都累积了大量数

据。怎样才能快速有效地对这些数据进行分析处

理并发掘其中蕴含的有效信息引起人们的关注。
大部分机器学习都能够通过矩阵的形式表示，但
是在现实生活中经常会使用到数以百万记的样
本，通过对矩阵进行处理的机器学习技术的复杂
度会随着应用规模的增加呈二次方增长，这会使
很多问题无法解决。

目前通常通过低秩矩阵分解、核方法和聚类
等方法来解决矩阵分解的问题 [1]。聚类是将输入
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数据按照某种相似性规则划分为若干类。低秩矩

阵分解是将数据矩阵分解成噪声和稀疏低秩两部

分。在众多方法之中，通过核方法近似低秩分块

矩阵由于其模型合理直观、实施简单、效果显著

而受到关注。

本文考虑结构受限下的矩阵分解问题 [2]，其

中结构受限主要是低秩结构受限和分块结构受

限。本文通过消除噪声并最小化块外对角线来增

强类与类之间数据表示的不相关性，从而实现分

块约束 [3]；同时通过增强训练样本的自表达属性

并缩小样本之间的差距来增强类内数据表示的相

关性，从而实现低秩约束 [4]，最后迭代优化求解一

系列子问题来实现矩阵分解的目的。随后设计了

一个低秩分块矩阵的核近似算法 (low-rank block
kernel approximation, LBKA)。LBKA 不仅能够显

著提高算法速度，而且由于低秩分块约束极大的

消除了噪声的影响，使得算法近似精度也有了提高。

相较于传统的矩阵分解问题，本文设计了低

秩分块矩阵的核近似算法。本文的特点和贡献

如下：

1) 引入了一种低秩分块矩阵的框架，通过核

方法将非线性问题转化为高维空间中的线性问题

来解决，这样不仅可以提高算法的精度，还可以

通过低秩约束来降低算法复杂度，提高了计算的

收敛速度与计算精度。

2) 设计了一种低秩分块矩阵的核近似算法。

该算法基于增广拉格朗日乘子法和交替方向乘子

法构造迭代公式，依次更新系数矩阵 Z 和辅助变

量 J、Q、S，直到收敛到稳定的特征矩阵。

3) 在人脸识别数据集和字符识别数据集上进

行了实验验证。实验结果表明，相较于传统的识

别算法，LBKA 在收敛速度和近似精度上有所提

高。同时通过核矩阵近似处理，极大地降低了噪

声对实验的影响。

1   相关工作

本文主要在低秩、稀疏、对角矩阵的分解领

域探讨有关低秩分块矩阵的近似问题。

随着非负矩阵分解 [4 ] 等矩阵分解算法的提

出，给数据处理领域带来了新的思路。低秩可以

看作稀疏的特殊形式，低秩就是特征值稀疏；块

对角也是，块对角矩阵自身就具有低秩和稀疏的

特性。

现阶段，稀疏表示被广泛应用于信号处理 [3]、

机器学习和计算机视觉[5] 等方面。随着基于稀疏

表示的分类 (SRC)[6] 在人脸识别中的成功应用，

已经提出了许多基于 SRC 的优化算法。例如，

Nie 等人通过对损失函数和正则化项进行 l21 范数

约束，提出了一种有效的特征选择方法[7]。

然而稀疏约束只能实现局部约束，而低秩约

束却能够实现全局约束。鲁棒主成分分析 (ro-
bust principal component analysis, RPCA) 是最典型

的低秩方法，最初是用来将损坏的观测数据恢复

为具有低秩结构的数据。后来发现 RPCA 可以将

一个子空间的数据分解成低秩和稀疏噪声两部

分。但 RPCA 无法处理多个子空间的并集。为此

提出了潜在的低秩表示 (LatLRR)[8]，通过利用子

空间分割的低秩表示的方法解决多个子空间问题。

本节主要介绍一些基本符号并简单说明了两

种典型的基于低秩表示的方法：鲁棒主成分分析

(RPCA)[9] 和低秩表示 (LRR)[10]。

1.1    基本符号

(i, j)

A ⩾ 0

||A||0 ||A||1 =
∑

i j

|ai j|

||A||F =
√∑

i j

a2
i j ||A||21 =

∑
j

||[A];, j||

||A||∗

本文使用粗体大写字母表示矩阵，例如 A。

用粗体小写字母表示矢量，例如 a。对于 A，其第

i 行被表示为行向量 [A]i，其第 j 列被表示为列向

量 [A] : , j。将 a i j 或 A i j 表示为 A 的第   项。将

Diag(A) 作为对角矩阵，其对角线上的第 i 项是

ai。将单位矩阵表示为 I。如果 A 中的所有项都

是非负的，则表示为  。文中将使用一些范

数，包括 l0 范数 ，l1 范数 ，Frobenius

范数 ，l21 范数  和核

范数 。

1.2    低秩分块矩阵相关定义

A = [a1, a2, · · · , an] ∈ Rm×n

Bi j = b
(
ai, a j

)
=

⟨
ϕ (ai) ,ϕ

(
a j

)⟩ ∀i, j = 1,2, · · ·n
ϕ : a| → ϕ (a)

K ∈ Rn×n

定义 1　假设矩阵   是
一个包含 n 个数据点的列矩阵。其核矩阵定义

为： ， ，其

中  是内核诱导的特征图。n个映射数

据点的所有成对內积存储在核矩阵  中。

由于核矩阵的内存为 O(n2)，所以在实际应用

中是使用数据数量的二次方来计算和存储的。例

如 核 主 成 分 分 析 算 法 需 要 计 算 特 征 值 分 解

(SVD)，它的复杂度为 O(n3)，并且要多次访问核矩

阵 K。因此要想计算大规模的数据，必须考虑复

杂度的影响。

A ∈ Rm×n

图 1 是低秩矩阵分块的一个示例，对于任意

一个矩阵 ，有
 

 

A H

HT

= ×+≈

 
图 1    低秩矩阵分块示例

Fig. 1    An example of low-rank matrix partitioning
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A = HHT

为了用低秩分块矩阵逼近该相似度矩阵并同

时得到聚类结构，可以分别近似这些对角块，每

个对角块表示一个聚类。

通过求矩阵秩的最小化来求解低秩矩阵。然

而这很难，可以用核近似方法将核范数最小化为
X∗ = argmin

X
f (X)+Γ∥X∥∗

X ∈ Rm×n Γ > 0式中： ，  是正则化参数。

定义 2 (奇异值阈值 (SVT))　要想求解核范

数最小化问题 (NNM)，例如：

X∗ = argmin
X
Γ∥X∥∗+

1
2
∥X− A∥2F

S Γ(·)需要使用奇异值阈值处理算子  给出的闭式解：

X∗ = S Γ(A) = UAS Γ(ΣA)VT
A

S Γ(x) = sgn(x) ·max(|x| −Γ,0)

UAΣAVT
A

式中：  是软收缩算子；

 是 A的 SVD 分解[11]。

1.2.1   鲁棒的主成分分析 (RPCA)
X = [x1, x2, · · · , xn] ∈ Rd×n

X = X0+E

假设   是由 n 个样本组

成的数据矩阵，RPCA 的目标是从损坏的矩阵

X 中确定低秩矩阵 X0，同时消除稀疏噪声 E，即

。因此，RPCA 的目标函数为
min
X0 ,E

rank(X0)+ λ∥E∥0
s.t. X = X0+E

(1)

λ || · ||0式中   是平衡参数；  表示 l0 范数。由于低秩

函数的离散性质和最小化 l0 范数十分困难，目前

通常分别使用核范数和 l1 范数正则化代替低秩约

束和 l0 范数正则化。因此，式 (1) 可以重新表述为
min
X0 ,E
∥X0∥∗+ λ∥E∥1

s.t. X = X0+E
(2)

|| · ||∗ || · ||1其中   和   表示核范数和 l 1 范数。式 (2)
可以使用增广拉格朗日乘子法 (ALM)[12] 来计算。

1.2.2   低秩表示 (LRR)
RPCA 是基于先验假设，即数据大多是从低

秩子空间中提取的，可以用单个子空间来描述。

然而真实数据集很难用单个子空间来描述。为

此，LRR 假设每个数据可以由多个线性低秩子空

间的并集近似表示。由此可以得到 LRR 的目标

函数为
min

Z,E
rank(Z)+ λ∥E∥1

s.t. X = DZ+E
(3)

λ || · ||1其中 D和  分别是字典和平衡参数。  表示不

同范数的约束。与 RPCA 类似，式 (3) 可以重新表

述为
min

Z,E
∥Z∥∗+ λ∥E∥1

s.t. X = DZ+E
(4)

1.3    块对角矩阵的核近似

定义 3 (自表达属性)　来自多个子空间的并

集的每个数据实例可以通过其他数据实例的线性

组合来表示，这种性质被称为自表达属性[13]。即
X = XZ

在存在自表达属性的情况下，数据集中的每

个数据点可以由来自其子空间的几个点的线性组

合来表示[14]。所以，自表达属性应该是块对角的。

本文令类与类之间块对角线分量尽可能小，同

时提高相关的类内表示，将其结构化形式表示为

min
Z

λ1 ∥A⊙ Z∥2F + λ2∥D⊙ Z∥0
s.t. X = XZ

(5)

λ1 λ2 ⊙
X ∈ Rd×n

A = 1n1T
n −Y

||xi− x j||22

||D⊙ Z||1

其中  和  是用于衡量相应的项的正数，  表示
Hadamard 乘积，并且 。具体地说，第 1 项
是为了最小化类与类之间块对角线分量，并且

。第 2 项是构造的子空间度量，以提

高相关的类内表示。dij 是度量 xi 和 xj 之间的距
离。本文将两个样本之间的距离定义为欧几里德
距离的平方，即 。由于 l0 范数最小化问题

是 NP 难问题，所以第 2 项可以被放宽表示为
。因此，式 (5) 可以重新表述为

min
Z

λ1 ∥A⊙ Z∥2F + λ2∥D⊙ Z∥1
s.t. X = XZ

(6)

通过整合公式 (4) 和 (6),可以得到：

min
Z
∥Z∥∗+ λ1

∥∥∥Ã⊙ Z
∥∥∥2

F
+ λ2∥D⊙ Z∥1+ λ3∥E∥21

s.t. X = XZ+E
(7)

λ1 λ2 λ3其中 、  和  为式 (7) 的相应项加权。

下面本文对式 (7) 进行核化。
ϕ : Rd → H

K ∈ Rn×n

设  是从输入空间到 Hilbert 空间的

映射，  为半正定核矩阵：

Ki j = (ϕ(X)Tϕ(X))i j = ϕ(xi)Tϕ(x j) = ker(xi, x j)

Rd ×Rd → R
E = X−XZ

其中 ker：  是核函数。式 (7) 中的 E 可

以表示为 ,所以有

min
Z
∥Z∥∗+ λ1

∥∥∥Ã⊙ Z
∥∥∥2

F
+ λ2∥D⊙ Z∥1+ λ3∥X−XZ∥21 (8)

S = I− Z ∈ Rn×n

||X−XZ||21 = ||XS||21 =

n∑
i=1

||Xsi|| =
n∑

i=1

(si
′X′Xsi)1/2

S = [s1, s2, · · · ,sn] , si ∈ Rn

ϕ(X)

然后定义一个变量  ，可以得到

, 其 中

 表示 S 的第 i 列。将其中
的 X替换为 ，可以得到

min
Z
∥Z∥∗+ λ1

∥∥∥Ã⊙ Z
∥∥∥2

F
+

λ2∥D⊙ Z∥1+ λ3

n∑
i=1

√
si
′ϕ(X)′ϕ(X)si

s.t. S = I− Z

(9)

K = ϕ(x)′ϕ(x)

g(S) ≜
n∑

i=1

√
si
′Ksi

因为  ,所以可以通过将函数 g(S)

定义为 ，将式 (9) 重写为以下问题：

min
Z
∥Z∥∗+ λ1

∥∥∥Ã⊙ Z
∥∥∥2

F
+ λ2∥D⊙ Z∥1+ λ3g(S)

s.t. S = I− Z
(10)

其中核矩阵 K包含在 g(S) 中。

第 6 期 王中元，等：低秩分块矩阵的核近似 ·1211·



定义 4 (拉格朗日乘子法、增广拉格朗日乘子

法、交替方向乘子法)

h(X) = 0 f (X) : Rn→ R h(X) : Rn→ Rm

1 ) 假定要求解 f (X ) 的最优化问题，满足
 ，其中 ， 。基于
拉格朗日乘子法[13] 可以得到以下目标函数：

Lc(x,λ) = f (X)+µh(X)
2) 在计算等式约束问题时，使用增广拉格朗

日乘子法 (ALM)，ALM 增加了二次惩罚项，基于
ALM 可以得到以下目标函数：

Lc(x,λ) = f (X)+µh(X)+
c
2
∥h(X)∥2

3) 要求解 f(X)+g(Z) 的最优化问题，满足约束
条件 AX+BZ=C。这类问题需要用到交替方向乘
子法 (ADMM)[13]，ADMM 是 ALM 的进一步推广，
它将对偶上升法的可分解性与 ALM 的收敛性相
结合，基于 ADMM 方法可以得到以下目标函数：

Lc(x, z,λ) = f (X)+g(Z)+ λT(AX+BZ−C)+
c
2
∥Ax+Bz−C∥2

2   低秩分块矩阵的核近似算法

算法 1　低秩分块矩阵的核近似算法
λ1 λ2 λ3输入　特征矩阵 X；参数  ， ， ；距离测量

矩阵 D；

输出　系数矩阵 Z。
λ1 λ2 λ3初始化：J=0, Z=0, Q=0, S=0, ， ， >0,

C1=0, C2=0, C3=0,
while

max(
∥∥∥I− Zt+1−St+1

∥∥∥
∞,

∥∥∥J t+1− Z t+1
∥∥∥
∞,∥∥∥Qt+1− Zt+1

∥∥∥
∞) > tol

do
1) 通过式 (14) 更新系数矩阵 Z；
2) 通过式 (15) 更新辅助变量 J；
3) 通过式 (17) 更新辅助变量 Q；

4) 通过式 (18) 更新辅助变量 S；
5) 更新拉格朗日乘子 C1，C2 和 C3；

Ct+1
1 = Ct

1+µ
t(I− Z t+1−St+1)

Ct+1
2 = Ct

2+µ
t(J t+1− Zt+1)

Ct+1
3 = Ct

3+µ
t(Qt+1− Z t+1)

µ6) 更新
µt+1 =min(µmax,ρµ

t)

end
为了优化式 (10)，首先引入两个辅助变量

J和 Q来使问题可分离，将式 (10) 重写为

min
J,Z,Q,S

∥J∥∗+
λ1

2

∥∥∥Ã⊙ Z
∥∥∥2

F
+ λ2∥D⊙Q∥1+ λ3g(S)

s.t.S = I− Z, J = Z,Q = Z,Z ⩾ 0
(11)

然后，可以通过 ALM 得到式 (11) 的增广拉格朗

日函数

L(J,Z,Q,S,C1,C2,C3)=

∥J∥∗+
λ1

2

∥∥∥Ã⊙ Z
∥∥∥2

F
+λ2∥D⊙Q∥1+λ3g(S)+

⟨C1, I− Z−S⟩+ ⟨C2, J − Z⟩+ ⟨C3,Q− Z⟩+
µ

2
(∥J − Z∥2F + ∥I− Z−S∥2F + ∥Q− Z∥2F)

(12)

⟨J,Q⟩ = tr(JTQ)

µ > 0

其中  。C1、C2 和 C3 是拉格朗日乘

子，  是惩罚参数。下面介绍详细迭代步骤：

更新 Z　固定其他变量并通过下述步骤更新 Z

L =min
Z

λ1

2

∥∥∥Ã⊙ Z
∥∥∥2

F
+

⟨
Ct

1, I− Z−St⟩+⟨
Ct

2, J
t+1− Z

⟩
+

⟨
Ct

3,Q
t − Z

⟩
+
µt

2
(
∥∥∥J t+1− Z

∥∥∥2

F
+∥∥∥I− Z−St

∥∥∥2

F
+

∥∥∥Qt − Z
∥∥∥2

F
)

这相当于

L =min
Z

λ1

2
∥Z−R∥2F +

µt

2
(
∥∥∥∥∥I− Z−St +

Ct
1

µt

∥∥∥∥∥2

F

+∥∥∥∥∥J t+1− Z+
Ct

2

µt

∥∥∥∥∥2

F

+

∥∥∥∥∥∥Qt − Z+
Ct

3

µt

∥∥∥∥∥∥2

F

)

(13)

R = [Y,0n(N−n)]⊙ Zt ∂L/ ∂Z = 0其中  。通过推导  ，可

以得到 Z的最优解，式 (13) 的闭式解为

Zt+1 = [(2+
λ1

µt
)I+K](−1)(

λ1

µt
R+U1+U2+U3) (14)

U1 = I−St +
Ct

1

µt
U2 = J t+1+

Ct
2

µt
U3 = Qt +

Ct
3

µt其中 ， ， 。

更新 J　当固定其他变量时，式 (12) 的目标

函数可以表示为 J的函数，即

J t+1 = argmin
J
∥J∥∗+

⟨
Ct

2, J − Zt⟩+ µt

2

∥∥∥J − Zt
∥∥∥2

F
=

∥J∥∗+
µt

2

∥∥∥∥∥∥J −
(
Zt − Ct

2

µt

)∥∥∥∥∥∥2

F

通过使用奇异值阈值算子 (见定义 3)，可以得

到一个封闭形式的解决方案，即

J t+1 = Γ1/µt (Zt − Ct
2

µt
) = US 1/µt (Σ)VT (15)

UΣVT (Zt − Ct
2

µt
) S 1/µt (·)式中：  是   的奇异值分解；  是

软阈值算子[7]，定义为

S λ(x) =


x−λ , x > λ
x+λ , x < λ
0 , − λ < x < λ

更新 Q　当固定其他变量时，式 (12) 的目标

函数可以表示为 Q的函数，即

L =min
Q
λ2∥D⊙Q∥1+

µt

2

∥∥∥∥∥∥Q−
(
Zt+1−

Ct
3

µt

)∥∥∥∥∥∥2

F

(16)

n×N

可以通过逐元素的方法进行更新。显然，式

(16) 可以等效为解决  个子问题。对于第 i行
第 j列元素 Kij，式 (16) 的最优解是

Qt+1
i j = argmin

Qi j

λ2 Di j

∣∣∣Qi j

∣∣∣+ µt

2
(Qi j−Mi j)2 = S λ2 Di j

µt
(Mi j)

(17)
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更新 S　当固定其他变量时，式 (12) 的目标

函数可以表示为 S的函数，即

L =min
S

λ3g(S)++
µt

2

∥∥∥∥∥∥S−
(
I− Z t+1− Ct

1

µt

)∥∥∥∥∥∥2

F

Γ = I− Zt+1− Ct
1

µt然后令 ，则 St+1 的第 i行为

S t+1(i, ; ) =


∥∥∥Γi

∥∥∥
2
− λ3

µt

∥Γi∥2
Γi if

∥∥∥Γi
∥∥∥

2
>

λ3

µt

0 if
∥∥∥Γi

∥∥∥
2
⩽

λ3

µt

(18)

Γi Γ其中  是矩阵  的第 i行。

µ

在优化变量 J、Z、Q 和 S 之后，ADMM 算法

还需要更新拉格朗日乘子 C1、C2、C3 以及参数  ，

以便更快地收敛。

最后，本文通过谱聚类算法进行聚类，即先通

过构造亲和矩阵来找到数据的低维嵌入，然后使

用 k均值聚类来实现最后的聚类。

3   算法的性质分析

3.1    算法的收敛性分析

为了解决目标函数，即式 (10)，本文使用了迭

代更新 ADMM 算法，如第 2 章所示。下面证明

LBKA 的收敛性。

定理 1　LBKA 是收敛的。

证明　经典的 ADMM 算法主要解决下述问题：
min

z∈Rn ,w∈Rm
f (z)+h(w)

s.t. Rz+Tw = µ
(19)

R ∈ Rp×n,T ∈ Rp×m,µ ∈ Rp其中 ，f和 h是凸函数。

可以看出，式 (11) 是式 (19) 的一种特殊情

况。经变换，式 (12) 可以被转换为式 (19)。然后，

就可以使用 ADMM 算法以交替方式更新两个原

始变量，并迭代地解决式 (19)：
Zt+1 = argmin

Z∈Rn×N

Lµ(Z,W t,Ct)

W t+1 = argmin
W∈Rm×N

Lµ(Zt+1,W,Ct)

Ct+1 = Ct +µ(RZt+1+TW t+1−U)

(20)

它与第 2 章中的算法 1 有相同的更新步骤。

因此，式 (11) 是经典 ADMM 问题的一个特殊情

况。算法 1 中所提出的优化算法相当于两块

ADMM，它的收敛性在理论上得以证明。

3.2    算法的复杂度分析

Ok(2n2N +n2d+nN)
定理 2　根据第 2 章可以看出 LBKA 的总时

间复杂度为  ，其中 n 为训练样

本数，N为样本总数，d为样本维数，k为迭代次数。

证明　算法 1 的主要过程在第二节算法迭代

的前 3 步给出，因为需要进行奇异值分解 (SVD)
和矩阵运算。因此，当训练样本数 n 和样本总数

J ∈ Rn×N O(n2N)(N > n)

O(n2N +n2d)

O(nN)

Ok(2n2N +n2d+nN)

N 非常大时，LBKA 的时间复杂度会很高。特别
是计算矩阵  的 SVD 分解需要 
的复杂度。在这里需要注意的是，由于要计算矩
阵的逆，迭代更新 Z 时需要   时间，其
中 d是样本维数。步骤 3 的时间复杂度是 。
因此，LBKA 的总时间复杂度为 ，
其中 k是迭代次数。

O(n2(N −n)d)

O(nd+n2d)

相比之下，基于稀疏表示的分类方法 (如
SRC 和 LatLRR) 的时间复杂度是 ，这

要比 LBKA 慢很多。LRLR[15] 和 LRRR[16] 等回归

方法的计算复杂度为  ，比 LBKA 快一

点，但计算精度比 LBKA 低。基于低秩和稀疏表

示的方法 (如 RPCA) 需要同时计算特征矩阵的

SVD 并求解软阈值问题。LBKA 的总体时间复杂

度与低秩稀疏表示方法的总时间大致相同。

4   实验结果与分析

4.1    实验环境

本文在两个数据集上分别测试了人脸识别和

字符识别两个识别任务，然后与一些最先进的识

别方法进行比较，包括基于稀疏表示的方法，如

LRC[17]，基于低秩标准的方法，如 RPCA，和传统

的分类方法，如支持向量机 (SVM)[18]，以及块对角

低秩表示方法 (block-diagonal low-rank representa-
tion, BDLRR)[5]。

为了保证 LBKA 和对比算法在实验中的参数

相同，本文使用交叉验证方法重新实现了所有算

法。因此，本文使用的所有算法都是在相同条件

下进行测试的，所以实验结果是真实可靠的。

4.2    评估标准

本文使用 2 个常用的度量指标对实验结果进

行评估，分别是准确度 (Accuracy) 和兰德指数

(Rand index)：
1)Accuracy(Acc):

Acc =max
π

1
n
Σi j Xt

π(i) jXi j (21)

π其中  是 n个组的排列，Xt 和 X分别是分类准确

的样本和所有测试样本，如果点 j属于簇 i则它们

的第 i个条目等于 1，否则为 0。
2)Rand index(RI):

RI =
TP+TN

TP+TN+FP+FN
(22)

其中，TN 表示不同类样本的被分到不同个集合，

FN 表示同一类样本的被分到不同个集合。

4.3    人脸识别

在本节中，本文使用扩展 YaleB[5] 面部图像数

据集进行实验。
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扩展的 YaleB 数据库：由 38 个人的 2 414 个

人脸图像组成，每个人有 59~64 个亮度不同的图

像。在实验过程中，随机选择其中的 20、25、30、35
个图像作为训练集，其余的作为测试集进行实验。

图 2 为 LBKA 获得的扩展 YaleB 数据库的数

据表示，从中可以看出获得的矩阵为对角分块结

构。表 1 和表 2 分别是扩展的 YaleB 数据库中不

同算法的识别精度和兰德指数。从中可以看出，

在使用不同数量的训练集进行实验时，LBKA 都

能得到最好的识别结果。而且随着样本数量的增

加，LBKA 的识别精度也随之逐渐提高。
 

 

 
图 2    LBKA 获得的扩展 YaleB 数据库的数据表示

Fig. 2    Data representation of the Extended YaleB data-
baseobtained by LBKA

 

 

  
表 1    扩展 YaleB 数据库中不同数量训练集中不同方法

的准确度 (Acc±std)
Table 1    Recognition accuracies of different methods of

different numbers of training samples on the
Extended YaleB database (Acc±std) %

 

算法
训练集数量

20 25 30 35

LRC 92.15±0.95 93.55±0.65 94.55±0.68 95.49±0.55

RPCA 93.58±0.61 95.51±0.36 96.70±0.46 96.96±0.49

SVM 92.81±0.68 95.20±0.44 96.11±0.41 96.70±0.69

BDLRR 94.67±0.31 95.79±0.29 96.46±0.15 96.81±0.14

LBKA 97.46±0.67 98.22±0.42 98.67±0.46 99.26±0.29
 

4.4    字符识别

本文选取 Char74K 场景人物图像数据集 [5] 来

进行实验。在以往的模式识别任务中，由于场景

图像十分复杂，很难将想要识别的文本分离出

来，而 LBKA 中对类内类外的处理有助于对场景

中字符进行提取。本文将 LBKA 与其他先进的字

符识别算法进行对比，包括 CoHOG[19]、RTPD[20]，

PHOG[21]、MLFP[22] 和 BDLRR[5]。

Char74K 数据库：该数据库总共包含 7 万 4 千

幅图像，所以叫 Chars74K。本文主要关注其中英

语字符和数字的识别。本文在实验中只使用了原

数据库的一个小子集 Char74K-15，其中包含 15 个

训练样本和 15 个测试样本。
 

  
表 2    扩展 YaleB 数据库中不同数量训练集中不同方法

的兰德指数 (RI)
Table 2    Rand index of different methods of different

numbers of training samples on the Extended
YaleB database(RI) %

 

算法
训练集数量

20 25 30 35

LRC 91.25 92.63 93.35 93.76

RPCA 94.61 94.84 95.75 95.96

SVM 93.28 95.51 92.65 96.96

BDLRR 96.34 97.11 96.37 97.03

LBKA 97.82 98.53 97.89 99.11
 

表 3 和表 4 列出了 LBKA 和其他字符识别方

法的识别准确度和兰德指数，从中可以看出，LB-
KA 识别的准确度和兰德指数都是最高的。
 

  
表 3    场景角色数据库上不同方法的准确度

Table 3    Recognition accuracies  of  different  methods
onthe scene character database. %

 

算法 准确度

CoHOG 63
PHOG 65
MLFP 64
RTPD 67

BDLRR 70
LBKA 73

 

 

  
表 4    场景角色数据库上不同方法的兰德指数

Table 4    Rand  index  of  different  methods  on  the
scenecharacter database. %

 

算法 兰德指数

CoHOG 60
PHOG 63
MLFP 61
RTPD 68

BDLRR 72
LBKA 74

 
 

4.5    实验分析

首先，与两种数据集上的对比算法相比，LB-
KA 进行模式识别时更加准确。

其次，LBKA 比现有的识别算法更准确，这说

明扩大了对角块和非对角块之间的差异的同时增

强了相关数据表示，能够获得更好的识别效果。

第三，LBKA 在识别数量有限的样本时比其

它对比算法都好。主要原因是 LBKA 具有稀疏，

低秩和分块三大特性。低秩可以有效地挖掘数据
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相关的基础结构，并且揭示数据矩阵的全局潜在

结构；稀疏能够寻找最近的数据子空间；块对角

表示能够发掘数据内在结构并阐明数据点的最近

子空间。

随着迭代次数的增加 LBKA 的相对误差在减

小，并且总值在图 3 所示的 60 次迭代后基本没有

变化，这验证了 LBKA 具有收敛性。图 4 表示

LBKA 关于参数和的性能变化。可以看出，LB-
KA 对和的变化值不敏感。更具体的说，当参数

处于一个合理范围内时，LBKA 准确度较高，这说

明增加类内类外约束是十分有必要的。
 

 

10 20 30 40 50 60 70 80 90 1000

0.05

0.10

0.15

0.20

0.25

迭代次数
(a) Extended YaleB

相
对

误
差
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0.1

0.2

0.3

0.4

0.5
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(b) Char74K-15

相
对

误
差

0.6

0.30

 
图 3    LBKA 在不同数据库上的收敛曲线

Fig. 3    Convergence curves of LBKA on different databases
 

5   结束语

本文给出了低秩分块矩阵的相关定义，说明

了矩阵分解的应用。分析了核近似的优点，并提

出了低秩分块矩阵核近似的方法。最后将该方法

在人脸识别和字符识别中进行比较。结果表明，

所提出的低秩分块矩阵分解算法在收敛速度和近

似精度上都具有一定的优势。未来工作包括：

1) 从矩阵的核近似出发，对原有的子空间聚

类算法进行改进，提高分块的速度和准确性，从

而提升算法找到全局最优解的能力。

2) 通过与多种矩阵分解算法的比较，观察提

出的低秩分块矩阵的核近似算法的表现，进一步

分析算法的可行性。
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Fig. 4    The impact of λ1 and λ2 on the two data sets
 
 

3) 本文通过实验证明了 LBKA 在人脸识别和

字符识别等领域的效果比传统识别算法更好，接

下来可以研究其在回归、聚类、排序等方面的应用。
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