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因素空间理论——机制主义人工智能理论的数学基础
汪培庄

（辽宁工程技术大学 智能工程与数学研究院，辽宁 阜新，123000）

摘    要：机制主义人工智能理论是基于智能的生长机制而把结构主义、功能主义和行为主义这三大人工智能流派有

机统一起来并使基础意识、情感、理智成为三位一体的高等人工智能理论。因素空间是机制主义人工智能理论的数

学基础，是现有模糊集、粗糙集和形式背景理论的进一步提升，它为信息描述提供了一个普适性的坐标框架，把数据

变成可视的样本点，形成母体背景分布，压缩为背景基，由此进行概念自动生成，因果关联分析，以及建立在其上的学

习、预测、识别、控制、评价和决策等一系列数学操作活动。本文将着重介绍其中的核心内容，将具体的形式信息 (即
语法信息) 与效用信息 (即语用信息) 关联起来，提升为抽象的语义信息，为机制主义人工智能的信息转化第一定律提

供一个简明的数学架构。本文以“九宫棋”为例，介绍如何用因素思维实现目标因素与场景因素的对接和搜索，为信

息转化的第二定律从数学上展开探索性的思考；还结合因素空间及有关学科的历史来进行解说，以便帮助读者对因

素空间理论有一个较为全面的认识。
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Factor space-mathematical basis of mechanism
based artificial intelligence theory

WANG Peizhuang

(College of Intelligence Engineering and Mathematics, Liaoning Technical University, Fuxin 123000, China)

Abstract: Based on using the intelligent growth mechanism, the mechanism-based artificial intelligence theory organic-
ally unifies the structure, function, and behaviorism of three genres to form a trinity of consciousness, emotion, and reas-
on. Factor space is the mathematical basis of mechanism-based artificial intelligence theory, which promotes mathemat-
ical branches such as formal concept analysis, rough sets, and fuzzy sets, and provides a universal coordinate frame-
work for the description and cognition of things. Data can be represented as visual sampling points in the space and then
be cultivated to form the population distribution of the background relation. Based on their relationship, concept genera-
tion and causality analysis can be performed automatically, and all rational thinking processes, such as prediction, identi-
fication, control, evaluation and decision making, can be performed by factorial algorithms. In this article, we focus on
ways to describe formal information (i.e., grammatical information), predict utility information (i.e., pragmatic informa-
tion) from formal information, and correlate them to generate abstract semantic information, which is helpful for math-
ematically describing the first established law of information transformation in mechanism-based artificial intelligence
theory. We also use factor space theory in chess Tic-Tac-Toe to demonstrate how to dock the target and chess factors,
which may provide a clue for how to mathematically describe the second law of information transformation. We also
provide a brief history to help readers gain a more comprehensive understanding of the factor space theory.
Keywords: mechanism-based artificial intelligence theory; factor space theory; formal concept analysis; rough sets;
fuzzy sets; falling shadow theory; background relation; datamining

一场重大的科技革命必以一门新学科作为标

志，这门新学科又必须以一支新数学作为支撑。工

业革命以牛顿力学为标志学科，以微积分作为数学
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支撑。信息革命以信息科学作为标志，机制主义人

工智能理论[1-2]是把结构主义、功能主义和行为主义

这三大流派有机统一起来的以柔性逻辑[3]包容的通

用人工智能理论，是信息科学的重要发展。那么，

什么是信息科学的数学支撑呢？本文对此问题的

回答是，因素空间是机制主义人工智能理论的数学

基础, 它是为迎接人工智能的深刻革命而作的数学

准备。

信息科学与物质科学的根本差别是有没有认识

主体的参与。客体是离开认识主体的存在，认识主

体按其目标需求从客体信息提取语义信息，再将语

义信息转化为知识，提高智能，改造主、客观世界，

这就是信息科学的主要内容。因素是信息提取的导

向标，是信息向知识转化的分析与融合器。信息生

态的机制就是要以因素为导向，首先关注客体的形

式与效用这两个方面。用目标需求从后往前倒逼，

用储备的知识从前往后疏通，这样前后夹逼，所得

到的语义信息就是形式与效用相统一的全信息。客

体的状态千变万化，必须用因素来进行分析与综

合，例如形状、大小、颜色、质量等，统称为状态因

素，状态因素使人形成对事物外形的知觉。事物的

内在属性也要用因素来梳理，杯子可以是日常饮具

或者是保健食品容器，也可能是供人鉴赏的艺术

品，不同的目标需求按效用来观察事物的内在属

性，属性因素揭示事物的内在效用。状态因素与属

性因素之间的结合衍生出特定的概念；因素之间的

相互关联决定事物的因果，提供逻辑推理以进行决

策。基于因素空间理论所建立的数据库以培植数据

的方式来实现数据生态与知识生态之间的同构，用

因素来组织数据，运用知识把传统的搜索技术提到

一个新的高度，这些都是机制主义人工智能所需要

的数学理论和方法。

1   因素空间的基本框架

什么是因素？按字面来理解，因字既言本事物

之所以是，亦言它事物之所以生。前者讲事物构

成，后者讲因果关联。因素非因，乃因之素。雨量

充沛是丰收的一个原因，但它不是因素。因素是降

雨量，由它统领“洪涝”、“雨量充沛”、“雨量欠缺”和
“干旱”等性状。因素通过变化来显示其影响。如果

降雨量的变化不能改变丰收这一结果的话，那么雨

量充沛就不是丰收的原因；降雨量之所以对古代农

业那么重要，是因为它的变化既可以使大众喜迎丰

收，也可以使遍地颗粒无收，这才使人们知道降雨

量对粮食收成来说是多么重要的一个因素，遇到少

雨就要考虑防旱。从原因到因素是人在认识上的一

种升华。只有掌握因素才能找到原因，看透原因。

因素是比属性高一个层次的东西，它是属性的统

领，是属性之名。事物都是质与量的统一，属性是

质表，因素是质根。属性被动描写事物，因素则具

有启发的特质，在信息科学和人工智能的数学描述

中，因素是一个特别关键的词。只有强调质根，才

能找到事物和认识的成因。哲学家早已对属性下过

定义，但至今仍忽视质根。属性像是珍珠，质根是

串联珍珠的线头。线头一断，珍珠就洒满遍地，搜

索起来格外困难。人脑是信息提取的优化结构，人

脑的感觉细胞是按特征 (即因素) 来组织的；生命科

学中所诞生的基因就是生命的质根。基因最早的英

文名称是 Factor，因素就是广义的基因。信息革命

需要将打开生命之门的这把钥匙引向信息之门，哲

理指明了因素空间乃是信息科学和人工智能对数学

的期望之所在。

1.1    因素与因素空间的数学定义

在数学上，因素被定义成映射，更具体一点地

说，因素是一种性状映射，它把事物映射成它们的

性状。

定义 1[4]　设 U是所要讨论的一类事物的集合，

叫作论域。一个定义在论域 U上的映射 f: U→X(f)
叫作 U上的一个因素，其中 X(f) 是映射 f所映照出

来的事物性状的集合，叫作 f的性状空间。

U → [10,250]

· · ·

Rn

n = 1 n > 1

· · ·

m

性状有两种类型，一种是连续的实数值，例如，

因素身高可表示为特定的人群 U上的一个映射 f =
 (cm)，它把张三映射成实数 185 cm，把

李四映射成 175 cm 这样的性状空间叫作定量的

性状空间，此时的因素就是我们过去所熟悉的变

量，变量是一种特殊的因素，因素就是变量的推

广。定量性状空间是欧氏空间 中的一个超矩形

( 或 )，n叫作性状空间的维数。因素身高还

可以有另外一种形式的性状空间：X(身高)={高，中，

低}，它把张三映射成高个子，把李四映射成中等个

子 这是离散的用自然语言描述的性状，这种性状

空间叫作定性的性状空间。性状都是按因素成串地

呈现，世界上没有单一的性状，性状的数目 m 叫作

相数， 必须大于 1。单一的特征用来识别时都是二

相，例如，脸上长痣是一种特征，但在识别过程中注

意的焦点不是去描述痣的特性而是要区别“有痣”和
“无痣”，仍是二相映射。为了方便，我们将特征称为

二相因素，但在这样称呼时必须声明：特征本来指

的是痣，是一个属性，若把它视为因素，则它就不再
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是一个属性而是一个二相映射了。因素与属性是不

同层次的东西，前者统帅后者。当然，同一个词在

不同的场合中可以从属性变为因素，也可以从因素

变为属性。

X ( f ) X ( f )

X ( f )

只取定量性状空间的因素叫作定量因素，只取

定性性状空间的因素叫作定性因素。这样称呼仅仅

是为了叙述的方便。严格来说，定性与定量是一对

普遍矛盾，它们对立统一地寓于事物之中，相互转

化，因素既可以定性，也可以定量，我们对任何因素

都同时预备着定性与定量两种性状空间，以备相互

转换。在同时出现两种性状空间的时候，我们用

来表示定量性状空间。要将 中的性状转化

为 上的模糊或非模糊子集。这些事情要靠模糊

集和直觉模糊集等学科来完成。这种工作涉及坐标

框架的标定，对于因素空间来说至关重要。

f

U U

u,v ∈ U u ∼ v

f (u) = f (v) U

[u] f = {v ∈ U | f (v) = f (u) }

定性映射决定论域的划分。设 是定义在论域

上的一个因素，按这个因素的性状在论域 中定

义了一个等价关系~：对任意 ， 当且仅当

。一个等价关系决定 中对象的一个分

类，记对象 u所在的类为 。

H ( f ,U) = {[u] |u ∈ U }
f

定义 2　记  ，我们将它称为

对 U的划分。

f U g U

H ( f ,U)}H (g,U)

g [u]g f [ν] f [v] f ⊆ [u]g

因素有简单与复杂之分，所谓 对 比 对 的

划分更细 (记作 ) 是指：任给一个由

所分出的类 ，必有 所分出的类 使 。

f g U

H ( f ,U)}H (g,U) f g f ⩾ g

f g f ⩽ g

定义 3　设 ， 是定义在 上的两个因素，如果

，则称因素 比 复杂，记作 。反

之，则称因素 比 简单，记作 。

U F∗, ( F∗,})
f j : U → X

(
f j
)

( j = 1,2, · · · ,n) F∗ = { f1, f2, · · · , fn}{
f(1), f(2), · · · , f(k)

}
F : U → X (F)

不难证明，任给 上的一个因素集 形成

一个偏序集。给定 U 上的一组因素

，由它们所构成的集合

称为元因素集。对 F*的任意子集 ，可

以定义一个 U 上的合成因素 ，其状态

空间是
X (F) = X

(
f(1)
)×X

(
f(2)
)× · · ·×X

(
f(k)
)

(1)
F = f(1)∪ f(2)∪ · · ·∪ f(k)

F∗

∪
∩

记此因素的合成运算为 。式

(1) 的意思是：合成因素的性状空间被定义成其所含

元空间的笛卡尔乘积。对于任意两个合成因素，我

们可以定义它们的二次合成，其性状空间被定义成

两组元的并集中诸元的性状空间的乘积。如此可以

在 的幂集中定义因素之间的任意多次合成运算

。类似地，用两组元的交集中诸元性状空间的乘

积可以定义因素之间的另外一种运算 ，叫作分解

运算。分解运算可以直观地理解为提取两因素的最

大子公因素。分解两个不含公共元的因素，可得零

P (F∗) = (P (F∗) ;∪,∩)

( F∗,})

因素 0。一组因素称为两两不可约，如果两两之交

为 0。不难证明 形成一个因素

格，这个因素格可以由偏序集 按下述方式形成：
F ∪G = Sup {F, G} , F ∩G = Inf {F, G} (2)

F∗ = f1∪ f2∪ · · ·∪ fn

Fc

P (F∗) = (P(F∗),∪,∩,c)

是在所定义的系统中最大的

因素，叫作全因素。由此还可以定义余运算c。 的

性状空间是那些不被 F 所包含的元性状空间的乘

积。不难证明 形成一个因素布

尔代数。

XF∗ = {X (F)}F∈P(F∗) ϕ = (U, XF∗ )

P (F∗) X = X ( f1)×
X ( f2)× · · ·×X ( fn)

a = (a1,a2, · · · ,an) ∈ X

定义 4　记 ，称 为

U 上的一个因素空间。F*中的因素称为原始因素，

中的其他因素称为合成因素，记

 ， 叫作总性状空间。对于定性性

状空间而言，任意 叫作一个性状

颗粒。

这个定义在以前一直引用的文献[5]的基础上

做了简化。

所有笛卡尔空间，例如力学的运动空间、控制

论的状态空间、模式识别的特征空间等，都是性状

空间。它们都可作为因素空间的特例，因素空间是

笛卡尔空间的推广。如图 1 所示，任何事物都可以

像张三这样地被映射成为性状空间中的一个点，因

素空间为一般事物的描述提供了普适性的数学框

架。一群对象被映射成为性状空间中的样本点集。

要对这群对象分类，就必须将它们投射到因素性状

空间中来进行分割。
 

 

1.75 25

66

 
图 1    张三被映射为因素空间中的一个点

Fig. 1    Mapping Zhang San mapped to a point in the factor
space

 
 

1.2    背景关系与背景分布

ϕ = (U,XF∗) a = (a1,a2, · · · ,an) ∈ X

定义 5 [ 4 ] 　 给 定 U 上 的 定 性 因 素 空 间

， 对 任 意 ， 记 其 在

U上的原相为

[a] = F−1 (a) = {u ∈ U |F (u) = a } (3)
[a] ϕ [a] , ϕ可能是空集 ，若 ，则称 a 是一个实性

状颗粒，否则称 a 是一个虚组态。全体实性状的集

合记为

R = F (U) = {a = (a1,a2, · · · ,an) ∈ X|∃u ∈ U;
f1 (u) = a1,a2, · · · , fn (u) = an}

(4)
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f1, f2, · · · , fn

F∗
式中 R叫作因素 之间的背景关系，也叫作

因素 的背景集。背景集是实际存在的笛卡尔乘

积集。

F∗ H (U,F∗) R显然有， 是从 到 的同构映射。

定义 5 多用于定性因素，其中的 a 是指性状颗

粒。但定义 5 也可用于连续情形，此时 a 细化为一

个实数点。

背景关系是因素空间的核心概念，下面会看到

它既可以决定概念的自动生成，又可决定概念之间

的一切推理，由它可以建立知识描述的确定性理论

框架。但现实中的背景关系多带有不确定性。原因

有二：1) 性状粒度往往过大，说一个人的性状容易，

说一群人的性状就不确定了，存在着抽样的随机

性；2) 定性因素相的划分不明确，例如年龄这个因

素，究竟怎样划分青年、中年和老年？存在着模糊

性。为此，要引入背景分布和模糊背景关系的概

念，为了节省篇幅，本文只介绍背景分布。

U = (U, A, p) ϕ = (U,XF∗)

U X = (X,B)

X F∗

f j B ∈ B
f j
−1 (B) =

{
u ∈ U | f j (u) ∈ B

} ∈ A

F ∈ P (F∗) F∗

设论域 是一个概率场，

是定义在 上的一个因素空间。又设 是总

性状空间 上的一个可测结构。若所有 中的元

都是从 U 到 X 的可测映射，即对任 ，都有

，则不难证明，所有因素

，包括 ，都是从 U到 X的可测映射。

U = (U, A, p)

ϕ = (U,XF∗ ) U X = (X,B)

F∗

f j p = pF∗ p F∗ X

B ∈ B p (B) = p
(
F∗−1 (B)

)
p F∗

定义 6　设论域 是一个概率场，

是定义在 上的一个因素空间，

是总性状空间上的一个可测结构。若所有 中的元

都是可测映射，记 为 经过 在 上所诱导

出来的概率，亦即对任意 ，都有 ，

那么 叫作因素 的背景分布。

F∗

xi(i=1,2, · · ·,n) F∗= {x1, x2, · · ·, xn}
X (xi) = Xi

背景分布是背景关系的随机化。随机化后的因

素都可视为广义的随机变量，特别对定性因素而

言，因素可以叫作随机词。为了方便，我们常将因

素的记号改为随机变量的记号，甚至约定： 中的元

因素的替代符号是 ： ，

。

U X

为了简便，我们以后讲可测因素空间就是指定

义 6 中所说的带有可测结构的因素空间而且所有元

都是从 到 的随机变量。

p R

R

背景分布 是背景关系 的随机化。对定性因

素而言，不难证明，背景关系 就是背景分布的支

撑，亦即
R = {a ∈ X|p (a) > 0} (5)

由此，可以将背景分布的概念推广到定量因素

的情形。

定义 7　对定量因素而言，背景分布密度函数

p (x) R的支撑集 叫作因素元之间的背景集。亦即

R = ∩
{
B ∈ B

∣∣∣∫ BP (x)dx = 1
}

(6)

1.3    因素数据库与背景基

数据工作者熟知信息系统和形式背景理论，它

们为数据建立了表格，为非数值信息找到了初步的

符号表示。因素空间理论正是它们的提升，为信息

系统建立坐标框架，把一张形式系统表可视化地变

为因素性状空间的一组样本点，背景关系就成为它

们的母体。背景关系是因素空间的形骸，塑造这个

形骸的工具就是背景基。

t = (u; x1, x2, · · · , xk)

u s = (x1, x2, · · · , xk)

将按因素空间思想组织起来的数据叫作因素数

据库，主要的库表叫作因素表，具表头 。

若把对象 去掉，以 为表头，则表中

的每一行就是因素空间中的一个点，由于与对象割

断了联系，这个点就不再反映个人的隐私。

S = {si = (x1i, x2i, · · ·, xki;yi) |i = 1,2, · · ·,定义 8[4]　记

m}，叫作相样本或隐私样本。

因素库中首先考虑样本怎样表现背景关系。很

明显的事实是，当样本逼近母体时，相样本就变成

背景关系。

S S ⊆ R设 是相样本，始终有 ；所有同表头相样本

的并就是背景关系：

R = ∪
{
S |S是相样本

}
(7)

只要表头相同，对相样本不断地求并，就可以

单调递增地逼近目标。同表头的相样本求并就是行

的叠加。这个过程是可以并行处理的。因素库的目

标是要将数据培育成背景关系，形成认知包以产生

知识。要使这一思想得以实现，关键在于信息压缩。

X
(
f j
)

R X R

B = B (R) =
{
P|P是R的顶点

}
R S B B (S ) ={
P|P是S的顶点

}

定义 9[4]　若每个元性状空间 都是有序集，

且背景关系 是 中的凸集，记 的所有顶点所成的

集为 ，叫作背景基。将

换作样本 ，记 的所有顶点所成的集为  
，叫作样本背景基。

背景基可以生成背景关系，它是背景关系的无

信息损失的压缩，对因素库的实际应用具有重要的

意义。无论数据多大，样本背景基的数量始终保持

在低维度上。在网上吞吐数据时，每输入一个新的

数据，都要判断它是否是样本背景基的内点，若是，

则删除此数据，否则将它纳入样本背景基，此时，要

逐一检验原有的基点，它若在新基点中变成内点，

则淘汰删除之。

S

O S P

P O PO

给定整值样本 ，怎样判定谁是它的内点？记

是 的中心 (不一定是整值点)，对于任意一点 ，从

到 引一条射线 。
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P S

S Q PQ PO

(Q−P,O−P) < 0

夹角判别法
[4]　 是 的一个内点当且仅当在

中存在一点 ，使射线 与射线 形成钝角，亦

即 。

S a= (2,1)、b= (4,5)

c= (5,3) d = (2,4) e = (3,2)

例 1　在图 2 中， 包含三点： 、

 ，试问 是内点吗？  呢？

o = (a+b+ c)/3 = (3.7, 3)解　
(o−d,a−d) = (1.7,−1)(0,−3) = 3 > 0
(o−d,b−d) = (1.7,−1)(2,1) = 2.4 > 0
(o−d,c−d) = (1.7,−1)(3,−1) = 6.1 > 0

都是非负，d不是 S的内点。
(o− e,a− e) = (0.7,1)(−1,−1) = −1.7 < 0

一旦出现负数就是内点，e是 S的内点。
 

 

b=(4, 5)

d

c=(5, 3)

a=(2, 1)

e

o

 
图 2    背景基内点的夹角判别法

Fig. 2    The angle criterion for inner points of background
base

 
 

O (nk) n k

这个判别法虽然是近似的，正有改进研究，但

此方法却有应用价值。计算量很小，复杂度是

( 是因素个数， 是样本点个数)，能适应大数

据的需求。

1.4    因素藤、因素神经网络与智联网

因素空间是一个概念划分单元，不同单元联结

起来形成因素藤。刘增良[6]提出了因素神经网络，

使因素空间理论和神经网络方法结合起来，把学习

机制引入因素空间。因素藤又与因素神经网络相对

应，呈现新的活力。黄崇福[7]提出了智联网，把因素

空间作为智联网的数学刻画工具，进一步上升到网

络数学，具有比笔者更加广阔的视野和更加宏伟的

历史使命。

因素空间是信息系统和形式背景理论的提升，

能为客体提供一个可以存放其形式信息和效用信息

的坐标系统，把关系数据库中的数据变成可视的样

本点，它们的母体所形成的背景分布，乃是因素空

间的形骸，塑造它的工具是背景基。

2   形式概念的生成与基本概念半格的
提取

1982 是不平凡的一年，在这一年中同时出现了

3 个数学分支，公开宣称以知识和智能作为自己的

数学研究对象。在这 3 个分支中，首先要介绍的是

O A E

I f (E) =
{
a ∈ A|∀o ∈ E;o具有属性a

}
E g (I) = {o ∈ O|
∀a ∈ I;o具有属性a

}
I

f (E) = I g (I) = E

a = (I,E) a I

E

德国数学家 R. Wille 所提出的形式概念分析 (nor-
mal concept analysis)[8]。在他以前，数学家们认为，

任何概念的外延都是集合，而任何集合都是概念的

外延。Wille 明确地对后一句话说不。他提出了内

涵和外延的对合性准则，认为只有满足对合性，才

能把一个集合视为一个概念的外延。给定对象集

和属性集 ，从它们之中分别取出一组对象 和一

组属性 ，记 ,它是

中对象共有属性所形成的集。记

，它是 中属性共同依附的对象所

形成的集。如果 且记 ，则称配对

满足对合性，并称 是一个以 为内涵和以

为外延的概念。

a b c d

e f g h i

i

j i j

E = {1} a b g f (E) = {a,b,g} = I

g (I) = {1,2,3} = E′ E′ , E

E I
a b g f (E′) = {a,b,g} = I

E′ I
(a∧b∧g, {1,2,3})

他以科教电影《生物与水》的资料制作了 1 张

形式背景表 (见表 1)，其中有 8 类生物和 9 种属性：

需要水， 在水中生活， 在陆地生活， 有叶绿素，

双子叶， 单子叶， 能运动， 有四肢， 哺乳。表

1 以对象为行以属性为列，当且仅当第 对象具有第

属性在第 行第 列的格子中出现符号“×”。为了检

验对合性，他让我们先随意选 1 个对象，蚂蟥，即取

，它具有属性 ， 和 ，即 。然

后再从这 3 个属性所在的列，找他们共同依附的对

象有蚂蟥、鱼和蛙，即 ，因 ，

故 与 不满足对合性。继续往前，看这 3 个对象所

共有的属性是 、 和 ，即 。于是，

与 满足对合性，这样我们便找到了一个对合配

对，这就是水生动物的样本概念 。

之所以称为样本概念是因为这概念是从表 1 生成

的，表 1 只是一个样本，所生成的概念是否有效，要

看样本是否接近母体。像这样地搜索下去，最后找

到了 19 个概念，按序生成一个概念体系，他称之为

概念格 (见图 3)。
 

  
表 1    科教电影“生物与水”的背景

Table 1    The background of science and education film
"biology and water"

序号 A a b c D e f g h I

1 蚂蟥 × × ×

2 鱼 × × × ×

3 蛙 × × × × ×

4 狗 × × × × ×

5 水草 × × × ×

6 芦苇 × × × × ×

7 豆 × × × ×

8 玉米 × × × ×
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图 3    “生物与水”的‘概念格’图

Fig. 3    The concept lattice of "biology and water"
 
 

需要强调两点：1)Wille 第一次给概念下了一个

严格的数学定义，强调了内涵与外延的对合性。内

涵是使概念得到统一认识的语义信息，外延是检验

信息传递是否符合客观实际的关口。若内涵与外延

不对合，信息传递就不可能可靠地反映客观现实，

信息科学的根基便会动摇，所有的信息实践活动都

将缺乏根据。2) 自从他的论文发表以后，计算机就

开始自动生成概念，这是人工智能的一大飞跃。机

器早就可以证明定理，但机器却从未生成概念。定

理只能在已有的概念之间兜圈子，人的智能却能从

对比中产生新的概念，为定理制造新的猜想。

Wille 必定明白：我们不可能也不需要使机器像人脑

一样真正地感知世界，但只要机器能机械地按他的

算法构建概念体系，又能保证这个体系能随时回归

联通到人脑，就能帮助人类大大加速智力建设！因

为，信息科学虽与脑学科紧密相连，但却有独立于

人脑的特色，其中存在着用数学可以描述的规律。

概念体系无需全部浸泡在感知的海洋里，它可以有

间歇地脱离实际，脱离大脑，就像我们自己的知识

并非每一步都要亲眼见到或经过大脑 (理解) 一

样。关键是，只有坚持内涵与外延的对合性，机器

自动生成的概念才能向人脑回归和联通。没有回归

联通人脑能力的机器概念体系所具有的功效和价值

为零。

· · · · · ·

Wille 的工作缺陷在于：1) 他的形式背景表以

属性来分列，制造了列表困难，由此导致他的算法

复杂。为了寻找对合的概念，从每一行或列开始搜

索，再每两行或两列 这样的搜索方式本身就是

指数爆炸的。他一整本书就是为了避免指数爆炸而

设立各种算法，但仍然无法摆脱 N-hard 陷阱。2)
Wille 所说的概念，都是属性的析取，只含“且”字而

不含“或”字，这不是一般概念而是基本概念。对合

性只对基本概念成立，带或字的概念是无法对合

的。基本概念只能形成半格，所以，他说的概念格

应该改为基本概念半格。

在此，我们要介绍 1982 年由以 Pawlak 为代表

的波兰学派所提出的粗糙集 (rough sets)[9]。粗糙集

明确地以数据库为研究对象，他们的学派也是

KDD(数据知识发现) 的倡导者。粗糙集把重点从

属性值转为属性名。用属性名列表，避免了 Wille
的列表困难。所列的表叫作信息系统，称为关系数

据库的库表。他们用数学描述知识，用内外夹逼的

思想来刻画概念，提出了决策的一般模型。粗糙集

是关系数据库的数学基础。

形式概念分析虽然与粗糙集同年提出，但却隐

藏了十余年，后来才引起粗糙集学者们的广泛重

视。Wille 的严谨性触动了粗糙集作者的粗犷风格，

曾在粗糙集文献中说过：划分就是知识。按此说

法，任一集合与其余集就是一个划分，就是知识，就

有概念，这集合就应当是某个概念的外延，这就直

接违反了 Wille 的对合性原则。在这一点上，粗糙

集是有缺点的。然而粗糙集突出了属性名，就是突

出了因素，比起形式概念分析，是一个重大的进步，

可惜的是，他们并没有把属性名提到因素的高度。

粗糙集在人工智能的应用热点是属性约简，靠的是

区分矩阵，每一个矩阵方格中放置的是一组属性

名。由这个矩阵要造就一个区分函数，中间必须涉

及属性名的运算，可是，粗糙集没有定义属性名的

运算，把它与属性值的逻辑运算混杂在一起，出现

数学描述的漏洞，所提出的算法也过于繁杂，并没

有取得应用的实效。尽管存在着这些问题，粗糙集

仍取得了重要的发展[10-11]。

f a b

f (a) = f (b)? a b

g a b

g (a) = g (b)? a b

因素空间也在 1982 年由笔者提出[12]，早期曾用

于模糊智能的研究，直到 2012 年才与形式概念分析

及粗糙集合流。因素空间为概念生成提供了贴切的

数学描述。人靠什么分男女？靠的是性别。靠什么

分中外？靠的是国籍。靠什么分老少？靠的是年

龄。性别、国籍和年龄都是因素。同一个人群按照

不同的因素可以做出不同的划分。它们又可以综合

起来形成更细的划分。因素是概念的划分器，要讲

概念，必须从因素讲起。概念产生于比较，比较发

现异同。但是世界上没有绝对的异，也没有绝对的

同，所谓异同都是相对于一定因素而言的。因素是

比较的角度和依据。风马牛不相及的东西不能进行

比较，因为它们之间没有可比较的基础。因素就是

比较基。若 代表颜色， 和 是有颜色的两个东西，

我们便可以用“ ”来比较 和 在颜色方面

的异同。若 代表吸引力， 和 是有吸引力可言的两

个东西，便可以用“ ”来比较 和 在吸引

力方面的异同。总之，比较离不开因素。一个因素
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把事物从一个方面进行划分，多个因素把事物从多

个方面进行划分。因素越多，对事物的划分就越

细，概念产生得就越多。知识发展的生态就是概念

的不断分割过程。婴儿出世时只有零概念，其内涵

是零描述而外延是混沌一团的宇宙。生存需求的本

能因素把母亲从万物中区分出来，在外延上进行分

割。人们形象地把外延称为概念的团粒。概念在何

时不够用呢？就是目标需求的差异发生在一个概念

团粒的内部，用这个概念无法区分差异，在这个时

候，认知的需求就要力求打破团粒，使之由粗变细，

而相应的内涵便要在原概念 (称为上位概念) 的内

涵上再增添新的划分内容。人类的知识大树这就是

这样一步一步形成的。每一步都是上位概念的分

割，都要靠因素。知识的图谱必须以因素作为导引。

U

新因素对上位概念团粒划分的贡献可以用分辨

度来刻画，把 中任意两个不同的对象序列叫作一

个对子。能分辨的对子数目越多，分辨度就越大。

H (U,F)=
{
Ck=
(
uk,1,· · ·,uk ,n(k)

)}
(k=1,2,···,K)

定义 10[4]　设 
d f = 1− [n (1) (n (1)−1)+ · · ·+n (K) (n (K)−1)]/m(m−1)

(8)
f U叫作因素 对 中对象的分辨度。

R R

X

F

H (U,F) R R

R

现在让我们回到前面所说的背景关系 。 是

性状空间 中所有原子内涵所成之集，它当然是描

写内涵的。外延是论域中的事情，但是由于 是从

到 的同构映射。 又是论域的代表，所以背

景关系成了内涵与外延的重合体，这就使背景关系

是概念生成的双料调色板。

(U,X (F)) R
F∗ = { f1, f2, · · · , fn} a ∈ R

a = (a, [a]) a [a] α

A ⊆ R [A] = ∪{[a] |a ∈ A}
Γ = {γ = (A, [A]) |A ⊆ R} γ = (A, [A]) A, [A]

Γ = (Γ,∨,∧,¬) (U,X (F))

定义 11[4]　给定定性因素空间 ，设 是

因素 的背景关系，则对任意 ，

称 为原子概念， 和 分别叫作概念 的

原子内涵和原子外延；对任意 ，记 ，

,称 分别是以 为

内涵和外延的概念；称 是由 所

生成的概念布尔代数。

a [a] F H (U,F) R和 都是原子，由于 是从 到 的同构

映射，它们一定满足 Wille 的对合性。

这个定义告诉我们，对于定性因素空间而言，

原子概念的提取是不需要计算的，只要背景关系知
道了，它的每一个性状颗粒就决定一个原子概念。

k

2k

由原子概念用“且”字连接起来，可以生成其他

的所有概念，形成布尔代数，这在计算机上就可实

现概念的自动生成，理论上极其简单。自动生成的

概念不是怕少而是怕多，设原子概念的个数是 ，则

生成的概念个数就是 。我们需要把概念的范围缩

小，非原子概念不一定满足对合性，其中满足对合

性的概念是哪些呢？

定义 12　内涵能表为合取范式的概念叫作基

本概念。

(a11∨a12∨ · · ·∨a1k(1))∧ · · ·
∧(an1∨an2∨ · · ·∨ank (n)) ∨ ∧

所谓合取范式就是形如 
 这样的式子，其中 与 分别代

表“或”与“且”。每个小括号都是析取式，最后都用

且字合起来。它们在因素的相空间中是拟超矩形

(联通或不联通的超矩形)。原子概念都是基本概

念。所有基本概念的集合对合取运算封闭，形成一

个半格，叫作基本概念半格。Wille 在图 2 中所画的

就是基本概念半格，只不过在最下面加了一个极限

概念，它的外延是空集，内涵无限制。

定义 13 　给定因素空间和背景关系。包含所

有原子概念的基本概念子半格叫作粒子半格。

O
(
m2n
)

通过粒子半格的建立，能在给定因素下将上位

概念团粒细化到所有原子概念。在实际运用中，基

本概念半格中的概念还嫌多。粒子半格中不一定有

最小的半格，要找的是到达原子分割步数尽可能少

的粒子半格。下面是所要求的一种基本算法，其复

杂度是 。

基本算法 1　最短粒子半格算法
[13]

1) 给定 U，计算每个因素对 U 中对象的分辨

度；

2)  选对 U 分辨度最大的因素 f 来实现 f 对
U的分类: 置换对象足码即（行足码）使同类对象连

接在一起；

3) 用所分出的子类 U′取代 U, 重复步骤 1）和
2），直到所有的子类都变成粒子为止，总结出粒子

半格。

例 2　给定表 2：
 

  
表 2    成员状况因素表

Table 2    Member status factors

因素 1 2 3 4 5 6 7 8 9 10 11 12 13 14 15 16 17 18 19 20

性别 男 男 男 男 男 男 男 男 男 男 女 女 女 女 女 女 女 女 女 女

身高 高 高 高 高 高 中 中 中 中 中 中 中 中 中 中 低 低 低 低 低

体重 重 重 重 常 常 常 常 常 轻 轻 重 重 常 常 常 常 轻 轻 轻 轻
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U = {a,b, · · · , t}
U

表 2 中由 20 个人组成的论域 ，在

 上有 3 个因素的定性性状空间：

X X(性别)={男，女}， (身高)={高，中，低}，X(体
重)={重，常，轻}，现在的问题是要生成概念布尔

代数。

f1 f2

f3

解　将 3 个因素分别表示为 =性别， =身高，

=体重，则它们的性状空间的笛卡尔乘积为

X = X ( f1)×X ( f2)×X ( f3) ={男高重，男高常，男

高轻，男中重，男中常，男中轻，男低重，男低常，男

低轻，女高重，女高常，女高轻，女中重，女中常，女

中轻，女低重，女低常，女低轻}
X

U

被分成 18 个格子，去掉其中的虚组态，得到

上 3 个因素所形成的背景关系：

R = {男高重，男高常，男中常，男中轻，女中重，

女中常，女低常，女低轻}
共有 8 个原子内涵，这 8 个原子内涵将 U分成

8 块：

[男高重]={1, 2, 3}, [男高常]={4, 5}, [男中

常]={6, 7, 8}, [男中轻]={9, 10}, [女中重]={11, 12},
[女中常]={13,  14,  15},  [女低常]={16},  [女低

轻]={17, 18, 19, 20}
于是，对合性地生成 8 个原子概念：

α1 a2

α3 α4 α5

=(男高重, {1, 2, 3}), =(男高常, {4, 5}),
=(男中常, {6, 7, 8}), =(男中轻, {9, 10}), =(女

α6 α7

α8

中重, {11, 12}), =(女中常, {13, 14, 15}), =(女低

常, {16}),  =(女低轻, {17, 18, 19, 20})
由这 8 个原子概念任意取并，可以生成全部概

念。例子说明，从背景关系提取概念代数的方法是

直接方法，是自然对合的算法，是无需计算的算法。

布尔代数中的概念并不都是对合的，例如：

α1∨α5 ∨= (男高重 , { 1 ,  2 ,  3 } ) (女中重 ,  { 1 1 ,
12})=(男高重或女中重, {1, 2, 3, 11, 12})

其内涵与外延不满足对合性，取并以后就不应

该再谈对合。

共有 28–9=247 个非空的新概念，太多，需要寻

找基本概念，这时才需要基本算法 1。
m = 141) 计算分辨度：

f1 =性别, n (1) = 10, n (2) = 10,
c f 1 = 1− (10×9+10×9)/ (20×19) =

1−180/380 = 1−9/19 = 10/19

f2 =身高, n (1) = 5, n (2) = 10, n (3) = 5,
c f 2 = 1− (5×4+10×9+5×4)/ (20×19) =

1−130/380 = 25/38

f3 =体重, n (1) = 5, n (2) = 9, n (3) = 6,
c f 3 = 1− (5×4+9×8+6×5)/ (20×19) =

1−112/380 = 268/380

c f 3 > c f 2 > c f 1有 。

f32) 按因 (体重) 进行足码置换，使对象按重、

常、轻分类排列 (见表 3)。
 

  
表 3    表 2 的变换

Table 3    Transformation of table 2

因素 1 2 3 11 12 4 5 6 7 8 13 14 15 16 9 10 17 18 19 20

体重 重 重 重 重 重 常 常 常 常 常 常 常 常 常 轻 轻 轻 轻 轻 轻

身高 高 高 中 高 中 高 高 中 中 中 中 中 中 低 中 中 低 低 低 低

性别 男 男 女 男 女 男 男 男 男 男 女 女 女 女 男 男 女 女 女 女
 
 

此时，对象已经按体重排好，得到分类：

U =C1 {1,2,3,11,12}+C2 {4,5,6,7,8,13,14,15,16}+
C3 {9,10,17,18,19,20}

各类分别与内涵重、常、轻对合，得到 3 个基本

β1 = (重,C1),β2 = (常,C2),β3 = (轻,C3)概念 。

f2

C1

k c

3) 再就因素 (身高) 逐类考察，看看该类对象

是否按高、中、低分相排列。在 中，需要对对象

和 的位置进行置换，得到表 4。
 

  
表 4    表 3 的转换

Table 4    Transformation of table 3

因素 1 2 11 3 12 4 5 6 7 8 13 14 15 16 9 10 17 18 19 20

体重 重 重 重 重 重 常 常 常 常 常 常 常 常 常 轻 轻 轻 轻 轻 轻

身高 高 高 高 中 中 高 高 中 中 中 中 中 中 低 中 中 低 低 低 低

性别 男 男 男 女 女 男 男 男 男 女 女 女 女 男 男 男 女 女 女 女
 
 

C1

C1 =C11 {1,2,11}+C12 {3,12}

此时， 中的对象已经按身高排好，于是得到分

类： 。 β11 = (重高,C11),β12 = (重中,C12)

两类分别与内涵“重高”和“重中”对合,得到两个

基本概念  。
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C2同时， 中的对象未经置换就已经按身高排好，

于是得到分类：
C2 =C21 {4,5}+C22 {6,7,8,13,14,15}+C23 {16}

β21 = (常高,C21) β22 = (常中,C22) β23 =

(常低,C23)

3 类分别与内涵常高、常中、常低对合，得到

3 个基本概念 ， ，

。

同时，C3 中的对象未经置换就已经按性别排

好，于是得到分类:
C3 =C31{9,10}+C32{17,18,19,20}

β31 = (轻中,C31),β32 = (轻低,C32)

各子类分别与内涵轻中、轻低对合,得到两个基

本概念 。

f3

C22 =C221 {6,7}+C221 {8,13,14,15}
β221 = (常中男,C221),β222 = (常中女,

4) 再就因素 (性别) 逐类考察，看看该类对象

是否男女分相排列. 发现性别在所有类中的排列都

无需置换，类似可将

得到两个基本概念  
C222) 。所有类都无法再划分。

5) 画出基本概念半格图 (见图 4)
 

 

1−23

1−3, 11, 12

1, 2, 11 3, 12

4−8, 13−16

6−8, 13−154, 5 16

9−10, 17−20

17−209, 10

8, 13−15

6, 7

 
图 4    成员状况粒子半格

Fig. 4    Member state particle semi-lattice
 
 

β0 = (ϕ,U)

β1= (重,C1) β2= (常,C2) β3= (轻,C3) β11 = (重高,C11)

β12 = (重中,C12) β21 = (常高,C21) β22 = (常中,C22)

在此半格中共有 13 个基本概念，即 ，

， ， ， ，

，  ，  ，

β23 = (常低,C23) β31 = (轻中,C31) β32 = (轻低,C32)

β221 = (常中男,C221) β32 = (常中女,C222)

β11 β12 β21 β23 β31 β32 β221 β222

β0 = (∅,U) β1 β2

β3

β22

， ， ，

， ，其中，不能再

分的有 、 、 、 、 、 、 、 等 8 个，它们

就是前述的 8 个原子概念。其余 5 个基本概念，除

外， =(重, 1, 2, 3, 11, 12), =(常, 4, 5, 6, 7,
8, 13, 14, 15, 16)， =(轻, 9, 10, 17, 1819, 20) 和

=(常中, 6, 7, 8, 13, 14, 15)。它们都是我们格外关

心的非原子的基本概念。

基本概念半格的提取，得到的原子概念是相同

的，但中间的基本概念半格不是唯一的，与因素划

分的先后次序有关。好的排序会加快实现原子分

割，排除冗余的因素最大分辨度原则提供了一种较

好的排序。这个算法强调的是对象的足码置换，就

是士兵集合按营、连、排、班站队的方法. 具有大数

据所要求的快捷性。

回到 Wille 的例子，怎样用因素空间理论来处

理同样的问题呢？

f1 X ( f1) = {Y,N} f2

X ( f2) f3

X ( f3) = {Y,N} f4

X ( f4) f5

X ( f5) = {Y,N} f6

X ( f6) = {Y,N} f7

X ( f7) = {Y,N}

首先，要将以属性值分列的表，改为以因素分

列的因素表。它有 9 个属性，分属于 7 个因素：

=需水性，具有性状空间 ， =栖性，具

有性状空间 ={水，陆，两栖}， =有无叶绿素，具

有性状空间 ， =单双子叶，具有性状空

间 = { 单，双 } ， = 能动性，具有性状空间

, = 有 无 四 肢 ， 具 有 性 状 空 间

， = 是 否 哺 乳 ， 具 有 性 状 空 间

。于是可将形式背景表 1 改写为下面

的表 5，在表中出现了符号*，例如问句是单字叶还

是双子叶，这是毫无意义的，不能用 No。问蚂蟥有

四肢吗？回答虽然是 No，但问题却是有意义的。

Wille 没有区分 No 和*，都是空白。
 

  
表 5    将形式背景表按因素并列

Table 5    Juxtaposition of formal background tables by factors

因素 需水？ 栖性 叶绿素？ 叶数 能动性 四肢？ 哺乳？ 因素 四肢？ 哺乳？ 栖性 能动性 叶绿素？ 叶数

1 蚂蟥 Y 水 * * Y N N 1 蚂蟥 N N 水 Y * *

2 鱼 Y 水 * * Y Y N 2 鱼 Y N 水 Y * *

3 蛙 Y 两 * * Y Y Y 3 蛙 Y Y 两 Y * *

4 狗 Y 陆 * * Y Y Y 4 狗 Y Y 陆 Y * *

5 水草 Y 水 Y 单 N * * 5 水草 * * 水 N Y 单

6 芦苇 Y 两 Y 单 N * * 6 芦苇 * * 两 N Y 单

7 豆 Y 陆 Y 双 N * * 7 豆 * * 陆 N Y 双

8 玉米 Y 陆 Y 单 N * * 8 玉米 * * 陆 N Y 单
 
 

蓄水性这个因素对所有对象的呈相都一样，没

有变化的因素失去了存在价值，我们把这一列从表

中删除。同一因素空间中所有因素必须对所有对象

都有意义，因而我们必须分成两个因素空间来处
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理，对表 5 的左列进行适当变换，得到了表 5 的右

列，就可以分开了。得到表 6，表 6 的左右两个表，

各是一个因素空间。可以有交集，如栖性在两个表

中都有。  
表 6    将形式背景表分解成两个因素性状表

Table 6    Form background table is decomposed into two factor traits

因素 四肢？ 哺乳？ 栖性 能动性 因素 栖性 能动性 叶绿素？ 叶数

1 蚂蟥 N N 水 Y 5 水草 水 N Y 单

2 鱼 Y N 水 Y 6 芦苇 两 N Y 单

3 蛙 Y Y 两 Y 7 豆 陆 N Y 双

4 狗 Y Y 陆 Y 8 玉米 陆 N Y 单
 
 

我们把不起变化的因素删除得到表 7。
 

  
表 7    两个因素性状表的化简

Table 7    Simplification of the table of two factors

因素 四肢？ 哺乳？ 栖性 因素 栖性 叶数

蚂蟥 N N 水 水草 水 单

鱼 Y N 水 芦苇 两 单

蛙 Y Y 两 豆 陆 双

狗 Y Y 陆 玉米 陆 单
 
 

按照因素空间的概念生成理论很容易得到简捷

的粒子半格 (见图 5)。经过适当处理，可以得到清

晰的概念体系。动物因素空间生成 4 个原子概念：

1) 无肢非哺水动物 (NN 水，蚂蟥)；2) 有肢非哺水动

物 (YN 水，鱼)；3) 哺肢两栖动物 (YY 水，蛙)；4) 哺
肢陆动物 (NN 水，蚂蟥)。还生成两个非原子的基

本概念：1) 非哺水动物 (N 水，{蚂蟥，鱼})；2) 哺肢

动物 (YY，{蛙，狗})。植物因素空间生成 4 个原子

概念：1) 水单植物 (水单，水草)；2) 两栖单植物 (两
单，芦苇)；3) 陆双子叶植物 (陆双，豆)；4. 陆单子叶

植物 (陆单，豆玉米)。还生成两个非原子的基本概

念：1) 单子叶植物 (单，{水草，；芦苇，玉米})； 2) 陆
植物 (陆，{豆，玉米})。例毕。
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图 5    因素空间对生物与水的形式概念分析图

Fig. 5    Formal concept analysis for biological and water
based on factors space

 
 

因为 Wille 关于科教事物的“概念格”不能直接

翻译成为一张因素表，所以我们不能用因素空间的

结果来和它进行直接的比较。但可以看出，概念格

中缺少了几个原子概念，这是不符合实际的。其原

因是，对合性与同因素的不同属性值之间的对等性

有时会发生冲突。因素空间用性状颗粒来分类的方

法可以避免这种冲突。

回顾一下本节的内容，Wille 从内涵和外延的对

合性出发，给概念下了严格的数学定义，以保障信

息传递能可靠地反映现实。他大胆地谱写了计算机

自动生成概念的新篇章，使机械制造的概念能随时

向人脑回归与联通，这是人工智能的一大飞跃。他

的形式背景表以属性来分列，导致算法复杂，无法

摆脱 N-hard 陷阱。他说的概念格也不准确，应该改

为基本概念半格。因素空间继承他的理论，把形式

背景提升为因素空间的核心理论，用因素统帅属性

值，用背景关系来定义原子概念，自然对合，无需计

算。对于基本概念也有 3 次幂以下的简捷算法。

Wille 不知道机制主义的人工智能理论，对形

式 (语法) 信息、效用信息和语义全信息不加区分，

他所举的例子都是语法信息。所以，本节可以视为

形式信息的提取。至于如何用因素空间将形式信息

与效用信息向语义信息，提升，是我们在下一节要

做的事情。

3   因素之间的关联，语义信息的提升

在介绍语义信息提升之前，先介绍因素之间的

关联特性。

f1, f2, · · · ,

f1, f2, · · · , fn

f1, f2, · · · , fn

定义 14　给定可测因素空间，因素 fn
可以视为一组随机变量，如果这组随机变量是相互

独立的，则称因素 相互独立 , 。如果

的背景关系 R满足:
R = X ( f1)×X ( f2)× · · ·×X ( fn) (9)

f1, f2, · · · , fn则称因素 是相对独立的。

不难证明，相互独立一定相对独立，反之不尽

然。不相对独立的一组因素，它们的背景关系不能
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涵盖整个笛卡尔乘积空间，这说明它们的性状搭配

是受到制约的，这种制约反映了它们之间是相互关

联的。

R , X ( f1)×X ( f2)× · · ·×X ( fn)

f1, f2, · · · , fn

定义 15　若 ，则称

因素 之间有关联。

n = 2

R , X (x)×X (y) x y

x ∈ X R (x) = {y ∈ Y | (x,y) ∈ R} R x

Y

取 ，采用 1.2 节中约定的简单记号。若

，则因素 与 之间互有关联。对任意

，记 ，叫作 在 点的截集，

它是 的子集。

|R (x)|
|R (x)| x y

对于定性因素而言，记 为 R(x) 中所含性状

颗粒的个数。若 越小，则 对 的制约性越强。

RX = {x|∃y ∈ Y; (x,y) ∈ R} RY = {y|∃x ∈ X;

(x,y) ∈ R} R X Y (RX)c

x y (RY)c y x

记 和

 分别叫作 在 和 中的投影。 叫作

对 的盲区， 叫作 对 的盲区。排除盲区可以

提高搜索效率。

R
(a,b) x A

y A a y = b y , b

b R x y

的领域越小，关联性越强。当小到只有一个

性状颗粒 的时候，则输入 的任意前提 ，关联到

只有两种可能：若 包含 ，则 ，否则 。当

是关键性状时， 可以用作由 测 的精准预报器。

a ∈ X

|R(a)| = 1 x y
R (x) b

x = a y = b

对于定性因素而言，若存在一个 ，使

，则 对 的最大制约强度达到 1。此时截

集 只能包含一个性状颗粒，设为 ，这便引出了

因果律：若 则 。

x
y E ⊆ X,E′ ⊆ Y

x ∈ E E′ (y) y ∈ E

E (x)→ E′ (y)

因素间互为因果，若将因素 当作条件因素而

将 当作结果因素，对任意 ，以 E(x) 表示

，以 表示 ，试问在何种条件下，才能保

证有 ？

E (x)→ E′ (y)基本定理
[14]　 恒真当且仅当
(E×Y)∩R ⊆ (X×E′)∩R (10)

x、y X,Y

R x y

注意， 本身可以是复杂因素， 可以是任

意高维的，这个定理适用于任意维数的空间，它说

明背景关系 决定了因素 到 的全部因果律。

X

E X×Y E×Y

Y E′

X×E′ X×Y

X×Y

R R

这个定理证明的思路很简单，在图 6 中把 的

子集 拿到 中来就变成它的柱体扩张 ；把

 的子集 拿到 X×Y 中来就变成它的柱体扩张

。它们都是 中的子集，就可以检验一下

E×Y 是否被 X×E′所包含，若是，则二者形成前因与

后果。但注意， 中有很多点是虚空的，背景集

才是实际存在的疆域，所以二者都要与 取交然后

才能比较。式 (10) 又可写成
(E×Y)⊆R(X×E′) (11)

⊆R R符号 叫作在背景 之下的蕴涵关系。因素空

间以背景蕴涵为集运算，以背景推理为逻辑。

T =
(
u; f1, f2, · · · , fn−1;g = fn

)
S s ∈ X ( f ) , t ∈ X (g)

[s] = {u| f (u) = t} , [t] = {u|g (u) = t}

怎样从表头为 的相样

本 中来提取因果规则呢？设 ，记

。
 

X

E

R

 
图 6    背景关系决定因果

Fig. 6    Determinants of background relations
 
 

[s] ⊆ [t] [s] f

f

f h

m

c ( f ) = h/m

定义 16　如果 ，则称 是因素 的一个

决定类。因素 的所有决定类的并集叫作它对结果

的决定域。因素 的决定域所占行数 与表的行数

(即全体对象个数) 之比称为它对结果的决定度[14]，

记作 。

f g U

f [s] g [t] [s]

t

u ∈ [s] g (u) = t x = f (u) , x = f (u)

x = s y = t

条件因素 与结果因素 都在对 进行分类，如

果 分出的某个类 变成 的一个类 ，则 中的对

象都具有相同的结果 ，这时就得到一个推理句：“若
则 ” 。若记 ，则推理句

变为“若 ，则 ”，简写为 s→t。于是，因素表

就可以对诸条件因素进行划分，类越分越细，钻入

结果类的机会就越来越多，得到的推理句也越来越

多，直到不能再分为止。整个表就转化为一组规

则，叫作因果规则，这种方法叫作因果分析法。在

大数据面前，必须进行因素的约简，这与因素的分

类次序相关，下面算法的思想是按决定度的大小次

序来排列，使因素能得到较好的约简。

基本算法 2　因果关联

T =(u; f1, · · · , fk;g)给定以表头 为表头的因素表

S，要从表中提取因果关联规则，可采取下列步骤：

f j g1) 计算各个因素 对结果 的决定度；

U2) 选决定度最大的因素对 分类，若出现能钻

入结果类的类别，就写出相应的因果句；逐次细化

分类，直到所分类全部钻入结果类或不能再分为

止。所有因果句的全体称为因果规则集。

因果关联规则的提取，是一种有用的归纳方

法，具有很高的概括性，是归纳、学习、分类、评价、

预测、控制等高级思维活动的统一算法。以它为基

础可以向任何领域精细化。该法与决策树的算法很

相似，只是用决定度取代了信息增益。在这方面已

经发表了很多关于因素空间的文章[15-19] 。
有了以上的准备，让我们来处理语义信息的提

升问题。状态与效用是有紧密关联的两个或两组因

素。利用这两组因素的数据可以提取从状态到效用

的因果关联，得到一组因果规则作为知识储备起

来，当要从形式信息推测效用信息的时候，就要利

用状态效用因果关联所提供的一组规则。看看我们

所面对的对象，其状态和那条规则的前件相匹配，
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就推断它有哪种效用。若硬匹配不行，就用相似性

测度，选最贴近的一个作为推断，最后将形式信息

与效用信息结合起来，得到语义信息，这就是从形

式信息向语义信息的提升过程。

例 3　服务对象状况到服务效用的因果关联

表 8 给出了用户（服务对象）的状况和服务效

用之间的关联数据，把用户状况看作形式信息，把

购买力看作服务效用信息，我们要来分析从形式信

息到效用信息的因果关联。具体地说，要提取从用

户状况来判断其购买力。表达形式信息有 4 个因

素：f1=年龄，具有性状空间 X(f1)={老，中，青}；f2=职
业，X(f2)={师，生，商}；f3=信贷，X(f3)={好，可，差}；
f4=收入，X(f4)={高，平，低}；效用形式的因素是 g=购
买力，具有性状空间 X(g)={购买， 不买}。
 

  
表 8    因果关联分析表

Table 8    Causal association analysis table

服务对象状况→服务效用

用户 年龄 职业 还贷 收入 购买力

1 老 师 差 平 不买

2 中 师 好 平 购买

3 青 学 可 低 购买

4 中 可 平 购买

5 老 可 低 不买

6 老 好 高 购买

7 青 师 差 低 不买

8 青 学 差 低 不买

9 中 师 好 高 购买

决定度 3/9 0 6/9 2/9 (后填)
 
 

先看因素 f1 与因素 g 之间的因果关系。按年

龄可把 9 个用户分成老、中、青 3 类，从表 8 中可以

看到这 3 类分别是：[老]={1, 5, 6}，[中]={2, 4, 9},
[青]={3, 7, 8}。这 3 类有哪一类是对购买的决定类

呢？在 3 个老年用户中，用户 1 和 5 是不买，用户

6 是购买，他们的购买情况不一致，就不是对购买的

决定类。再看中年用户 2、4 和 9，他们都是购买，于

是[中]就可以钻入[购买]，[中]就是 g 的一个决定

类。青年用户不是决定类。所以年龄对 g的决定度

是 3/9。
类似地，对因素职业来说， [师]={1, 2, 9}, [生]=

{3, 7, 8}，[商]={4, 5, 6}，他们都不是决定类 f2 对

g 的决定度=0；对因素还贷来说， [好]={2, 6, 9}，
[可]={3, 4, 5}, [差]={1, 7, 8}，还贷好的用户类[好
]钻入[购买]，还贷差的用户类[差]钻入[不买]，都是

决定类，f3 对 g的决定度是 6/9；对因素收入来说，只

有收入高的用户类[高]是决定类，f4 对 g 的决定度

是 2/9。
选取决定度最高的因素“信贷”，它有两个决定

类，由这两个决定类的钻入情况分别得到两个因果

推理句：

因果规则 1：信贷好购买。

因果规则 2：信贷差不买。

从论域中删除这两个决定类，得到新的论域，取

U′=[可]={3,4,5}，得表 9。
 

  
表 9    由表 8 的删除而得的表

Table 9    A table obtained by the deletion of table 8

U′ 年龄 职业 还贷 收入 购买力

3 青 学 可 低 购买

4 中 可 平 购买

5 老 可 低 不买

决定度 1 1/3 0 1/3
 
 

按表 9 重新计算各个因素对 g的决定度。取决

定度最大的因素 f1，它有 3 个决定类：[老]={5}，[中]=
{4}，[青]={3}，分别写成下列推理句：

因果规则 3：信贷可且年龄不老→购买。

因果规则 4：信贷可且年龄老→不买。

因果规则 5：信贷可且年龄青→购买。

删除表中的用户 3、4 和 5，表 9 被删空，因果规

则提取完毕。最后共得到五条因果规则。面对一个

新用户，只需先查他的信贷状况，再补充考虑其年

龄，就可以判断其购买倾向。 例毕。

因果规则的可靠性依赖于样本的大小和准确

性，还要随时间场合的变化而不断调整。

本节介绍了因素空间如何将形式信息与效用信

息关联起来，提升为全面的语义信息。以上两节为

机制主义人工智能的信息转化第一定律提供了有用

的数学理论。

4   用因素空间下九宫棋

在实现信息向知识的转化中，需要有更好的搜

索工具。因素是启发指引搜索的关键词。本节将介

绍如何用因素思维实现目标因素与场景因素的对接

和搜索，为信息转化的第二定律从数学上作一点探

索性的思考。传统人工智能教科书上以九宫棋来讲
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述搜索策略，为了说明思想，本节特以九宫棋为例

来进行阐述。要想使用因素空间理论进行信息的智

能化处理，先要在思维上习惯于因素分析。随时随

处都要问：“我思考的目标是什么？我面临的对象是

什么？要使二者合笼，最为关键的因素是什么？”下
面以下九宫棋为例来说明这个问题。

1) 确立目标，选定目标因素

智能是一个目标驱动的活动，下棋也是这样，

在任何比赛中，棋手的目标是赢得比赛。获胜是棋

手的目标因素。

2) 注意对象，确定对象因素

目标因素的实现离不开对象描述。九宫棋的对

象描述依赖于两个对象因素:棋盘和游戏规则。

棋盘。九宫棋的棋盘是由 3 条横线和 3 条竖线

绘制的 9 点阵。在人工智能书中，也被描述成 3 行

3 列的九宫格。

游戏规则。分别由执黑白两色棋子的棋手交替

放子于棋盘未被占用的格子点上，黑子先手。如果

一方在 1 条线 (水平、垂直或对角线) 上连接放上了

3 个棋子，该方就赢；如果在棋盘的所有格点都被占

用时仍没有赢家，那就成和棋。这两种结局都叫作

下完了一盘棋。

B (t)

bi j i j

一盘棋在下完第 t 步棋时，黑白子在棋盘上的

分布状态可以描述为一个 3×3 的矩阵 ，元素

描述第 条横线和第 条竖线交点所呈现的状况

B (t)

U U = {{B (t)}|t = 1,2, · · · , t∗}}
t∗ t∗ ⩽ 9

(白、黑或空)， 叫作一个棋局。下三子棋的论域

是所有棋局的集合: ，其中

是下完一盘棋的步数，总有 。

3) 目标因素与对象因素的对接

O

X (O) =

ft ft

t X ( ft) =

gt

X (gt) =

(U,XF o)

Fo = { f1,g2, f3,g4, f5,g6, · · · ; hi (t∗) ,O (t∗)} h f g

因素空间在哪里？因素空间在目标因素与对象

因素对接的过程中出现。设 是目标因素，它有性

状空间 {白胜，黑胜，对弈}。对象因素是什

么？黑方为了取胜，首先需要从棋盘中选择下子的

位置，这就要考虑 9 个格子点在博弈中各自具有的

战略地位。对每一步棋，建立 1 个因素 ， 称为第

步棋的“点势”，其性状空间是 {中心，顶点，边

点}。9 个格子点中有 1 个中心、4 个顶点和 4 个边

点。中心是 4 条线的交汇，顶点是 3 条线的交汇，

边点是 2 条线的交汇。抢占中心是决定胜负的关

键。黑子下了一步棋之后，还要考虑白子如何应

对 ， 所 涉 及 的 因 素 记 为 ， 它 具 有 性 状 空 间

{抢占中心，堵于顶点，堵于边点，放任}，于是

就出现了一个最简单的因素空间 ，其中

 ，  表示 或 。

f1,g2, f3,g4, f5,g6, · · · ,h f (t∗)

O (t∗)

有了因素空间，就可以应用因素空间的理论。

将 当作条件因素，而将

当作结果因素来设计因素数据库。我们从数据

库中选了 100 个样本点，也就是下了 100 盘棋来进

行学习，得到因素表 10(为了节省篇幅，不写被约间

的因素)。
 

  
表 10    一字棋的因果关联分析表

Table 10    A causal link analysis table for Chinese characters

u u1 u2 u3 u4 u5 u6 u7 u8 u9

f1 中心 中心 中心 中心 中心 角 角 边点 边点

g2 堵角 堵角 堵边 堵边 放 抢心 抢心 抢心 抢心

f3 角 角 边 边 角或边 角或边 角或边 角或边 角或边

Ot
*

黑胜 和 黑胜 和 黑胜 白胜 和 白胜 和

频率 40 2 40 2 6 2 3 3 2
 
 

f1 O (t∗)

应用因素空间的因果分析算法 2，可以从表

10 中提取因果规则：如果 =中心，则“ =黑胜”的

频率是 84/90。这一规则说明，只要黑子在第一步

占领中心，对方就只有招架之功而无还手之力。黑

方很容易取胜。

4) 精细化与棋谱

为了使这一规则更加确切，需要分析黑棋不能

取胜的原因。要区分情况就要增加因素。当黑子占

中心点以后，再下一子，无论下在何处，必与中心相

连而构成一字的胜利威胁。此时白子必在对称点上

堵截。黑子求胜必须在被围堵的情况下形成一字？

在图 1 的第三局势中，画了两条一字线，只要第二

枚黑子下在这两条红线 (但不包括右下角) 上，黑棋

就能取胜，否则下和。这就形成一个棋谱 (见图 7)。
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图 7    棋谱 1 的图示
Fig. 7    Chess 1 Icon

 
 

在这个棋谱中有一个关键词，就是希望线。

f1 g2定义 17　当 =中心， =堵角，则不与白子相邻

的两条边都叫作黑子此时的希望线。

f3棋谱 1　若取 为两条希望线的非公共点，则白

棋必在被动堵截中战败。

如果白棋堵在边上，在图 2 的第 3 局势中，画

了两条一字线，第 2 黑子下在这两条红线的任何一

条上，黑棋就能取胜，否则下和。这就形成一个棋

谱 (见图 8)。
 

 

 
图 8    棋谱 2 的图示
Fig. 8    Chess 2 Icon

 
 

f1 g2 g2定义 18　当 =中心， =堵边，则不包含 及其

对称点的两条边都叫作黑子此时的希望线。

f3棋谱 2　若取 在任何一条希望线上，则白棋必

在被动堵截中战败。

g4

当黑棋失误被白棋抢占了中心以后，白棋取胜

的细节可以进一步引进新的因素 来进行分析，不

再详说。如何引进新的因素，在这里还是要靠人的

因素思维。

5   因素空间的历史与未来

Ω

早在 20 世纪 60 年代，笔者参与了在我国高校

设立概率论课程的工作。在那时，笔者就用因素空

间来处理柯尔莫戈洛夫所提出的概率基本空间[20]。

一枚硬币在一次投掷中可能出现两个基本事件，得

到基本空间 ={正，反}。要弄清楚这两个基本事件

为什么是随机的，就要找出那些影响硬币面向的因

素，如硬币性状、手的动作、桌面条件、环境影响等，

这些因素都会对结果产生影响。我们可以作这样一

个决定论性的假设：当所有因素的状态都固定以

X (F)

F F

Ω X (F)

C ⊆ X (F)

C

x C C

后，所得的结果便会唯一确定。如其不然，就必有

其他某些具有影响力的因素尚未被考虑到，若把这

些被遗漏的因素统统都考虑进去，则这个决定性假

设便应告成立。每个因素都有一个状态变化的维

度，所有这些因素就张成一个高维空间 ，这正

是我们后来所说的因素空间。 是因素的集合， 的

充分性便确定了从 到 的一个映射，使偶然现

象得到必然性的描述。充分的条件可以导致必然的

结果；但若存在着难以观测和控制的因素，则人的

辨别和控制范围便从点 x 蜕化成为团粒 。

在进行一种试验时，所能识控的范围 叫作条件。

我们只知 在 中但却不知在其中的何处，当 的范

围跨越了正反两面的边界时，确定性就转化为随机

性，世界是必然的也是随机的，这是辩证的统一，否

定任何一方都是错误的。我们不承认随机性可以被

消灭，但是却承认二者可以相互转化，只有用因素

空间来描述基本空间才能刻画这种转化。柯尔莫戈

洛夫心目中所要定义的基本空间其实就是一个因素

空间。

不充分的条件也是条件，它虽不能决定结果但

却能制约结果的发生频率，体现这种内在必然性联

系的就是概率，概率是广义的因果律。概率论是一

种广义的因果论，这就注定了概率统计会在人工智

能中占有重要的地位，我们现在能对概率论有这样

一种较为深刻的认识，是因为有了因素空间。

用因素空间来构造基本空间，可以实现决定性

向随机性的逼进。概率论不仅要研究概率的逻辑规

律，更应实现随机性向确定性的转化。虽然，大数

定律和贝叶斯概率都体现这种转化，但还有很大的

发展空间。笔者所提的构架是，将基本空间的因素

分为两个部分，可观察、可控的因素算第 1 部分，这

部分因素所导引的变量是非随机变量，余下的因素

算第 2 部分，统归为一个余因素[12] ，它所引导的变

量是随机性的。从中挑选出少数几个特别突出的因

素作为精细处理的对象，剩下那些影响微弱且相互

独立的众多因素，都归顺于中心极限定理。这样一

来，随机变量的一般分解式为
ξ = f (x)+ f ∧ (x)+δ (12)

f (x) x

f ∧ (x)

δ

式中： 是一个以向量 为自变量的普通函数；

是由样本经过最小二乘或其他方法所拟合出

的函数，它是对少数几个调皮的因素所作的精细处

理； 是高斯分布，被看作噪音。要减少随机性，就

要加深对第二项因素的分析和掌控。
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U

µA : U → [0,1] µA (u) u A

U

1965 年，Zadeh 教授提出了模糊集合论[21]，这是

人工智能在数学上取得突破的重要历史进展。他把

模糊集定义成从论域 到 [ 0 ,  1 ]上的一个映射

， 表示 对 的隶属程度；至于论域

是什么，则很少有人问津。然而，论域是刻画模糊

信息极为重要的一环，笔者提出因素空间的理论来

刻画论域，以实现模糊性与清晰性之间的相互转

换。例如，年轻是一个模糊概念，要看一个人是否

年轻，单就年龄这个因素打分 (确定隶属度) 相当困

难。若加上因素面貌，打起分来就容易一些；若再

加上精力、体魄、反应、朝气等因素，打分就更容易

了。问题的关键是因素的增加会降低认识的模

糊性。

A

x

C

U 2U = P (U)

U P (U) U u

P (U) u∧ = {A |u ∈ A }

u

µ年轻 (u)

模糊数学与概率论都需要因素空间的理论，借

用因素空间可以探讨随机性与模糊性这两种不确定

性之间的联系与区别。在随机试验中，事件 是因

素空间中一个固定的集合，因素的变异点 在条件

域 中变，所以随机试验模型的特征是“圈圈固定，

点子在变”。模糊试验则相反，要考虑张三是否年

轻，张三是论域中的一个固定的点子，年轻这一模

糊概念在人的脑海中有着不确定的边界，成了在变

的圈圈，模糊试验模型的特征是“点子固定，圈圈在

变”。这种对偶性有很深刻的意义，在数学上可用论

域 (地面) 和幂集  (天上) 来作一种转换：

中的圈圈变成 里的一个点， 中的点子 可以

变成 上的一个圈圈 ，于是地上的

模糊试验就可转化成天上的随机试验。天上的随机

变量是随机集，相应的统计不是普通的数理统计而

是集值统计或区间统计。靠着随机区间对 的覆盖

频率来确定隶属度 ，隶属曲线就成了随机集

的落影，这就形成了模糊落影理论[22]。文献[22]把
序、拓扑和可测结构提升到冪上，建立了 8 种超拓

扑和超可测结构，由之建立了随机集和信度的严密

数学理论，证明了 4 种非可加信度与随机集分布对

应关系的存在性和唯一性定理，把测度扩张定理的

扩张起点从半环提前到 π-系，这是一个有相当难度

的数学成果。1988 年，北师大张洪敏等研究生在笔

者指导下研制出国际第二台模糊推理机[23]，与日本

山川烈在 1987 年的首台“模糊计算机”相比，推理速

度从每秒一千万次提高到一千五百万次，体积不到

它的 1/10。在钱学森教授的鼓励下，因素空间被作

为人工智能的数学支持理论来抓。1994 年笔者和

李洪兴合著的《知识表示的数学理论》 [5]一书问

世，用因素空间描述了概念生成，推理、控制、决策、

评价等问题；在 1995 年又出版了《模糊系统理论和

模糊计算机》[24]，为智能计算机的研制提供了数学

基础。

2012 年以后，笔者将因素空间的研究重点转向

数据智能化的数学理论，与形式概念分析及粗糙集

结缘。现有的关系数据库所面临的大数据的挑战是

因素空间所要迎头解决的首要问题。因素空间对形

式信息的处理对象囊括了非结构化数据。以因素空

间为基础的机制主义人工智能是数据智能化的灵

魂，它不俯首听命于大数据的摆布，而是要设计、制

造、运用和培育数据，用数据来营造信息生态和知

识生态，建立信息、知识与神经结构的同构体。它

要改变当今世界人工智能自下而上的手工式格局，

代之以自上而下与自下而上相结合的发展理念。有

许多文章可以参考[25-50]，尽管作者们在写作的时候

还没有形成自己思维的大局。

6   结束语

因素是信息描述的关键词，因素空间是描写事

物和信息的普适性框架，它把数据变成可视的样本

点，形成背景分布的母体，据以自动概念生成和因

果规则，由此可以产生学习、预测、评价和决策控

制等一系列的数学操作。因素空间能将形式信息与

效用信息关联起来，提升为全面的语义信息，为机

制主义人工智能的信息转化第一定律提供了坚实

的数学理论。用因素思维实现目标因素与场景因

素的对接和搜索，可为信息转化的第二定律提供

手段。以因素空间为基础的机制主义人工智能是数

据智能化的灵魂，它将要设计、制造、运用和培育

数据，用数据来营造信息生态和知识生态，建立信

息、知识与神经结构的同构体。总之，因素空间的

发展前景巨大，对信息科学和人工智能的发展有重

要作用。
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汪培庄，男， 1936 年生，教授，博
士生导师，主要研究方向为模糊数学
及其在人工智能中的应用，近期主要
致力于因素空间在人工智能和数据科
学中的应用研究。提出和创立了模糊
集的随机落影表示、真值流推理和因
素空间等数学理论，获得多次国家级

和部委级奖励及一次国际奖。出版学术著作 4 部，发表论

文 200 余篇。

2018 年第三届智能机器人系统亚太会议（ACIRS 2018）
2018 3rd Asia-Pacific Conference on Intelligent

Robot Systems (ACIRS 2018)
2018 年第三届智能机器人系统亚太会议 (ACIRS 2018) 将于 2018 年 7 月 21—23 日在新加坡召开，欢迎投稿

參加！随着国际化日趋加快，各国学术界人士更注重技术和科研成果以及研究思想理论的交流。本次会议为研究

人员、工程师、学者以及来自世界各地的专业人士提供一个交流研究成果的平台，围绕回顾智能机器人系统的发

展进程，总结取得的成绩，并研讨未来的发展趋势来开展。

文章出版：

大会录用论文将收录到 ACIRS 2018 会议论文集，该论文集将收录到 IEEE Xplore, 以及被 Ei 核心、Scopus
检索。

ACIRS 2017 会议论文集已被 IEEE Xplore 数据库收录。

ACIRS 2016 会议论文集已经被收录到 IEEE Xplore, 目前已经被 EI 核心检索以及 Scopus 检索

Keynote Speakers 特邀嘉宾：

Prof. Toshio Fukuda, Nagoya University, Japan;

Assoc. Prof. Kenji Suzuki, Illinois Institute of Technology, USA;

Assoc. Prof. Matsumoto Mitsuharu, University of electro-communications, Japan;

大会发言人：

Prof. Toshio Fukuda, Nagoya University, Japan

Assoc. Prof. Kenji Suzuki, Illinois Institute of Technology, USA

Assoc. Prof. Matsumoto Mitsuharu, University of electro-communications, Japan

投稿方式：

1.全文 （报告和出版）

2.摘要 （仅报告）

请登录网上投稿系统（https://easychair.org/conferences/?conf=acirs2018）或直接发邮件到 acirs@young.ac.cn 进

行投稿。
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