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基于目标空间分解和连续变异的多目标粒子群算法
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摘    要：针对当前多目标粒子群优化算法收敛性和多样性不佳等问题，提出了一种基于目标空间分解和连续变

异的多目标粒子群优化算法。利用目标空间分解方法将粒子群分配到预先设定好的子区域中，在该过程中，通

过一种新适应值公式来对每个子区域中的粒子进行择优筛选，该适应值公式融入了支配强度因素；在全局搜索

过程中，使用差分变异、高斯变异和柯西变异对全局引导粒子的位置进行连续变异操作。将该算法与当前主流

的一些多目标优化算法进行对比实验，结果表明，本文提出的算法在提高粒子收敛性的同时，多样性也得到了

提升。
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Decomposition and continuous mutation-based multi-objective
particle swarm optimization

QIAN Xiaoyu1,2，GE Hongwei1,2，CAI Ming3
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China; 2. School of Internet of Things Engineering, Jiangnan University, Wuxi 214122, China; 3. Information Construction and Man-
agement Center, Jiangnan University, Wuxi 214122, China)

Abstract: In light of the poor convergence problems and the diversity of current multi-objective optimization al-
gorithms, in this paper, we propose an objective-space decomposition and continuous mutation-based multi-objective
particle-swarm-optimization algorithm. Its innovations are as follows : we use a space decomposition method to distrib-
ute the particle swarm into a predefined sub-region. During this process, we apply a new adaptive value formula to se-
lect and filter the particles in each sub-region and incorporate a fitness formula into the dominance factor. In the global
search process, we apply differential, Gaussian, and Cauchy mutations to continuously mutate the position of the global
guide particle. We compare the performance of this algorithm with those of current multi-objective optimization al-
gorithms, and the results show that the proposed algorithm improves the convergence and diversity of the particles.
Keywords: multi-objective optimization; particle swarm optimization algorithm; decomposition; sub-region; mutation;
differential; Gaussian mutation; Cauchy mutation

粒子群算法自 1995 年被 Kennedy 和 Eberhart
提出后 [1]，由于其简单高效，收敛速度快，逐渐在

优化算法中脱颖而出。随之粒子群算法被 Coel-
loran 应用到多目标优化问题上[2-3]，得到了各界的

收稿日期：2017−11−13.    网络出版日期：2018−04−27.
基金项目：江 苏 省 普 通 高 校 研 究 生 科 研 创 新 计 划 项 目

(KYLX16_0781，KYLX16_0782)；江苏高校优势学科
建设工程资助项目 (PAPD).

通信作者：葛洪伟. E-mail：ghw8601@163.com.

第 14 卷第 3 期 智　能　系　统　学　报 Vol.14 No.3
2019 年 5 月 CAAI Transactions on Intelligent Systems May 2019

mailto:ghw8601@163.com


广泛认可。后来更多学者对多目标粒子群算法

(MOPSO) 进行了更深入的研究：Raquel 等 [4]使用

了拥挤距离作为适应值对粒子进行排序；Li 等 [5]

通过整合粒子的 GMR(global margin ranking) 和粒

子密度信息的方法来对粒子进行排序，能高效快

速地选择出 pbest 和 gbest 粒子；除了对排序选择的

方法进行优化外，有的利用聚合函数来对多个目

标函数进行处理[6]；有的使用了目标空间分解的方

法来保障粒子最优解的多样性 [7]；以及将 MOPSO
和其他优化算法进行交叉使用，如教与学方法 [8]、

差分方法[9]等, 通过一定的比例调用 MOPSO。

上述的这些方法不断地对 MOPSO 的多样性

和全局收敛进行改进和优化，虽然取得了较好的

研究成果，但是这些方法的改进策略只对 MOPSO
某一性能效果进行改进，其他的性能指标并没有

同时得到很好的改进。例如：文献[7]中，多样性

方面得到很大的提升，但是其收敛性方面仍有很

大不足。所以，本文借鉴 Pareto 支配强度 [10]和连

续变异的方法[11]对基于目标空间分解方法的多目

标粒子群算法 [7]进行优化，在给每个子区域分配

粒子时，删除没有归属的粒子，给没分到粒子的

区域初始化新的粒子，增加获得较优粒子的可能

性。这样既从整体和局部两方面提升了粒子的收

敛性，同时多样性也得到了一定的优化提升，这

种新的算法被称为基于目标空间分解和连续变异

的多目标粒子群优化算法 (multi-objective particle
swarm optimization based on decomposition and con-
tinuous mutation ，MOPSO/DC)。

1   多目标优化问题

1.1    基本概念
miny = F(x) = ( f1(x), f2(x), · · · , fm(x))
s.t.gi(x) ⩽ 0, i = 0,1,2, · · · ,q
h j(x) = 0, j = 1,2, · · · , p

(1)

x = (x1, x2, · · · , xn) n m

g(x) q

h(x) p

Ω Y = {F(x)|x ∈ Ω}

式中：  为   维决策变量；  为目标

函数的个数；  函数为目标函数的   个不等式

约束；  为目标函数的   个等式约束。所有这

些满足条件的决策变量用集合  表示，

为目标空间。接下来介绍 4 个关于多目标问题的

重要定义。

d,e ∈ Ω d e

d ≻ e

定义 1　Pareto 支配。解 ，  支配 ，记

为 ，满足下面的两个关系式：{
∀i ∈ {1,2, · · · ,m}, fi(d) ⩽ fi(e)
∃i ∈ {1,2, · · · ,m}, fi(d) < fi(e) (2)

x

Ω ¬∃z ∈ Ω z ≻ x

定义 2　Pareto 最优。如果   是 Pareto 最优

解，则在  中，  使  成立。

PS定义 3　Pareto 最优解集 ( )：

PS = {x ∈ Ω|¬∃z ∈ Ω;z ≻ x} (3)

PF定义 4　Pareto 前沿 ( )：
PF = {F(x)|x ∈ PS} (4)

1.2    粒子群优化

粒子群算法中的粒子由速度信息和位置信息

组成，更新公式为

V t+1
k =WK t

k +C1R1(P−Xt
k)+C2R2(G−Xt

k) (5)
Xt+1

k = V t+1
k +Xt

k (6)

W ∈ [0.1,0.9] C1 C2

R1 R2

V t
k

Xt
k

式中：k 指粒子群中第 k 个粒子； t 为当前迭代次

数 ；W 为 权 衡 局 部 搜 索 和 全 局 搜 索 的 参 数 ，

；  和   为学习因子，其大小都为 2；
 和  都是[0，1]之间的随机数；P指当前粒子最

好位置 pbes t；G 指引导粒子 gbes t 的位置；  指在

第 t次迭代中第 k个粒子的速度；  指在第 t次迭

代中第 k个粒子的位置。

2   MOPSO/DC 算法

2.1    目标空间分解

j ∈ {1,2, · · · ,M}

ai (i = 1,2, · · · ,m,
m∑

i=1

ai = 1)

(a1,a2, · · · ,am) A j

m = 2 j

A j

[
j−1

M−1
1− j−1

M−1

]
m = 3

k1 k2

k1 k2

h− k1 u = k2+1+
h∑

k1=1

(h+2− k1)

C2
h+2 ⩾ M[

k1

h
k2

h
1− k1

h
− k2

h

]
m > 3 m−1 k1

ki

m−1 k1

h− k1 ki (h− k1− k2− · · ·ki)

(h− k1− k2− · · ·km−2)

把目标空间 Y 分成 M 个子区域 Y1，Y2， ···，
YM。令  ，对任一给定的第 j 个子区

域，每个目标函数在所有目标函数中所占有的权

重  且  所 组 成 的 向 量

 定义为该子区域的中心向量  。当

目标函数个数   时，则第   子区域的中心向

量  表示为 ；当  时，进行

两层循环，令   为第 1 层 (外层) 循环变量，  为
第 2 层 (内层) 循环变量，  从 0 取到 h，  从 0 取

到  ，每次循环令  ，其

中 h 和 M 满足：当   时 h 取最小值，则第

u 个子区域的中心向量为  ；当

 时，进行  层循环，  为第一层循环变量

(最外层)，依次由外向内，令  为第 i层循环变量，

km-1 为第   层 (最内层) 循环变量，  从 0 取到

h，k2 从 0 取到  ，  从 0 取到  ，

最里层循环变量 km-1 从 0 取到  ，

每次循环令

u =
h∑

k1=0

h−k1∑
k2=0

· · ·

h−k1−···−ki−1∑
ki=0

· · ·
h−k1−···−km−4∑

km−3=0

h−k1−···−km−3∑
km−2=1

(h+2−
m−2∑
l=1

kl)+ km−1+1


Cm−1

h+m−1 ⩾ Mk1

h
k2

h
· · · 1− 1

h

m−1∑
l=1

kl

 m ⩾ 3

其中参数 h、m和子区数 M满足关系：h取满

足  时的最小值，则第 u个子区域的中心

向量为  。当   时，一共产
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Cm−1
h+m−1

u = 1,2, · · ·Cm−1
h+m−1 Cm−1

h+m−1 > M u = 2
M−2

Cm−1
h+m−1−M

Cm−1
h+m−1−M

A j

生   个 中 心 向 量 ， 这 些 向 量 的 下 标 为

。若  ，则从下标   开

始，以   为步长依次删除   个下

标对应的中心向量，然后将剩下的 M个中心向量

依次作为 ，j=1, 2, ···, M。通过每个子区域的中

心向量找出该子区域的 T个相邻的子区域 , 参考

指标为两个中心向量的余弦值。

2.2    粒子的分类与更新

R(r1,r2, · · · ,rm)

ri =min{ fi(x)|x ∈ Ω}, i = 1,2, · · · ,m
f1 f2

R(r1,r2)

在对粒子进行分配时，通过参考点确定每个

粒子的方向向量 [7]。令参考点为 ，其

中  ，m 为目标函数

个数。例如：如图 1 所示，  和   表示两个目标

函数，m=2，则图中粒子 C 的方向向量为从点

 指向点 C的向量 X，X=C−R。通过比较粒子

方向向量和所有子区域中心向量的余弦值，确定

该粒子属于最大余弦值所对应的中心，向量子区域。

在对粒子进行分配时会有以下两种特殊情况：

1 ) 有的子区域粒子数大于子区域的容量

Vol 时，通过适应值进行取舍，适应值公式为
f = aT +CD (7)

a =
2
M

式中：T是 Pareto 支配强度，其数值为当前粒子支

配的粒子数，在适应值计算中加入了 Pareto 支配

强度 T，增强每个子区域中的粒子趋向真实 PF 的

能力；参数 a表示支配强度对适应值的影响程度，

，M 指目标空间子区域数；CD 为拥挤距离，

通过每个目标函数值对粒子进行排序，序列两端

粒子在当前目标函数中的拥挤距离设为 5，其他

粒子在当前目标函数中的拥挤距离为在序列中该

粒子前后两粒子的目标函数值之差的绝对值，最

后将求出的该粒子在每个目标函数中计算的拥挤

距离之和作为当前该粒子的拥挤距离 CD。

计算该子区域包含的粒子的适应值，从大到

小排序，选择序列中前 30% 的粒子，再从这些粒

子中选择离所在子区域中心向量最近的 Vol 个粒

子，多余的劣质粒子删除。

2 ) 当 子 区 域 粒 子 数 少 于 该 子 区 域 容 量

Vol 时，由于情况 1) 中已经对劣质的粒子进行删

除，为了尽可能保证整体的优越性，所以重新初

始化该子区域所缺数目的粒子作为该区域的粒

子，增加获得较优粒子的可能性，增加粒子多样

性。然后计算新粒子的目标函数值。

2.3    连续变异操作

当只采用一种方法进行变异时，不能兼顾全

局粒子和局部粒子的特性。在 MOPSO/DC 中提

出差分+柯西[12]+高斯[13]连续的变异策略，公式为

Xdiff = X+0.5(X1−X2)

XCauchy =
c(t)2

π(X2+ c(t)2)

XGauss =
1

g(t)
√

2π
exp(
−X2

2
)

(8)

g(1) = 2 g(t+1) =
g(t)−1

gmax
c(1) = 1 c(t+1) =

c(t)−1
gmax

Xdiff XCauchy

XGauss

式中：X 为当前引导粒子 gbest 的位置；X1 和 X2 是

从 EPOP 中随机选出的两个不同粒子的位置。这

样在变异时可保留全局粒子的一部分性质，起到

一定信息交流的作用，增加了多样性。t为当前迭

代的次数，gmax 为最大迭代次数， ，

； ， ； 、 和

 分别是对 gbest 的位置进行变异操作之后产生

的新粒子。每次变异后让产生的新粒子和当前

的 gbest 进行比较，选择支配权优先的作为 gbest，然

后进行后续变异操作，直到 3 次变异结束，最终确

定引导粒子 gbest。

高斯变异步长较短，能很好地吸取局部粒子

性质，柯西变异具有相对大的步长，能进行较大

范围的变异，具有全局范围变异的特性，这样能

很好地产生全新的粒子。

yc

yg yc yg

yc =
1

π(x2+1)

yg =
1
√

2π
exp(− x2

2
) x2

c =
1
πyc
−1

x2
g = −2ln(

√
2πyg) (x2

c − x2
g) y

yc yg T =
1
πy
−1+2ln(

√
2πy)

y T ′ = − 1
πy2
+

2
y

(0,
1

2π
)

(
1

2π
,+∞) T (0) > T (

1
5π

) > T (
1

2π
)

T (
1

5π
) > 0 T (0) > 0 yc yg

x2
c > x2

g xc > xg

下面对标准柯西分布   和标准高斯分布

 进行对比分析，根据   和   的单调性和对

称 性 ， 对 其 第 一 象 限 进 行 分 析 ： ,

， 求 反 函 数   和

，求两反函数之差  ，并用  

同时替代 和 ，即 ；对 T求

关于   的导数，即 , T 在   上单

减，在  上单增，所以 ；

又因为 , 所以 ；所以在  和  同

时趋向于 0 时 , , 即  , 所以柯西分布在

x轴上覆盖的面积比高斯分布大。从图 2 中可直
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2
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图 1    粒子的方向向量

Fig. 1    Direction vector of the particle
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观地看出，柯西分布具有较宽的变异范围，粒子

具有较大范围的变异。

用这 3 种方法进行变异操作，既增强了

gbest 的引导能力，同时 gbest 吸取局部或全局粒子的

性质，促进了粒子之间信息交流共享，增加了多

样性。

2.4    MOSPO/DC 步骤

Vol ∈ [1,3]

1) 初始化 2N个粒子的位置，这些粒子的位置

集合记为 POP，初始化 N 个速度，这些速度集合

记为 V，设目标函数的个数为 m，当前迭代次数为 t，
初始化最大迭代次数 g m a x、每个子区域容量

、邻域个数 T以及子区域数目 M。

2) 进行目标空间分解操作。

3) 计算粒子群 POP 目标函数值，选出每个目

标函数的最小值作为参考点 R用于计算每个粒子

的方向向量，方向向量的计算参考图 1。
4) 进行粒子的分类与更新操作，接着将当前

所有子区域粒子的位置信息存入集合 EPOP 中，

最后更新参考点 R，并重新计算每个粒子的方向

向量，清空 POP 备用。

5)gbest 的选择：产生[0，1]之间的随机数 r1,当
r1>0.8 时，随机从 EPOP 集合中选择一个粒子作为

当前粒子的 gbest；否则，在该粒子所在区域的邻域

内操作。首先计算该粒子邻域中每个子区域的中

心向量和该子区域中粒子方向向量的余弦值，然

后选出余弦值最大的子区域中的粒子作为当前粒

子的 gbest。过多地使用变异会让算法变得更加随

机，降低了算法的效率，所以产生[0,1]之间的随机

数 r2,当 r2<0.6 时，对选出的引导粒子位置进行连

续变异操作，确定最终的引导粒子 gbest。否则，不

对 gbest 进行变异操作。

6)pbest 的选择：产生[0,1]之间的随机数 r3，当

r3>0.8 时，随机从 EPOP 中选择一个粒子；否则，

从该粒子的所在区域的邻域中随机选择一个粒

子。让当前粒子和这个随机选出的粒子进行比

较，选出支配权优先的作为当前粒子的 pbest。

7) 通过上述选出的 gbest 和 pbest，以及粒子速度

更新式 (5) 和位置更新式 (6) 产生下一代新的粒

子群体，这些新粒子位置集合记为 NPOP，下一代

新的速度集合重新覆盖集合 V。
8) 如果当前迭代次数 t 大于最大迭代次数

gmax，则循环结束，输出 EPOP 作为最优解集，否则

把 NPOP 和 EPOP 合并放入 POP 中，然后跳转至

3)，继续循环。

3   实验分析

为了测试所提出的 MOPSO/DC 算法的性能，

将其与目前较流行的 MOPSO/D[7]、MOPSOTL[8]、

MOPSODE[9]和 NNIA[14]算法进行对比，实验中同

样选择了文献[7]中的 6 个测试函数，依次为 F1，
F2···F6。为了定量比较 5 种算法的性能，采用以

下 3 种广泛使用的性能指标：HV[15]，测量了粒子

收敛于真实 PF 的效果以及最优解集的多样性，

所获得值越大越好；GD[16]，指算法获得的 PF 到真

实 PF 的距离，数值越小越接近真实 PF，效果越

好； IGD[15]，显示真实 PF 到算法所得到 PF 的距

离，值越小越能说明算法得到的 PF 上的点可以

分散地均匀地收敛于真实 PF 上。

m = 2

M = 500 m = 3 M = 1 035

N = MVol T = [0.1N]

MOPSO/DC 参数设置：当目标函数个数 
时 ， 。 当   时 ， 。 V o l = 1 ，

， ，粒子维度 n=10，最大循环次

数 gmax=1 000，一共进行了 30 次实验求各性能指

标的均值和标准差。其他算法参数请参考文

献[7]。
MOPSO/DC 与其他算法关于这 6 个测试函数

的 3 种性能指标对比结果见表 1，表中给出了通

过 MOPSO/DC 和其他 4 个算法获得关于这 6 个

问题的 IGD、GD 和 HV 的平均值和标准差。从

表 1 中可以看出：1)MOPSO/DC 获得的 IGD 平均

值远小于其他 4 种算法；2)MOPSO/DC 获得的

GD 平均值都是最佳的，除 F3 函数外，不过关于

F3 的 GD 均值，本算法也优于 MOPSO/D 算法 [7]；

3) 通过 MOPSO/DC 获得的 HV 值总体来说比其

他算法获得的 HV 值好 (除 F1 函数)，说明 MOPSO/
DC 的收敛性以及解的多样性也相当好。整体来

说，MOPSO/DC 的这 3 个性能指标优于其他 4 个

算法，对 MOPSO/D 算法进行了很好的改进。
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图 2    标准高斯和分布柯西分布对比

Fig. 2    Comparison of standard Gaussian and Cauchy dis-
tributions
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MOPSO/DC 算法的仿真图如图 3，结果显示

该算法得到的 PF 和真实 PF 完全重合。

通过这些对比实验得出结论：MOPSO/DC 对

原算法 [7]的收敛性和多样性进行了很好地优化，

增强了粒子趋向真实 PF 的效果，并且具有很好

的稳定性。

 

表 1   各算法效果指标对比

Table 1    Comparison of the effect of each algorithm
 

函数 算法
IGD GD HV

平均值 标准差 平均值 标准差 平均值 标准差

F1

MOPSO/DC 0.000 0 0.000 0 0.000 1 0.000 0 0.332 4 0.000 0

MOPSO/D 0.004 5 0.000 1 0.001 8 0.000 1 0.659 8 0.000 2

MOPSOTL 0.143 3 0.137 5 0.001 4 0.002 0 0.274 1 0.116 5

MOPSODE 0.119 0 0.076 9 0.002 1 0.001 8 0.264 1 0.057 6

NNIA 0.383 0 0.014 9 0.061 5 0.134 7 0.125 1 0.026 5

F2

MOPSO/DC 0.000 0 0.000 0 0.000 0 0.000 0 0.665 7 0.000 0

MOPSO/D 0.005 9 0.000 4 0.002 2 0.000 2 0.325 2 0.000 3

MOPSOTL 0.321 4 0.297 7 0.000 4 0.000 6 0.374 3 0.227 7

MOPSODE 0.309 2 0.226 2 0.000 7 0.001 2 0.370 9 0.170 5

NNIA 0.354 6 0.000 0 0.000 0 0.000 0 0 0

F3

MOPSO/DC 0.000 0 0.000 0 0.000 2 0.000 0 0.784 5 0.000 0

MOPSO/D 0.005 3 0.000 2 0.001 5 0.000 2 0.202 7 0.000 4

MOPSOTL 0.422 0 0.329 7 0.000 5 0.000 6 0.468 0 0.245 9

MOPSODE 0.369 6 0.321 4 0.001 0 0.002 0 0.501 4 0.232 9

NNIA 0.387 3 0.000 0 0.000 0 0.000 0 0 0

F4

MOPSO/DC 0.000 0 0.000 0 0.000 2 0.000 1 0.596 1 0.014 5

MOPSO/D 0.004 7 0.000 1 0.001 7 0.000 2 0.513 1 0.000 6

MOPSOTL 0.327 8 0.253 9 0.000 7 0.000 7 0.147 1 0.168 0

MOPSODE 0.224 8 0.190 0 0.002 6 0.003 8 0.334 5 0.217 6

NNIA 0.356 2 0.003 9 0.007 5 0.001 6 0.018 7 0.008 4

F5

MOPSO/DC 0.000 1 0.000 0 0.000 7 0.000 0 0.809 9 0.001 2

MOPSO/D 0.041 0 0.000 6 0.021 9 0.000 6 0.764 5 0.003 7

MOPSOTL 0.038 9 0.024 9 0.004 3 0.000 8 0.737 4 0.024 7

MOPSODE 0.296 2 0.249 7 0.005 0 0.000 9 0.572 5 0.059  

NNIA 0.299 4 0.000 0 0.017 2 0.000 3 0.494 0 0.000 3

F6

MOPSO/DC 0.000 2 0.000 0 0.000 7 0.000 0 0.459 8 0.001 5

MOPSO/D 0.062 7 0.003 4 0.026 9 0.001 8 0.391 2 0.005 7

MOPSOTL 0.078 7 0.006 6 0.006 9 0.001 3 0.334 6 0.010 3

MOPSODE 0.322 2 0.049 5 0.012 4 0.003 7 0.216 8 0.035 3

NNIA 0.369 4 0.000 1 0.018 7 0.000 4 0.210 2 0.000 1
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4   结束语

本文提出的算法采用目标空间分解与子区
域粒子更新和对引导粒子 gbest 的位置进行连续变
异的方法来提高粒子多样性和收敛性，对原算法
的不足之处进行了很好地弥补和优化。通过和
4 个不同种类的优化算法对不同种测试函数进行
多种性能的测试对比实验证明，MOPSO/DC 整体
效果最好，具有很高收敛性，多样性方面也有提
升。总之，MOPSO/DC 对多目标优化问题的多个
性能指标同时进行了很好的优化。未来的研究重
点是，将该算法更好地适应更多目标的优化问
题，增强其通用性，用于解决实际问题。
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图 3    测试函数的仿真图

Fig. 3    Test function’s simulations
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