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摘    要：分布式约简可以保证约简前后决策系统各规则的置信度保持不变，是属性约简的重要方法之一。最大分布

式约简保持了约简前后决策系统中可信程度最大的规则不变，提取置信度较大的规则在智能决策中具有广泛的应用

价值。本文在相容关系下的不协调区间值决策系统中引入最大置信度的概念，构造最大分布保持不变的可辨识矩

阵，并给出基于可辨识矩阵的最大分布约简算法。分析了不协调区间值决策系统的最大分布约简算法与其它约简算

法之间的关系。最后，利用 UCI 标准数据集进行了实验验证，实验结果表明了算法的有效性。
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Maximum distribution reduction in inconsistent interval-valued
decision systems

YIN Jiliang1,2，ZHANG Nan1,2，TONG Xiangrong1,2，CHEN Manru1,2

(1. Key Lab for Data Science and Intelligence Technology of Shandong Higher Education Institutes, Yantai University, Yantai
264005, China; 2. School of Computer and Control Engineering, Yantai University, Yantai 264005, China)

Abstract: Distribution reduction is one of the important methods of attribute reduction as it can guarantee consistent
confidence coefficients of all decision rules before and after reduction. Maximum distributed reduction keeps the un-
changed rule with the highest confidence coefficient in the decision system, and extracting a rule with a high confidence
coefficient has a wide application value. This paper introduces the concept of maximum confidence coefficient for in-
consistent interval-valued decision systems based on compatibility relation and proposes a maximum distribution reduc-
tion algorithm based on discernibility matrix, whereby a discernibility matrix is constructed to keep the unchanged max-
imum distribution. The relationship between the maximum distribution reduction algorithm in inconsistent interval-val-
ued decision systems and other reduction algorithms was analyzed. Experiments were performed using UCI standard
data sets, and the proposed algorithm proved to be effective.
Keywords: distributed reduction; maximum distributed reduction; confidence coefficient; compatibility relation; dis-
cernibility matrix; inharmonious; interval-valued; decision system

属性约简[1-7]是粗糙集理论[1-3]的核心研究内容

之一，在数据挖掘、机器学习、决策分析、智能信息

处理等领域取得了诸多研究成果。属性约简的目的

是删除冗余属性，只保留使决策表某种分类特征不

变的最小属性子集。差别矩阵方法是一种用于求取

所有属性约简的有效方法，该方法由 Skowron [ 8 ]

于 1982 年提出，并将差别矩阵应用于正域约简中。诸

多学者在此基础上做了大量的研究工作。Kryszkie-
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wicz[9]于 1999 年在不完备信息系统下引入广义决策

保持约简的概念，并提出基于差别矩阵的广义决策

保持约简方法；2007 年，邓大勇等[10]首先分析了不

相容信息系统下几种约简目标之间的关系；2009
年，Miao 等[11]进一步分析了 3 种约简目标之间的关

系，提出不可分辨关系保持约简以及相应的差别矩

阵构造方法；Zhou 等[12]在 2011 年对现有的 13 种属

性约简目标进行总结，并将所有约简目标分为

4 类，完善了现有约简目标之间的关系。

α

分布约简保持了信息系统约简前后每条规则置

信度不变。2003 年，张文修等[13]提出了分配约简、

分布约简以及最大分布约简的概念，并分别给出了

基于差别矩阵的分配约简、分布约简以及最大分布

约简方法；2007 年，徐伟华等[14]在优势关系下提出

了两种约简概念，即分布约简和最大分布约简，同

时建立了基于差别矩阵的分布和最大分布约简的具

体方法。如某一段时间内的温度、湿度等区间值数

据在现实环境中大量存在，它较好地表示了许多不

确定类型数据，区间值决策系统是经典 Pawlak 决策

系统的推广，充分地考虑了数据的不确定性，在近

几年得到了广泛关注。2009 年，张楠等[15]定义了 -
极大相容类的概念，提出了区间值决策系统的广义

决策保持约简；2016 年，张楠等[16]在不协调区间值

决策系统中提出确定性规则保持约简；2016 年，张

楠等[17]讨论了不协调区间值决策系统中的知识约简

并提出了分布约简的概念。

基于上述研究，文献[13]和[14]分别对等价关系

和优势关系下的最大分布约简进行了研究，但未有

区间值决策系统的最大分布约简讨论。置信度表示

了信息系统中规则的可信程度，置信度越大，规则

的可信程度越高；置信度越小，规则的可信程度越

低，在实际应用中，人们往往关注置信度最大的规

则。为此，本文提出了区间值决策系统的最大分布

约简概念，为区间值决策系统提供了一种求取所有

属性约简的新方法。

1   基本知识

1.1    区间值决策系统的粗糙近似

基于相容关系的区间值粗糙集模型是经典

Pawlak 粗糙集模型的推广，首先给出相关概念和

性质。

IS = (U,AT,V, f )

U U = {x1, x2, · · · , x|U |} AT
AT = {a1,a2, · · · ,a|AT|} V

V= ∪
ak∈AT

Vak
Vak

ak ∈ AT f :U×AT→
U xi

给定区间值信息系统 [ 1 5 - 1 8 ] ，其

中， 是有限对象集合， ； 是有限

属性集合， ； 是全体属性的值

域，即 ， 是属性 的值域；

V是一个信息函数，它指定论域 中每一个对象 在

xi ∈ U ak ∈ AT

f (xi,ak) = ak(xi) =[lk
i ,u

k
i ]

属性 ak 上的区间属性值，即对任意的 ， ，

有 。

AT

D C = {a1,a2, · · ·a|C|} D = {d} C∪D= AT
VC ∪VD VC VD

f : U ×C→ VC f : U ×D→ VD

DS = (U,C∪D,V, f )

如果属性集 由条件属性集 C 和决策属性集

组成， ， ，即 ；V  =
，其中， 为条件属性值集合， 为决策属性

值集合； 为区间值映射，

为单值映射，则称区间值信息系统为区间值决策系

统 。

η1=[lk
i ,u

k
i ] η2=[lk

j,u
k
j]定义 1　设 和 为任意两个区

间值，则区间值的交运算与并运算如下。

1) 区间值交运算为

η1∩η2 =

{
0, (uk

i < lk
j)∨ (uk

j < lk
i )

[max(lk
i , l

k
j),min(uk

i ,u
k
j)], 其他

2) 区间值并运算为

η1∪η2 = [min(lk
i , l

k
j),max(uk

i ,u
k
j)]

目前，度量区间值相似度比较合理的主要方法

有 Jaccard 相似率、悲观相似率和乐观相似率，本文

统一采用 Jaccard 相似率来度量两个区间值的相似度。

DS = (U,C∪D,V, f )

xi, x j ∈ U ak ∈ C ak(xi)= [lk
i ,u

k
i ]

ak(x j) = [lk
j,u

k
j] αk

i j

定义 2　 为区间值决策系统，

对任意的 ， ，区间值 和

的 Jaccard 相似率[18] 定义为

αk
i j=
|[lk

i ,u
k
i ]∩ [lk

j,u
k
j]|

|[lk
i ,u

k
i ]∪ [lk

j,u
k
j]|

Jaccard 相似率为两个区间数的交集与并集长

度的比值，它适合度量长度相似的两个区间数。

DS = (U,C∪D,V, f )

U = {x1, x2, · · · , x6}
{a1,a2,a3,a4} D ={d}

例 1　区间值决策系统 ，如

表 1 所示，其中， 为对象的集合，C =
为条件属性的集合， 为决策属性。

 

  
表 1    不协调区间值决策系统

Table 1    Inconsistent interval-valued decision systems
 

U a1 a2 a3 a4 d

x1 [0.86,3.13] [–0.20,2.23] [–0.26,2.26] [–0.19,2.20] 1

x2 [–0.12,2.13] [0.79,3.20] [0.73,3.26] [0.73,3.26] 2

x3 [–0.13,2.20] [0.86,2.95] [–0.26,2.26] [–0.24,2.12] 2

x4 [–0.14,2.01] [0.85,3.01] [0.71,3.11] [–0.24,2.11] 2

x5 [–0.13,2.13] [0.79,2.94] [–0.26,2.23] [–0.25,2.30] 1

x6 [–0.13,2.13] [0.82,3.10] [–0.24,2.19] [–0.24,2.11] 1
 
 

η1 = [l1
1,u

1
1] η1 = [l1

2,u
1
2] η1 η2令 ， ，分别计算 和 的交、

并：
η1∩η2 = [0.86,3.13]∩ [−0.12,2.13] = [0.86,2.13]
η1∪η2 = [0.86,3.13]∪ [−0.12,2.13] = [−0.12,3.13]

η1 η2计算 和 的 Jaccard 相似率：

α1
12 =
|[l1

1,u
1
1]∩ [l1

2,u
1
2]|

|[l1
1,u

1
1]∪ [l1

2,u
1
2]| = 0.391

DS = (U,C∪定义 3 [ 1 5 ]　对于区间值决策系统
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D,V, f ) ak ∈C α ∈ [0,1] ak α， ， ，则关于条件属性 的 -相容

关系定义为

Tα{ak} = {(xi, x j)|(xi, x j) ∈ U ×U,αk
i j > α}

αk
i j ak α

α

其中 表示对象 x i 和对象 x j 关于属性 的 -Jac-
card 相似度，简称 -相似度。

A ⊆ U α关于条件属性子集 的 -相容关系定义为

TαA = {(xi, x j)|(xi, x j) ∈ U ×U,αk
i j > α,ak ∈ A}

DS = (U,C∪
D,V, f ) A ⊆C ak ∈ A α ∈ [0,1] Tα{ak}

ak α

A

性质 1 [ 1 5 ]　对于区间值决策系统

， ， ， ， 是属性 的 -相容

关系，则关于集合 的相容关系为
TαA = ∩

ak∈A
Tα{ak}

DS = (U,C∪D,

V, f ) A ⊆C TαA

性质 2 [ 1 8 ]　设区间值决策系统

， ，则 具有：

(xi, x j) ∈ TαA1) 自反性：任意 xi∈U，则 。

(xi, x j) ∈ TαA
(x j, xi) ∈ TαA

2) 对称性：任意 x i，x j∈U，若 ，则

。

xi, x j, xk ∈ U (xi, xk) ∈
TαA (xk, x j) ∈ TαA (xi, x j) ∈ TαA

3) 非传递性：任意 ，若满足

和 ，则 不一定成立。

DS = (U,C∪D,

V, f ) A ⊆C α ∈ [0,1] TαA
α

定义 4 [ 1 8 ]　设区间值决策系统

， ， ， 是属性集 A 的 α-相容关系，

则关于对象 xi 在属性集 A下的 -相容类定义为
S αA(xi) = {x j|x j ∈ U, (xi, x j) ∈ TαA}
xi ∈ U DS α对任意 ，区间值决策系统 在阈值 下的

相容类集合定义为
S αA(U) = {S αA(x1),S αA(x2), · · · ,S αA(xn)}

n其中 是论域的个数。

经典粗糙集中对象间的二元关系为等价关系，

具有自反性、传递性、对称性，导出的等价类集合是

对论域的划分，而定义 4 中的相容类是对论域的

覆盖。

DS = (U,C∪D,V, f )

S αA(xi) xi

X α

定义 5　给定区间值决策系统 ，

是在相容关系下包含 的相容类，则对象集合

关于 -相容关系的上、下近似[19]分别定义为

aprαA(X) = {xi|xi ∈ U,S αA(xi)∩X , Ø}
aprαA(X) = {xi|xi ∈ U,S αA(xi) ⊆ X}

X α集合 关于 -相容关系的正域为
POSαA(X) = aprαA(X)

X

X

下近似是由肯定属于 的对象组成的集合，上

近似是由可能属于 的对象组成的集合，根据上下

近似的概念，决策规则可以分为确定性规则和可能

性规则。

DS= (U,C∪D,V, f )

X⊆U A⊆C A

定义 6[16]　给定区间值决策系统 ，

， ，则条件属性集 的近似分类精度定义为

µαA(X) =
|aprαA(X)|

|aprαA(X)|
近似分类精度表示确定性规则占可能性规则的

比例，近似分类精度越大，区间值信息系统中确定

性规则越多；反之，确定性规则越少。

DS = (U,C∪D,V,

A ⊆C U

{D1,D2, · · · ,D|U/D|} α

定义 7[16]　对于区间值决策系统

f ) ， ， 决 策 属 性 D 对 的 划 分 为 U / D  =
，决策属性 D 关于 -相容关系的

上、下近似分别定义为

aprαA(D) = {xi|xi ∈ U,D j ∈ U/D,S αA(xi)∩D j , Ø}
aprαA(D) = {xi|xi ∈ U,D j ∈ U/D,S αA(xi) ⊆ D j}

α决策属性 D关于 -相容关系的正域定义为

POSαA(D) = aprαA(D)

DS = (U,C∪D,

V, f ) A ⊆C U U/D = {D1,

D2, · · · ,D|U/D|}

定义 8 [ 1 6 ]　设区间值决策系统

， ，决策属性 D 对 的划分为

，则在决策属性 D 下，关于条件属性集

A的近似分类精度定为

µαA(D) =
|aprαA(D)|

|aprαA(D)|
X

D

定义 5 和定义 6 是关于集合 的上、下近似和

近似分类精度，而定义 7 和定义 8 是关于决策属性

的上、下近似和近似分类精度。

DS= (U,C∪D,V, f )

xi, x j ∈ U i , j x j α

d(xi) = d(x j) xi ∈ U A ⊆C

α α

定义 9[13]　对于区间值决策系统 ，

对任意 ，且 ，若 xi 和 具有 -相容关系，

且满足 ，则称 是关于属性集 的

-协调对象；否则称为 -不协调对象。

xi ∈ U A ⊆C α

DS

若存在一个对象 是关于 的 -不协调

对象，那么称 为不协调区间值决策表，否则称为

协调区间值决策表。

α = 0.6

T0.6
C

例 2　如表 1 所示的区间值决策系统，令 ，

则相容关系 为

T0.6
C =



1 0 0 0 0 0
0 1 0 0 0 0
0 0 1 0 1 1
0 0 0 1 0 0
0 0 1 0 1 1
0 0 1 0 1 1


α = 0.6根据相似率布尔矩阵，计算阈值 下的相

容类集合为

S 0.6
C (U) = {S 0.6

C (x1),S 0.6
C (x2), · · · ,S 0.6

C (x6)}
S 0.6

C (x1) = {x1} S 0.6
C (x2) = {x2} S 0.6

C (x3) = S 0.6
C (x5) =

S 0.6
C (x6) = {x3, x5, x6} S 0.6

C (x4) = {x4}
式中： ， ，

， 。

U/D = {{x1, x5, x6} , {x2, x3, x4}}
T0.6

C

为决策属性 D 对

U 的划分，计算决策属性 D 关于相容关系 的上、

下近似：

apr0.6
C (D) = U apr0.6

C (D) = {x1, x2, x4}，

计算条件属性集 C的近似分类精度：

µ0.6
C (D) =

|aprαC(D)|

|aprαC(D)|
=

3
6
= 0.5
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1.2    区间值决策系统的分布约简

文献[16]提出不协调区间决策系统的分布约简。

DS = (U,C∪D,

V, f ) A ⊆ U U/D = {D1,D2, · · · ,D|U/D|}
定义 1 0　设区间值决策系统

， ， ，则 x i∈U 对应

的概率分布定义为

µαA(xi) = (D(D1/S αA(xi)),D(D2/S αA(xi)), · · · ,
D(D j/S αA(xi), · · · ,D(D|U |/S αA(xi)))

D(D j/S αA(xi)) =
|D j∩S αA(xi)|
|S αA(xi)|

j ⩽ |U/D|式中 ， 。

DS = (U,C∪D,

V, f ) U = {x1, x2, · · · , x|U |} 1 ⩽ i, j ⩽ |U |
定义 1 1　设区间值决策系统

， ，则对任意 ：

DMα
D(i, j) =

{
{ak |ak ∈C∧αk

i j < α}, µαA(xi) , µαA(x j)
Ø, µαA(xi) = µαA(x j)

DMα
D(i, j) α

DMα
D i j DMα

D

i, j = 1,2, · · · , |U |

式中： 为基于 -相容类的分布约简可辨识

矩阵 第 行 列的元素， 简称为分布可辨识

矩阵，其中 ，Ø表示空集。

DS = (U,C∪D,V, f )

C = {a1,a2, · · · ,a|C|} DMα
D(i, j)

α

a1,a2, · · · ,a|C| |C| ā1, ā2, · · · ,
ā|C|

定义 12　设区间值决策系统 ，

， 表示可辨识矩阵中第

i行 j列的元素，基于 -相容类的分布可辨识函数定

义为与 相对应的 个布尔变量

的布尔函数为
f αD (C)(ā1, ā2, · · · , ā|C|) = ∧{∨DMα

D(i, j) : DMα
D(i, j) , Ø}
∨DMα

D(i, j)

a ∈ DMα
D(i, j) ā

此函数简称分布可辨识函数。这里的 表

示满足 的全体布尔变量 的析取式。

f αD (C) hαD(C)

(ā1, ā2, · · · , ām) = (∧θ1)∨ · · ·∨ (∧θl), θk ⊆C,k = 1,2, · · · , l θk

利用分配率和吸收率将 转化为

，

中每一个属性元素只出现一次。

DS = (U,C∪D,V, f )

hαD(C) f αD (C) A ⊆C

hαD(C)

定理 1　设区间值决策系统 ，

是分布可辨识函数 的形式转化，若

是分布约简，当且仅当 A是 的一个蕴含项。

基于可辨识矩阵的分布约简算法 (distribution
reduction algorithm based on discernibility matrix，
DRADM) 描述如下。

算法 1　DRADM
DS输入　区间值决策系统 ，阈值 α。

输出　区间值决策系统的所有分布保持约简结果。

DS α

S αC(U)

1) 计算区间值决策系统 的在阈值 下的相容

类集合 ；

µαC(xi)

2) 根据每个对象对应的相容类，计算每个对象

相对于每一个决策类的概率分布 ；

DMα
D

3) 根据每个对象的可信度不同构造分布约简

可辨识矩阵 ；

DMα
D

f αD (C)

4) 由可辨识矩阵 计算分布约简可辨识函

数 ；

f αD (C) hαD(C)

hαD(C)

5) 利用分配率和吸收率将 转化为 ，

中每一个蕴含项为一个分布保持的约简。

α = 0.6例 3　如表 1 所示的区间值决策系统，令 ，

根据例 2 可知相似布尔矩阵以及相容类集合。

计算每个对象对应的概率分布：

µ0.6
C (x1) = {1,0} µ0.6

C (x2) = {0,1}
µ0.6

C (x3) = {2/3,1/3} µ0.6
C (x4) = {0,1}

µ0.6
C (x5) = {2/3,1/3} µ0.6

C (x6) = {2/3,1/3}

， ，

　　 ， ，

　　 ， 。

计算分布保持约简可辨识矩阵：

DM0.6
D (6,6) =



Ø
a1,a2,a3,a4 Ø

a1,a2 a3,a4 Ø
a1,a2,a3 Ø a3 Ø

a1,a2 a3,a4 Ø a3 Ø
a1,a2 a3,a4 Ø a3 Ø Ø


计算分布约简可辨识函数：

f 0.6
D (C)(ā1, ā2, ā3, ā4) = a3∧ (a2∨a1)

转化后的分布约简可辨识函数为

h0.6
D (C)(ā1, ā2, ā3, ā4) = (a1∧a3)∨ (a2∧a3)

{a1,a3} {a2,a3}因此分布保持约简为 和 。

2   区间值决策系统的最大分布约简

本节在区间值决策系统中引入最大规则置信度

的概念，提出了不协调区间值决策系统的最大分布

约简算法。

DS = (U,C∪D,V, f )

A ⊆C U/D = {D1,D2, · · · ,D|U/D|} xi ∈ U

定义 13　设区间值决策系统 ，

， ，则 对应的最大

概率分布定义为
mαA(xi) = D(D j0/S

α
A(xi)) =max

j⩽q
D(D j/S αA(xi))

xi ∈ U对应的最大分布为
γαA(xi) = {D j|D(D j/S αA(xi)) = D(D j0/S

α
A(xi)}

γαA(xi) = γαC(xi)

α

α

若对任意的 x i∈U，有 ，称 A 是

DS 中基于 -相容关系的最大分布协调集，简称最大

分布协调集。若 A是最大分布协调集，且 A的任意

真子集都不是最大分布协调集，那么称 A是 DS 中

基于 -相容关系的最大分布相对约简，简称最大分

布约简。

DS = (U,C∪D,V, f )

A ⊆C xi ∈ U

定义 14　设区间值决策系统 ，

， ，若属性子集 A满足：

γαA(xi) = γαC(xi)1) ；

B ⊂ A γαB(xi) , γαC(xi)2) 任意 ，满足 ；

α

Reduct α Core

那么称属性子集 A 为区间值决策系统基于相容关

系的最大分布约简。DS 的所有约简集合记为 -
，所有约简的交集称为 DS 的核，记为 - 。

DS = (U,C∪D,V, f )

A ⊆C xi, x j ∈ U

γαC(xi) = γαC(x j) S αA(xi) ,S αA(x j)

定理 2　设区间值决策系统 ，

，则 A是最大分布协调集当且仅当任意 ，

当 ，有 。

J(S αA(xi)) = {S αC(x j)|S αC(x j) ⊆ S αA(xi)}
⇒

证 明 　 记 。

“ ”：设 A 是最大分布协调集，对任意 x i，x j∈U，
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S αA(xi) = S αA(x j) (xi, x j) ∈ TαA γαA(xi) = γαA(x j)

γαA(xi) = γαC(xi) γαA(x j) = γαC(x j)

γαC(xi) = γαC(x j) γαC(xi) , γαC(x j)

xi, x j ∈ U γαC(xi) = γαC(x j) S αA(xi) , S αA(x j)

假设 ，有 ，即 ，

又 因 为 和 成 立 ， 那 么

，这与 矛盾，从而任意

，当 时，有 。

⇐ xi, x j ∈ U S αA(xi) = S αA(x j)

γαC(xi) = γαC(x j) D j0 ∈ γαC(xi) D j0 ∈ γαC(x j)

S αA(xi) = ∪{S αC(x j)|S αC(x j) ∈J(S αA(xi))}
k ⩽ q

“ ” ： 对 任 意 ， 当 ， 有

，对于任意的 ，有 。

由于 ，于是对任意

的 ，有
D(Dk/S αA(xi))=∑ {|Dk ∩S αC(x j)| : S αC(x j) ∈ J(S αA(xi))}

|S αA(xi)|
=∑{ |Dk ∩S αC(x j)|

|S αC(x j)|
×
|S αC(x j)|
|S αA(xi)|

: S αC(x j) ∈ J(S αA(xi))
}
⩽∑{ |D j0 ∩S αC(x j)|

|S αC(xi)|
×
|S αC(x j)|
|S αA(xi)|

: S αC(x j) ∈ J(S αA(xi))
}
=

|D j0 ∩S αA(xi)|
|S αA(xi)|

=D(D j0/S
α
A(xi))

D j0 ∈ γαC(xi) γαA(xi) = γαC(xi)故 ，从而 。

D j0 ∈ γαA(xi) D j0 ,γ
α
C(xi)

S αC(x j) ∈ J(S αA(xi)) γαC(xi) = γαC(x j)

mαC(x j) > D(D j0/S
α
C(x j)) Dk0 ∈ γαC(x j)

另一方面，任意的 ，若 ，则

任 意 的 ， 由 可 得

。取  ，则
D(Dk0/S

α
A(xi))=∑{ |Dk0 ∩S αC(x j)|

|S αC(x j)|
×
|S αC(x j)|
S αA(xi)

: S αC(x j) ∈ J(S αA(xi))
}
=∑{

mαC(x j)×
|S αC(x j)|
|S αA(xi)|

: S αC(x j) ∈ J(S αA(xi))
}
>∑{

D(D j0/S
α
C(x j))×

|S αAT(x j)|
|S αA(xi)|

: S αC(x j) ∈ J(S αA(xi))
}
=∑{ |D j0 ∩S αC(x j)|

|S αC(x j)|
×
|S αC(x j)|
|S αA(xi)|

: S αC(x j) ∈ J(S αA(xi))
}
=

|D j0 ∩S αA(xi)|
|S αA(xi)|

= D(D j0/S
α
A(xi))

D j0 ∈ γαA(xi) D j0 ∈ γαC(xi) γαA(xi) ⊆
γαC(xi)

与 矛盾，因此  ，于是有

。

xi ∈ U γαA(xi) = γαC(xi)因此，证明了对任意 ， ，即集

合 A是最大分布协调集。定理得证。

DS = (U,C∪D,V, f )

U = {x1, x2, · · · , x|U |} i ⩾ 1, j ⩽ |U |
定义 15　设区间值决策系统 ，

，则对任意 ：

DMα
DMax(i, j) =

{
{ak |ak ∈C∧αk

i j < α}, γαA(xi) , γαA(x j)
Ø, γαA(xi) = γαA(x j)

DMα
DMax(i, j)

DMα
DMax i j DMα

DMax

i, j = 1,2, · · · , |U |

为基于 α-相容类的最大分布约简可

辨识矩阵 第 行 列的元素， 简称为最

大分布可辨识矩阵，其中 ，Ø表示空集。

基于 α-相容类的最大分布可辨识矩阵是一个

相对于主对角线对称的矩阵，在进行运算时只需考

虑其上三角或下三角部分即可。

DS = (U,C∪D,V, f )定理 3　设区间值决策系统 ，

A ⊆C xi, x j ∈ U

γαC(xi) , γαC(x j) DMα
DMax(i, j)∩A , Ø

，则 A是最大分布协调集当且仅当任意 ，

当 时，有 。

⇒ A
xi, x j ∈ DMα

DMax(i, j) DMα
DMax(i, j)∩A , Ø

S αC(xi) S αC(x j) γαC(xi) , γαC(x j)

S αA(xi) , S αA(x j) ak ∈ A αk
i j < α

ak ∈ DMα
DMax(i, j) DMα

DMax(i, j)∩A , Ø

证明　“ ”：设 是最大分布协调集，对于任意的

U，假设存在 使 ，

则存在 和 ，有 ，由定理 1 得

，从而存在 ，满足 ，因此存

在 ，即 。

⇐ γαC(xi) ,γαC(x j)

DMα
DMax(i, j)∩A , Ø ak <DMα

DMax(i, j)

αk
i j > α (xi, x j) ∈ TαA xi、x j α

S αA(xi) S αA(x j) S αA(xi) = S αA(x j)

A

“ ”：假设存在 xi，xj∈U，满足 ，且

，则对任意 ak∈A，有 ，

，因此 。假设 对应的 -相容类

分别为 和 ，则有 ，由定理

1 得 不是最大分布协调集。定理得证。

DS = (U,C∪D,V, f )

C =
{
a1,a2, · · · ,a|C|

}
DMα

DMax(i, j)

i j

a1,a2, · · · ,am |C| ā|C|
f αD (C)Max(ā1, ā2, · · · , ā|C|) =∧{∨DMα

DMax(i, j) :

定义 16　设区间值决策系统 ，

， 表示最大分布可辨识矩

阵中第 行 列的元素，基于 α-相容类的最大分布可

辨识函数为与 相对应 个布尔变量

的布尔函数：

DMα
DMax(i, j) , Ø} α

∨DMα
DMax(i, j)

a ∈ DMα
DMax(i, j) ā

，为基于 -相容类的最大分布约简可

辨识函数，简称最大分布可辨识函数。

表示满足 的全体布尔变量 的析取式。

f αD (C)Max (ā1,

ā2, · · · , ā|C|) = (∧θ1)∨ · · ·∨ (θl) θk ⊆C,k = (ā1, ā2, · · · , ā|C|) =
(∧θ1)∨ · · ·∨ (θl), θk ⊆C,k = 1,2, · · · , l θk

利用分配率和吸收率将 转化为

，

， 中每一个属性

元素只出现一次。

DS = (U,C∪D,

V, f ) hαD(C)Max f αD (C)Max

A hαD(C)Max

定理 4 　设区间值决策系统

， 是可辨识函数 的形式转化，若

是最大分布约简，当且仅当 A是 的一个蕴

含项。

⇒ θ hαD(C)Max

DMα
DMax(i, j)∩ θ , Ø θ

证明　“ ”：假设 是 的一个蕴含项，则

存在 ，通过定理 2 得知 是其中一

个最大分布约简。

⇐ hαD(C)Max(ā1, ā2, · · · , ām) =

(∧θ1)∨ · · ·∨ (θl), θk ⊆C,k = 1,2, · · · , l
S αC(xi) S αC(x j) γαC(xi) , γαC(x j)

DMα
DMax(i, j)∩ θ′ , Ø

“ ”：根据定义 16 可得

，若在θ中去掉一个元

素形成 θ′，则存在 和 满足 ，

使得 ，故 θ′ 不是最大分布约简，

从而 θ是其中一个最大分布约简。定理得证。

基于差别矩阵的分布约简算法 (maximum dis-
tribution reduction algorithm based on discernibility
matrix，MDRADM) 描述如算法 2。

算法 2　MDRADM
α输入　区间值决策系统 DS，阈值 。

输出　区间值决策系统的所有最大分布保持约

简结果。

α

S αC(U)

1) 计算区间值决策系统 DS 在阈值 下的相容

类集合 。
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µαC(xi)

2) 根据每个对象对应的相容类，计算每个对象

相对于每一个决策类的概率分布 。

γαC(xi)

3) 根据每个对象的概率分布，计算所对应的最

大分布 。

DMα
DMax

4) 根据每个对象的可信度不同构造最大分布

约简可辨识矩阵 。

DMα
DMax

f αD (C)Max

5) 由可辨识矩阵 计算最大分布约简可

辨识函数 。

U hαD(C)Max

hαD(C)Max

6) 利用分配率和吸收率将 转化为 ，

中每一个蕴含项为一个最大分布保持的约简。

O(|C||U |2 ) |C| |U |

算法 2 是通过可辨识矩阵求得区间值决策表的

所有最大分布保持约简，因此算法在最坏情况下的

时间复杂度为 ， 为条件属性的个数， 为

对象的个数。

α = 0.6

例 4　如表 1 所示的区间值决策系统，令

，根据例 2 可知相似布尔矩阵以及相容类。

D U计算决策属性 对 划分：

U/D = {D1,D2} =
{
{x1, x5, x6}, {x2, x3, x4}

}
。

计算每个对象对应的概率分布：

µ0.6
C (x1) = {1,0} µ0.6

C (x2) = {0,1}， ，

µ0.6
C (x3) = {2/3,1/3} µ0.6

C (x4) = {0,1}， ，

µ0.6
C (x5) = {2/3,1/3} µ0.6

C (x6) = {2/3,1/3}， 。

计算每个对象对应的最大分布：

γ0.6
C (x1) = {D1} γ0.6

C (x2) = {D2}， ，

γ0.6
C (x3) = {D1} γ0.6

C (x4) = {D2}， ，

γ0.6
C (x5) = {D1} γ0.6

C (x6) = {D1}， 。

计算最大分布约简可辨识矩阵：

DM0.6
DMax(6,6) =



Ø
a1,a2,a3,a4 Ø

Ø a3,a4 Ø
a1,a2,a3 Ø a3 Ø

Ø a3,a4 Ø a3 Ø
Ø a3,a4 Ø a3 Ø Ø


计算最大分布约简可辨识函数：

f 0.6
D (C)Max(ā1, ā2, ā3, ā4) = a3

因此，最大分布保持约简结果为{a3}。
α

0.4,0.5,0.6,0.7

例 5　如表 1 所示的区间值决策系统，令 分别

为 ，则分布保持约简结果为

h0.4
D (C)(ā1, ā2, ā3, ā4) = a1∨a4

h0.5
D (C)(ā1, ā2, ā3, ā4) = (a1∧a3)∨ (a2∧a3)

h0.6
D (C)(ā1, ā2, ā3, ā4) = (a1∧a3)∨ (a2∧a3)

h0.7
D (C)(ā1, ā2, ā3, ā4) = (a1∧a3)∨ (a2∧a3)

最大分布保持约简结果为

h0.4
D (C)Max(ā1, ā2, ā3, ā4) = a1∨a4

h0.5
D (C)Max(ā1, ā2, ā3, ā4) = a3

h0.6
D (C)Max(ā1, ā2, ā3, ā4) = a3

h0.7
D (C)Max(ā1, ā2, ā3, ā4) = a3

DS = (U,C∪D,V, f )

H = h1∨h2∨ · · ·∨hm K = k1∨ k2∨ · · ·∨ kn

α K

k j H hi

hi ⊇ k j

性质 3　设区间值决策系统 ，

和 分别是分布

约简和最大分布约简结果，则在阈值 下，对于 中

任意一个蕴含项 ， 中存在一个蕴含项 满足

。

3   实验验证与分析

本节对提出的最大分布约简算法进行实验验

证，实验包括两部分：1) 比较最大分布约简方法和

其他约简方法的约简结果，验证了性质 3 的正确

性；2) 比较了最大分布保持、分布保持和正域保持

3 种约简算法的约简效率。采用 UCI 标准测试集进

行实验。实验环境为 PC 机，操作系统为 Windows
7 旗舰版 64 位；内存为 6.0 GB DDR3，CPU 为 Intel
i5-3470。

|U |
|D|

实验选取 8 组标准 UCI 数据集，对缺失数据通

过将对应属性下占多数属性值进行替换，对名词性

数据采用{0,1}替换，对连续型数据采用等频分割[19]

的方法，所有数据预处理均在 WEKA3.6 进行，数据

集信息如表 2 所示， 表示对象数，|AT|表示条件属

性数， 表示决策属性将对象分类个数。
 

  
表 2    UCI 数据集信息

Table 2    UCI data sets information
 

数据集 |U| |AT| |D|

BLOGGER 100 4 2

Fertility 100 9 2

Teaching Assistant

Evaluation
151 4 3

QualitativeBankruptcy 250 6 2

User Knowledge

Modeling
258 4 4

Liverdisorders 345 6 2

Auto MPG 398 6 3

Mammographic Mass 961 4 2
 
 

由于表格有限，表 3～10 中数据集名称均为相

应数据集名称的缩写。

λ

由于采用的 UCI 数据集都是单值数据，因此需

将单值数据转换为区间值数据，单值数据转换为区

间值数据的方法在文献[19]中已经描述，先将该方

法改进，引进阈值 ，该值可调节振幅，即区间值的

长度。
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λ= 2.4,α= 0.4表 3    约简结果对比 ( )
λ= 2.4,α= 0.4Table 3    Comparison of reduction results ( )

 

数据集 PRADM DRADM MDRADM

BLO {1, 2, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5}

FER {1, 3, 7, 8, 9} {1, 2, 3, 6, 7, 8, 9} {1, 3, 7, 9}

TAE {4, 5} {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5}

QB 集合 1 {1, 2, 3, 4, 5, 6} {1, 2, 6}

UKM 集合 2 {1, 2, 4, 5} {1, 2, 4, 5}

LD {5, 6} {1, 2, 3, 4, 5, 6} {1, 2, 3, 4, 5, 6}

AM 集合 3 {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

MM {1} {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5}
 

 

  
λ= 2.4,α= 0.5表 4    约简结果对比 ( )

λ= 2.4,α= 0.5Table 4    Comparison of reduction results( )
 

数据集 PRADM DRADM MDRADM

BLO {1, 2, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5}

FER 集合 4 集合 5 集合 6

TAE {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5}

QB 集合 7 {1, 2, 3, 4, 5, 6} {1, 2, 6}

UKM {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 4, 5}

LD {1, 2, 3, 5, 6} {1, 2, 3, 4, 5, 6} {1, 2, 3, 4, 5, 6}

AM {1, 3, 7} {1, 3, 4, 5, 6, 7} {1, 3, 4, 5, 6, 7}

MM {12, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5}
 

 

  
λ= 2.4,α= 0.6表 5    约简结果对比 ( )

λ= 2.4,α= 0.6Table 5    Comparison of reduction results ( )
 

数据集 PRADM DRADM MDRADM

BLO {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5}

FER 集合 8 集合 9 集合 10

TAE {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5}

QB {1, 5, 6} {1, 2, 3, 4, 5, 6} {1, 2, 3, 4, 5, 6}

UKM {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5}

LD {1, 2, 3, 4, 5, 6} {1, 2, 3, 4, 5, 6} {1, 2, 3, 4, 5, 6}

AM {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

MM {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5}
 
 

(U,C∪D,V, f ) xi ∈ U

at(xi) xi U/D = {D1,D2, · · · ,D|U/D|}
Dk ∈ U/D

设区间值决策系统 ，对任意的 ，

为 在属性 t 上的取值 ，

，则单值性数据转换为区间值数据的振幅为

σk
t =

√
1

|Dk | −1

∑
xi∈Dk

(at(x j)− āk
t )

2

āk
t =

∑
x j∈Dk

at(x j)

|Dk |
式中 。
  

λ= 2.4,α= 0.7表 6    约简结果对比 ( )
λ= 2.4,α= 0.7Table 6    Comparison of reduction results ( )

 

数据集 PRADM DRADM MDRADM

BLO {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5}

FER {3} {3} {3}

TA {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5}

QB 集合 11 集合 12 集合 13

UKM {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5}

LD {1, 2, 3, 4, 5, 6} {1, 2, 3, 4, 5, 6} {1, 2, 3, 4, 5, 6}

AM {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

MM {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5}
  
 

  
λ= 3.5,α= 0.4表 7    约简结果对比 ( )

λ= 3.5,α= 0.4Table 7    Comparison of reduction results ( )
 

数据集 PRADM DRADM MDRADM

BLO 集合 14 {1, 3, 4} {4}

FER 集合 15 {2, 6, 7, 9} {2, 6, 7, 9}

TAE 集合 16 {2, 3, 5} {2, 3, 5}

QB 集合 17 {2, 6} {2, 6}

UKM 集合 18 {5} {5}

LD 集合 19 {1, 2, 3, 4, 5, 6} {6}

AM 集合 20 {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5}

MM {1} {1, 2, 4, 5} {1, 2, 4, 5}
 
 
 

  
λ= 3.5,α= 0.5表 8    约简结果对比 ( )

λ= 3.5,α= 0.5Table 8    Comparison of reduction results ( )
 

数据集 PRADM DRADM MDRADM

BLO 集合 21 {1, 3, 4, 5} {1, 3, 4, 5}

FER {1, 7, 8, 9} {1, 2, 3, 6, 7, 8, 9} {1, 3, 6, 8, 9}

TAE {4, 5} {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5}

QB 集合 22 {2, 6} {2, 6}

UKM 集合 23 {2, 5} {2, 5}

LD {6} {1, 2, 3, 4, 5, 6} {1, 2, 3, 4, 5, 6}

AM 集合 24 {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7} {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

MM {1} {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5}
 
 

区间值的左右区间分别为

lt
i = at(xi)−λāk

t

ut
i = at(xi)+λāk

t

λ式中 为调节区间值长度的值。

3.1    约简结果对比

λ 2.4

在本节中，讨论了最大分布约简与其他约简方

法之间的关系[20]，选取正域保持约简算法 (PRADM)[17]

和分布保持约简算法 (DRADM)。 分别取 和
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3.5 α 0.4、0.5、0.6、0.7， 分别取 ，共进行了 8 组实验，

实验结果如表 3~10 所示，其中：集合 1=集合 7=集
合 17=集合 19=集合 22=集合 28={{1}, {2}, {3},
{4}, {5}, {6}}；集合 2=集合 14=集合 16=集合

18=集合 21=集合 23={{1}, {2}, {3}, {4}, {5}}；集
合 3=集合 20=集合 24={{1}, {2}, {3}, {4}, {5}, {6},
{7}}；集合 4=集合 6={1, 3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}；集合

5=集合 8=集合 9=集合 10=集合 26=集合 27={1, 2,
3, 4, 5, 6, 7, 8, 9}；集合 11=集合 12=集合 13={{1, 3,
5},{2, 3, 5},{3, 4, 5},{1, 2, 3, 4, 6},{1, 5, 6},{2, 5,
6},{3, 5, 6}{4, 5, 6}}；集合 15={{1}, {2}, {3}, {4},
{5}, {6}, {7}, {8}, {9}}；集合 25={1, 2, 3, 4, 5, 7, 8, 9}。
 

  
λ= 3.5,α= 0.6表 9    约简结果对比 ( )

λ= 3.5,α= 0.6Table 9    Comparison of reduction results ( )
 

数据集 PRADM DRADM MDRADM

BLO {1, 2, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5}

FER 集合 25 集合 26 集合 27

TA {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5}

QB 集合 28 {1, 2, 3, 4, 5, 6} {1, 2, 6}

UKM {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5}

LD {1, 2, 3, 5, 6} {1, 2, 3, 4, 5, 6} {1, 2, 3, 4, 5, 6}

AM {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

MM {1, 2, 3, 5} {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5}
 

 

  
λ= 3.5,α= 0.7表 10    约简结果对比 ( )

λ= 3.5,α= 0.7Table 10    Comparison of reduction results ( )
 

数据集 PRADM DRADM MDRADM
BLO {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5}

FER {3} {3} {3}

TAE {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5}

QB {1, 5, 6} {1, 2, 3, 4, 5, 6} {1, 2, 3, 4, 5, 6}

UKM {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5}

LD {1, 2, 3, 4, 5, 6} {1, 2, 3, 4, 5, 6} {1, 2, 3, 4, 5, 6}

AM {1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}{1, 2, 3, 4, 5, 6, 7}

MM {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5} {1, 2, 3, 4, 5}
 
 

λ 2.4 α

λ= 3.5,α= 0.4

λ=

表 3～6 为 取 ， 分别取 0 . 4、0 . 5、0 . 6、

0.7 时，正域保持、分布保持和最大分布保持约简算

法的约简结果。实验结果表明，MDRADM 约简结

果为 DRADM 约简结果的子集，即验证了性质 3 的

正确性，而 PRADM 约简结果和 MDRADM 约简结

果没有明显关系。这是因为，当正域为空时，正域

约简结果为条件属性中任意一个属性，故 PRA-
DM 的约简结果和 MDRADM 的约简结果不存在包

含关系。当 时，对于大部分数据集，

DRADM 的约简结果最短，Fertility 数据集则在

α= 0.72.4， 时最短，但 Liverdisorders 数据集在任何

阈值下均没有冗余属性。

3.2    约简效率对比

λ 2.4 α

本节选取 Mammographic Mass 数据集，对比两

个算法随对象数量的增加耗时变化情况。图 1～
5 为 取 ， 分别取 0.4、0.5、0.6、0.7、0.8 时，3 个

算法的时间耗费情况；横坐标表示 Mammographic
Mass 数据集的对象数量，纵坐标表示运行时间，单

位为 s。
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α= 0.4图 1    约简效率对比 ( )

α= 0.4Fig. 1    Comparison of reduction efficiency ( )
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α= 0.5图 2    约简效率对比 ( )

α= 0.5Fig. 2    Comparison of reduction efficiency ( )
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α= 0.6图 3    约简效率对比 ( )

α= 0.6Fig. 3    Comparison of reduction efficiency ( )
 

 

 

60

70

80

50

40

30

20

10

0

运
行

时
间
/s

100 200 300 400 500 600 700 800 900

对象数量

PRADM
DRADM
MDRADM

 
α= 0.7图 4    约简效率对比 ( )

α= 0.7Fig. 4    Comparison of reduction efficiency ( )
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α= 0.8图 5    约简效率对比 ( )

α= 0.8Fig. 5    Comparison of reduction efficiency ( )
 
 

α

α = 0.4

λ 3.5 α

λ 2.4

图 1～5 中虚线表示 PRADM 随着对象数量增

加运行时间变化曲线，空心圆点实线表示 MDRADM
随着对象数量增加运行时间变化曲线，交叉点实线

表示 DRADM 随着对象数量增加运行时间变化曲

线。实验结果表明，在对象数较少情况下，由于差

别矩阵较简单，PRADM、DRADM 和 MDRADM 运

行时间几乎没有差别，但随着对象数量的增加，3 种

算法的运行时间差异越来越明显；由于 MDRADM
差别元素是 DRADM 差别元素的一个子集，PRA-
DM 的差别矩阵为非对称矩阵，故 MDRADM 的运

行时间小于 PRADM 和 DRADM 运行时间。当 分

别取 0.5、0.6、0.7、0.8 时，Mammographic Mass 数据

集随着对象的增加，3 个算法的耗时差距增大，这是

由于随着对象的增加差别矩阵愈加复杂，计算量越

大造成的；当 时，也呈现这样的趋势，但当对

象数达到 900 时，利用吸收率和结合律运算的差别

矩阵较简单，造成时间增长率减小。当 取 ， 分

别取 0.4、0.5、0.6、0.7、0.8 时，3 个算法的时间耗费

情况跟 取 时的折线图大致相同，所以本文不作

详细描述。

4   结束语

属性约简是粗糙集理论研究的热点问题之一，

在实际应用中具有重要意义，主要作用有：1) 提取

更加泛化的规则；2) 针对应用中的海量数据，能够

压缩数据集规模。分布保持约简能够保持信息系统

在约简前后置信度不变，而人们往往只关注置信度

最大的规则，具有广泛的应用价值。

本文在相关研究成果的基础上，在不协调区间

值决策系统中提出最大分布约简的概念，构造了基

于可辨识矩阵的最大分布约简算法，该算法保持了

在知识约简前后各个规则的最大置信度不变。实验

选取 8 组 UCI 数据集将本文算法与已有的两种约

简算法的约简结果和效率进行对比。实验结果表

明，分布约简包含最大分布约简，并且最大分布约

简算法比其他两种算法具有更高的效率。由于本文

提出的算法是在可辨识矩阵基础上的，其时间和空

间复杂度较高，不利于在实际应用中推广，故提出

高效率的约简算法是未来研究方向之一。
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