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一种加入类间因素的曲线聚类算法

许腾腾，王瑞，黄恒君
（兰州财经大学 统计学院，甘肃 兰州 730020）

摘     要：针对目前的曲线聚类算法基于类内差异设计，造成不同类之间的曲线区分度不高的问题。在曲线拟

合、曲线距离界定的基础上，构造新的目标函数，提出同时考虑类内和类间差异的曲线聚类算法。模拟结果显

示，该曲线聚类能够提高聚类精度；针对 NO2 污染物小时浓度的实例分析表明，该曲线聚类算法具有更好的类

间区分度。
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Curve clustering algorithms by adding the differences among clusters

XU Tengteng，WANG Rui，HUANG Hengjun
(School of Statistics, Lanzhou University of Finance and Economics, Lanzhou 730020, China)

Abstract:  With  the  improvement  of  accuracy  and  frequency  of  data  collection,  functional  data  has  appeared.  Curves'
clustering is  a  fundamental  exploratory  task  in  functional  data  analysis,  and To sovave currently  curves  clustering al-
gorithms available are based on the differences within each cluster, which has resulted in a low distinction among differ-
ent  curves.  Therefore,  on the base of curve fitting and curve distance,  and with constructed objective function,  curves
clustering algorithms will be put forward with the consideration of cluster differences. Simulated results show that the
curve cluster improves clustering accuracy. The example analysis of hourly NO2 concentration (μg/m3) indicates that this
kind of curves clustering algorithms has a better distinction among different clusters.
Keywords: functional data; differences among clusters; curve clustering; B-spline; distance metric

随着信息技术的不断发展，数据获取越来越

便捷，数据采集的密集化程度也越来越高。随之

出现了一种具有函数特征的数据类型。如心理学

研究中的脑电信号数据、生物技术中的基因微序

列数据、化学计量中的光谱分析数据、经济研究

中的股票分时成交价数据、环境监测中的污染物

浓度数据等，均随着时间变化而表现出明显的曲

线特征。当前文献中将这种数据类型称为函数型

数据 (functional data)[1]。

一般而言，函数型数据的曲线形式无法直接
获取，通常仅能够观测到其离散样本点，并针对
离散数据进行传统多元统计分析。当然，这种做
法由于未能考虑到数据的函数特性 (如连续、可
导等)，同时需要处理高维问题，往往不能取得很
好的分析效果 [2]。为此，针对数据的曲线特征，人
们提出了各种分析方法 [3-4]，包括函数型主成分分
析、函数型线性模型、函数型聚类分析等，将有限
维的多元分析推广到无限维的函数型数据上来。

聚类分析是数据探索、数据压缩和展现的重

要工具，本文讨论函数型数据的聚类算法。目

前，函数型数据聚类分析方法大致分为两类 [3]：一

是原始数据法，该类方法直接针对离散样本点进
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行聚类，属于高维数据分析方法，文献 [5] 对这种

做法进行了综述。二是投影方法，即以有限维的

基底函数逼近曲线，将无限维的问题转化为有限

维问题展开分析。依据对基底函数所对应的系数

处理方式不同，又可分为滤波法和自适应法。滤

波法将基底函数所对应的系数设定为固定参数，

分曲线拟合和聚类分析两步展开：首先以有限维

基底拟合曲线，对估计的参数执行传统聚类算

法。包括利用自组织映射 (SOM) 算法进行聚类

和拟合函数型数据 [6]；利用两阶段随机过程分别

完成数据降维和聚类[7] 等。根据基底函数选择利

用 B-样条基底函数拟合数据并根据传统聚类方法分

析 [8-9]，利用正交基函数进行聚类分析 [10] 等。自适

应法是将基底函数所对应的系数作为随机变量处

理，将曲线拟合和聚类分析纳入一个目标函数，

采用类似 EM 的算法，同时进行优化。如利用机

器学习和神经网络模型 SVR 分析时空数据[11]、利

用 STM 算法对时空数据进行聚类 [12] 以及时间序

列数据 [13]、经维度数据 [14] 等的聚类方法；基于 K-
medoids 项目聚类的协同过滤推荐算法[15]；基于多

元函数型主成分分析 (FPCA) 方法进行的改进混

合模型同时进行曲线拟合与聚类分析[16]。在随机

过程中利用 K-L 散度度量，采用类似于 EM 算法

进行聚类的算法[17] 等。

尽管有众多其他的算法[6, 18]，目前的函数型聚

类分析仅考虑了类内部的差异，而忽视了类间的

差异性。对传统离散数据的聚类研究表明 [19]，同

时考虑类内与类间差异有助于提升聚类效果。

受此启发，本文提出一种加入类间因素的曲

线聚类算法。本文的做法属于滤波法，包括 B-样
条基底拟合曲线、曲线距离确定、曲线聚类目标

函数设定，以及加入类间因素的曲线聚类算法等。

1   加入类间因素的曲线聚类

根据前面的描述，本文讨论的曲线聚类分析模型

构建主要包含 3 个方面：1) 由观测离散数据生成函

数型数据，这里采用 B-样条基底表述的方法；2) 构
造曲线之间的“距离”的表述，并通过用 B-样条基

底系数，将曲线距离转化为传统欧氏距离；3) 以所构

造的距离作为亲疏程度度量，并构建同时考虑类

内差异和类间差异的目标函数，完成曲线聚类任务。

1.1    曲线生成

Yi =
[
yi1 yi2 · · · yim

]T(i = 1,2, · · · ,n)假定数据 由如

下模型生成：
yi j = Xi

(
ti j
)
+εi j, j = 1,2, · · · ,m (1)

Xi (t) ε式中： 表示待估计曲线， 表示服从零均值同

Xi (t)

{ϕi1 (t) ,ϕi2 (t) , · · ·}
方差的独立同分布随机变量。进一步假定 可

由一组基底 表示，则有

Xi (t) =
∞∑

k=1

αikϕik (t) (2)

Xi (t)

称这种做法为基底函数法，它是一种将离散

数据转化为曲线的常用平滑技术 [3]。对待估计曲

线 采取截断处理，得到如式 (3) 的形式：

Xi (t) =
K∑

k=1

αikϕik (t)=αi
TΦi (t) (3)

从而将无限维问题转化为有限维估计方式。

进一步假定[9]：

Xi (t) (i = 1,2, · · · ,n)1) 对不同曲线 采用一组相同

的基底表述；

2) 基底函数设定为等距节点 B-样条基底。有

Xi (t)=
L∑

k=1

αikBk,M (t)=αi
TBM (t) (4)

L = K +M Bk,M (t) k

K M BM (t)

αi

式中： ， 表示第 个内部节点数量为

的 阶 B-样条基底函数。 表示 M 阶 B-样
条基底函数。对于参数 ，我们利用最小二乘法

进行估计。

1.2    曲线距离

Xi (t) L2 L2

Xi (t) X j (t)

假定曲线 为 空间的元素。则根据 范

数定义，有曲线 和 的距离为

d2 (i, j) =
∥∥∥Xi−X j

∥∥∥2 (5)

∥·∥其中 表示 L2 范数，由假定 1) 及式 (4) 知
Xi (t)−X j (t) =

[
αi−α j

]T BM (t) (6)
结合式 (6)，式 (5) 可转化为

d2 (i, j) =
[
αi−α j

]TK
[
αi−α j

]
(7)

式中

K=


⟨B1,B1⟩ ⟨B1,B2⟩ · · · ⟨B1,BL⟩
⟨B2,B1⟩ ⟨B2,B2⟩ · · · ⟨B2,BL⟩

· · · · · · . . . · · ·
⟨BL,B1⟩ ⟨BL,B2⟩ · · · ⟨BL,BL⟩


L×L K⟨

Bi,B j
⟩

L2 d2 (i, j) =[
αi−α j

]T [
αi−α j

]
K K=LLT

L bi=LTαi

其中，K 为 实对称矩阵， 中的每一个元素

表示 空间的内积。但是类似于

这种形式的距离公式并不适用于

非正交基底函数 [9]，为将曲线距离用传统距离公

式表示，对 作楚列斯基 (Cholesky) 分解得 ，

其中 为上三角矩阵，并令 ，式 (7) 可表

示为

d2 (i, j) =
[
αi−α j

]TK
[
αi−α j

]
=[

αi−α j
]TLLT [

αi−α j
]
=[

LTαi−LTα j
]T [

LTαi−LTα j
]
=
[
bi− b j

]T [
bi− b j

] (8)

需要说明的是，式 (8) 完成了从曲线距离到一

般距离的转变，构成了将曲线聚类转化为传统多
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bi P i ∈Gp (p ∈ 1,2, · · · ,P)

元聚类问题的基础。利用式 (8)，运用传统聚类算

法对 进行聚类，得到 类，记为 。

bi=LTαi B = AL A= [α1 α2 · · · αnp
]T

B = [b1 b2 · · · bnp
]T np Gp

X̄ (t0)

X̄(Gp) (t) Gp X̄(Gp) (t) =

np
−11TBL−1BM (t)

由 得到 ，其中 ，

。 表示第 类中的曲线数量，

令 表示随机选取的一条曲线作为初始类中

心， 表示第 类中的类中心。则有

。

1.3    改进的曲线聚类算法

聚类分析的目的是将同类型数据进行归类，

同时对不同类型的数据进行区分。文献 [19] 针对

传统离散数据提出的 K-means 聚类扩展方法兼顾

了类内、类间差异。具体来讲，通过对数据集引

入全局中心点实现类内差异最小化的同时类中心

与全局中心点距离最大化。相比于 K-means 算

法，这种做法提高了聚类效果[19]。

受此启发，本文将 K-means 聚类分析扩展到

函数型聚类分析上。本文的曲线聚类目标函数为

F (Φ,U)=
n∑

i=1

K∑
k=1

uik

∥∥∥Xi (t)− X̄ (t)
∥∥∥2∥∥∥X̄ (t)− X̄ (t0)
∥∥∥2 (9)

Φ

uik ∈ {0,1}
K∑

K=1
uik = 1 Xi (t)

X̄ (t0)

式中： 表示待估参数矩阵 (A 或 B)，U 表示由

uik 构成的矩阵，其中 ， ， 表示

曲线， 表示随机选取的一条曲线作为初始

类中心，结合式 (4) 的曲线基底表述，得到目标

函数：

F (Φ,U)=
n∑

i=1

K∑
k=1

uik

∥∥∥αi
T BM (t)− X̄ (t)

∥∥∥2∥∥∥X̄ (t)− X̄ (t0)
∥∥∥2 (10)

根据前面关于曲线距离的描述将式 (7)~(8)
代入式 (10) 得到

F (Φ,U)=
n∑

i=1

K∑
k=1

uik
[bi− b∗]T [bi− b∗]
[b∗− b0]T [b∗− b0]

(11)

b∗ = LTα∗ b0 = LTα0 α∗

α0

式中： ， ， 表示第 k 类类中心对

应的参数， 表示初始类中心曲线的参数。

α U
目标函数确定后，式 (11) 中含有两个未知参

数 及 。通过固定一项求解另一项的步骤来求

解式 (11)，即
Φ=Φ̂ F

(
Φ̂,U

)
1) 固定 ，求解函数 ；

U=Û F
(
Φ, Û

)
2) 固定 ，求解函数 。

uik=1

针对 1)，为使目标函数式 (11) 达到最小，当目

标函数分子中曲线与对应类中心曲线距离小时

，否则为 0，即

uik=

 1,
n∑

i=1

K∑
k=1

[bi− b∗]T [bi− b∗]
[b∗− b0]

T [b∗− b0]
⩽ D

0,其他
(12)

D =
n∑

i=1

K∑
k=1

[
bi− (b∗)′

]T [
bi− (b∗)′

][
(b∗)′− b0

]T [
(b∗)′− b0

] (b∗)′ , (b∗)式中： ，且 。

b∗
b∗

针对 2)，假设 已知，对目标函数式 (11) 关于

求偏导数：
n∑

i=1

K∑
k=1

uik

(
[b∗− b0]T [b∗− b0]

)2

b∗=b0当 = 0 时，令 ，
n∑

i=1

K∑
k=1

uik

(
[b∗− b0]T [b∗− b0]

)2
, 0当 时，目标函数

式 (11) 关于 b*，求导

∂F
(
Φ, Û

)
∂b∗

=

n∑
i=1

K∑
k=1

uik

∂

(
[bi− b∗]T [bi− b∗]
[b∗− b0]T [b∗− b0]

)
∂b∗

=

n∑
i=1

K∑
k=1

uik
2[bi− b∗]

[b∗− b0]T [b∗− b0]
−

2[b∗− b0] [bi− b∗]T [bi− b∗](
[b∗− b0]T [b∗− b0]

)2 = 0

得出
n∑

i=1

K∑
k=1

uik
2[bi− b∗]

[b∗− b0]T [b∗− b0]
=

n∑
i=1

K∑
k=1

uik
2[b∗− b0][bi− b∗]T [bi− b∗](

[b∗− b0]T [b∗− b0]
)2

b∗进一步化简得到

b∗=

n∑
i=1

K∑
k=1

uik[bi− b0]
T bi

n∑
i=1

K∑
k=1

uik[bi−b0]T

即

b∗=



b0,

n∑
i=1

K∑
k=1

uik

[∣∣∣b∗b∗T∣∣∣ (b∗b∗T)−1
b∗− b0

]
= 0

n∑
i=1

K∑
k=1

uik[bi− b0]Tbi

n∑
i=1

K∑
k=1

uik[bi− b0]T

, 其他

(13)

U Φ

在进行计算机编程时可以不断对步骤 1)、2)
进行迭代，直至找出最优 和 。算法流程如下：

X = {X1,X2, · · ·Xn} ,kInput: 
b0 =

b1, b2, · · · ,
Initialize: Randomly choose an initial 

bk
Repeat

Φ UFixed , use eq. (12) to solve
U ΦFixed , use eq. (13) to solve

Until convergence.
b∗ = LTα∗ b∗ α∗进一步，由 ，求解出 可得到参数 ，

并根据式 (4) 还原出类中心曲线。

2   算法效果模拟验证与分析

为验证本文曲线聚类算法的效果，利用模拟
数据与文献 [9] 中曲线聚类方法进行比较。模拟
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数据由两组高斯分布生成两类曲线构成。模拟过
程中两类高斯分布均值取 0.5 和 1，方差取 0.7 和 1。
在确定类别的前提下比较本文算法与文献 [9]
曲线聚类算法的聚类效果。聚类效果评价指标采
用兰德指数 (Rand index) 评价算法的性能 [20]。同
时分析两组高斯分布的参数 (均值和方差) 对聚
类的影响。分析结果显示：同均值异方差情况下
两种曲线聚类方法聚类结果均存在一定的误判，
异均值异方差情况下二者聚类也存在误判，异均
值同方差情况下二者聚类未出现误判。以下针对
这一现象做出分析。

n m
m×n

该部分采用 R 软件进行数据模拟分析，每组
包含 条数据，每条数据含有 个数据点，则模拟数据
中每组高斯分布要生成 个随机数。为保证拟合
结果的光滑，内部节点采用等距节点设置方式。
针对高斯分布中的均值和方差分别在同均值异方
差、同方差异均值、异均值异方差情况下分析本
文的曲线聚类方法与已有曲线聚类方法的效果，
并对相应结果进行分析。为便于表述，两类模拟
数据分别记为 1 类和 2 类，生成的区间长度设置
为 12。为便于展示，本文以图 1 异均值异方差条
件下两种聚类方法比较为例。

图 1 表明：两组高斯分布参数不同条件下，本

文方法与文献 [9] 相比，图 1(b) 中 1 类曲线分布密

集程度大于图 1(a) 中 1 类曲线。为避免模拟次数

少或其他原因对聚类效果的影响，对 3 种类型的

数据分别模拟一万次，比较两种方法的平均错判

率，定义错判率=abs(1 类个数−n)/n，模拟验证中

m=12，n=50，错判率下降比例=文献 [9] 方法错判

率-本文方法错判率。结果见表 1。
表 1、2 表明：无论本文的曲线聚类还是文献 [9]

中的曲线聚类方法，类中心的变化与高斯分布中
均值有关，而聚类效果好坏与高斯分布的方差有
关。对比表 1、2 中的同均值异方差和异均值异方
差的错判率及兰德指数可以得出：当两类高斯分
布均值相同，方差不同时，两种方法对应的兰德
指数相比于其他类型数据偏低。同时方差因素对
聚类效果也会产生影响。综合比较表 1、2 中的
3 类数据错判率及兰德指数，可以得到：对于曲线
聚类分析，聚类效果会同时受数据总体均值和方
差的影响，对比分析表 1、2 均值相同方差不同的
情形，可以得到：均值对聚类的影响程度要大于
方差，同时表 1、2 对两种方法错判率对比结果显本
文的方法能够降低聚类错判率从而提高聚类效果。

3   NO2 小时浓度曲线聚类效果分析

空气质量，不仅关乎人类生存质量，同时也是

衡量可持续发展能力和宜居程度的重要指标。

NO2 是一种重要的机动车尾气污染物，其污染程

度涉及人们生活出行的健康。近年来，空气质量

 

表 1   3 种类型模拟数据平均错判率

Table 1    Average error rate of three types' simulated data
 

参数
文献[9]
方法

本文方法
错判率下

降比例

同均值异方差平均错判率

(mean=0.5,Var=1;
mean=0.5,Var=0.7)

0.308 0.183 0.125

异均值同方差平均错判率

(mean=0.5,Var=1;
mean=1,Var=1)

0.000 0.000 0.000

异均值异方差平均错判率

(mean=0.5,Var=1;
mean=1,Var=0.7)

0.099 0.084 0.015

注：错判率=abs(1类个数−n)/n，模拟验证中m=12，n=50；错判

率下降比例为文献[9]方法错判率−本文方法错判率
 

表 2   3 种类型模拟数据兰德指数

Table 2    Rand index of three types' simulated data
 

参数
文献[9]
方法

本文

方法

同均值异方差兰德指数

(mean=0.5,Var=1;mean=0.5,Var=0.7)
0.740 0.780

异均值同方差兰德指数

(mean=0.5,Var=1;mean=1,Var=1)
1.000 1.000

异均值异方差兰德指数

(mean=0.5,Var=1;mean=1,Var=0.7)
0.850 0.870
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图 1    模拟数据曲线聚类对比

Fig. 1    Comparison with simulated data of curve's clustering
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问题引起人们广泛的关注，大气污染监测数据成
为人们了解空气质量的客观途径，也构成空气质
量统计分析的数据基础。

作为示例，通过实时网络爬虫手段[21]，采集兰

州市铁路设计院空气质量监测站 (交通污染控制

点) 的 NO2 小时浓度数据，采用本文的曲线聚类

算法展开大气污染等级聚类分析，并与传统曲线

聚 类 结 果 进 行 比 较 。 我 们 分 析 的 样 本 期 为

2013 年 6 月 1 日—10 月 14 日。

根据前面的方法，采用 B-样条基底函数进行

曲线聚类分析。为保证拟合结果光滑，两种聚类

方法样条基底阶数 M 均设置为 5，节点采用等距

节点设置为 11(文中采用广义交叉验证准则进行

节点数量选择 )。考虑相同类中心下，与文献

[9] 曲线聚类进行聚类效果对比，如图 2 所示。

图 2 表明，K=5 时类中心聚类效果优于 K=4，
即随着类中心个数的增加，两种方法的聚类效果

均有所提升，说明类中心个数的确定在曲线聚类

中起到关键作用。但需要指出的是，本文方法的

类中心分布曲线更为平滑，类间的类中心曲线分

布更为分散，进一步说明本文提出的方法聚类效

果优于已有聚类方法。此外，考虑到实际应用，

可将图 2 中的不同类别曲线看作空气质量污染物

等级划分 [20]。对比图 2(a)、(c) 与图 2(b)、(d) 可以

发现，在空气质量实时监测过程中，图 2(a)、(c) 出
现不同等级交叉情况，这对空气质量等级划分及

应对会造成影响 [22]。图 2(b)、(d) 在进行空气质量

分析过程中能够较好的对空气质量进行聚类。另

外，相比于针对离散数据的传统 K-means 聚类分

析 [23]，本文方法能够实时检测 NO2 小时浓度变化

趋势，并依据该变化趋势对污染物进行等级划分。

为便于展示，本文以 K=5 的曲线聚类结果为

例，结果见图 3。图 3 表明，相比于已有曲线聚类

算法，利用本文曲线聚类算法类内曲线分布集

中，类间差异化明显。这与图 2 中两种曲线聚类

算法类中心比较结果相一致。说明本文方法具有

较好的类间区分度。

为进一步验证本文曲线聚类的聚类效果，对

两种方法的分类精确度采用公式：类间差异 /(类
内差异+类间差异) 进行对比，见图 4。图 4 表明，

随着类中心个数的增加，两种曲线聚类算法聚类

效果均有所提高。本文曲线聚类的聚类效果要好

于文献 [9] 的方法。通过与文献 [9] 方法进行比

较，本文方法在 4 类的聚类效果低于 3 类聚类效

果，随着类中心个数大于 4 类，聚类效果才逐步随

着类中心个数增加聚类效果不断提升。说明本文
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图 2    曲线聚类类中心对比

Fig. 2    Comparison  with  curve  cluster's  center  generated
by different algorithms
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方法存在一定的不稳定性。

4   结束语

本文基于已有曲线聚类方法，针对聚类效果

不明显的问题，提出加入类间因素的扩展曲线聚

类算法。加入类间因素能够同时保证两类数据类

内差异较小和类间差异较大。模拟数据及实例应

用表明，本文的曲线聚类算法有助于提高聚类效果。

需要说明的是，本文的目的是将同时考虑类

内和类间差异的做法引入曲线聚类算法。但我们

的做法属于两步法，即首先拟合曲线，然后进行

聚类。这种做法很难达到两部分的统一优化 [24]。

为此，后续的工作是，在同时考虑类内和类间差

异的情况下，进行自适应算法研究，即将曲线拟

合和聚类分析纳入一个目标函数，同时进行优化。
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