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犹豫模糊集的 α⁃截集及其应用

郑婷婷，桑小双，马斌斌
（安徽大学 数学科学学院，安徽 合肥 ２３０６０１）

摘　 要：经典截集是联系模糊集和清晰集的桥梁。 犹豫模糊集作为经典模糊集的拓展，它的相关理论研究还不够深

入，特别是它与经典Ⅰ型模糊集以及其他模糊集之间的关系还缺少讨论。 通过分析犹豫模糊集与Ⅰ型模糊集、区间

Ⅱ型模糊集之间的关系，引入了犹豫模糊集的 α⁃截集的概念并讨论其性质，根据该截集推导出犹豫模糊集的分解

（表示）定理和更普适的扩展原则。 通过分析相关性质及仿真实例，说明了犹豫模糊集的截集概念的合理性，为犹豫

模糊多属性决策和聚类分析等问题提供了新的方法。 这些结果也极大丰富了犹豫模糊集的相关基础理论。
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　 　 作为直觉模糊集和模糊多值集的一种新的拓

展，犹豫模糊集（ｈｅｓｉｔａｎｔ ｆｕｚｚｙ ｓｅｔ， ＨＦＳ）由 Ｔｏｒｒａ 于

２００９ 年提出［１－２］，它的隶属函数是由［０，１］上所有

可能的不同值的子集所组成的。 Ｔｏｒｒａ 介绍了 ＨＦＳ
的运算及 ＨＦＳ 套的概念。 此外，为定义集成算子，

Ｔｏｒｒａ 提出了 ＨＦＳ 的扩展

通信作者：郑婷婷．Ｅ⁃ｍａｉｌ：ｔｔ⁃ｚｈｅｎｇ＠ １６３．ｃｏｍ．

原则，并将此原则用于证

实他定义的运算的合理性［１］。 还有很多学者讨论

了 ＨＦＳ 上的距离和相似性度量［３－４］、相关系数［５］ 及

信息测度［６］ 等。 之后，人们开始逐渐将 Ｔｏｒｒａ 的经

典犹豫模糊集拓展到更复杂的情形。 Ｚｈｕ 等［７］利用

犹豫集的隶属度和非隶属度提出了双重犹豫模糊

集的概念。 Ｃｈｅｎ 等［８］ 提出了一种隶属度为区间值

的区间值犹豫模糊集模型。 Ｑｉａｎ 等［９］ 利用一些直
).



觉模糊集的并作为隶属度定义广义犹豫模糊集。
Ｙｕ［１０］介绍了三角模糊犹豫模糊集，其隶属度为一

些三角模糊数。 Ｒｏｄｒｉｇｕｅｚ 等［１１］ 将 ＨＦＳ 扩展到语言

环境，并提出了犹豫模糊语言术语集的概念。 如

今， ＨＦＳ 及 其 扩 展 模 型 已 经 成 功 应 用 于 决

策［７，８，１１－１７］、评价［１０］和聚类［１８－１９］等领域。
然而，关于经典犹豫模糊集的基本模糊理论还

没有被完全研究，目前主要的研究仍主要集中在经

典犹豫模糊集及其拓展形式的运算法则与集成算

子［１５］、相关测度研究［６，１８－１９］ 等。 本文首先提出 ＨＦＳ
的 α－截集的概念，将其定义为Ⅰ型模糊集，在此基

础上建立分解定理和更一般的扩展原理，并讨论其

性质。 最后，通过实例说明其在多属性决策和聚类

分析中的应用。

１　 预备知识

本节回顾Ⅰ型模糊集、区间Ⅱ型模糊集和犹豫

模糊集等的相关概念。 为后面讨论需要，假设本文

所讨论的论域均为非空有限论域。
１．１　 Ⅰ型模糊集（Ｔ１ＦＳ）

Ⅰ型模糊集也称为 Ｚａｄｅｈ 模糊集或者经典模

糊集。
定义 １［２０］ 　 论域 Ｘ 上的Ⅰ型模糊集 （ ｔｙｐｅ⁃１

ｆｕｚｚｙ ｓｅｔ，Ｔ１ＦＳ） Ａ，记作 Ａ ＝ ｛〈 ｘ，μＡ（ ｘ）〉 ｘ∈Ｘ｝。
它由隶属（特征）函数 μＡ 表示，满足：

μＡ：Ｘ → ［０，１］
ｘ aμＡ（ｘ）

式中 μＡ（ｘ）表示 ｘ 属于 Ａ 的隶属度。 Ｘ 上所有的Ⅰ
型模糊集全体组成的集合为 Ｔ１ＦＳ（Ｘ）。

定义 ２［２１－２２］ 　 设 Ａ∈Ｔ１ＦＳ（Ｘ），对任意 α∈［０，
１］，定义 α－截集 Ａα 和 α－强截集 Ａα，它们都是 Ｘ 上

的精确集，分别满足：
Ａα ＝ ｛ｘ ∈ Ｘ μＡ（ｘ） ≥ α｝
Ａα ＝ ｛ｘ ∈ Ｘ μＡ（ｘ） ＞ α｝

　 　 有关这一类截集的性质以及 Ｔ１ＦＳ 的分解定理

和扩展原理详见文献［２１－２４］。
１．２　 区间Ⅱ型模糊集（ ＩＴ２ＦＳ）

区间Ⅱ型模糊集是Ⅱ型模糊集的特例，Ｚａｄｅｈ
将它们均视为经典模糊集的扩展。

定义 ３［２５］ 　 论域 Ｘ 上的Ⅱ型模糊集 （ ｔｙｐｅ⁃２

ｆｕｚｚｙ ｓｅｔ，Ｔ２ＦＳ） Ａ～ ，记为

Ａ～ ＝ ｛〈ｘ，（ｕ，Ａ～ ｘ（ｕ））〉 ｘ ∈ Ｘ，μ ∈ ［０，１］｝
它满足：

Ａ～：Ｘ → ［０，１］ ［０，１］

ｘ aＡｘ
～

式中Ａ～ ｘ 为［０，１］上的函数，即

Ａ～ ｘ：［０，１］ → ［０，１］

ｕ aＡ～ ｘ（ｕ）

　 　 对任意 ｘ∈Ｘ，定义 ＪＡ（ ｘ） ＝ ｛ ｕ Ａ～ ｘ（ｕ）≠０｝⊆

［０，１］，称 ＪＡ（ｘ）为 ｘ 的主隶属度，Ａ～ ｘ（ｕ）为 ｘ 在 ＪＡ

（ｘ）上的次隶属度［２６］。 Ｘ 上所有的Ⅱ型模糊集组成

的集合记为 Ｔ２ＦＳ（Ｘ）。

若对任意 ｘ∈Ｘ，Ａ～ ｘ（ｕ）仅为 ０ 或 １ 时，称Ⅱ型模

糊集为区间Ⅱ型模糊集 （ ｉｎｔｅｒｖａｌ ｔｙｐｅ⁃２ ｆｕｚｚｙ ｓｅｔ，
ＩＴ２ＦＳ）。

对于 ＩＴ２ＦＳ，当且仅当 ｕ∈ＪＡ（ｘ）时，Ａ～ ｘ（ｕ）＝ １ 成

立；当且仅当 ｕ∉ＪＡ（ｘ）时，Ａ～ ｘ（ｕ）＝ ０ 成立。 这说明，
只要给定每个元素的主隶属度，其次隶属度就可以

确定。 也就是说，Ａ～ ｘ 可以视为清晰集的特征函数。
故 ＩＴ２ＦＳ 的定义可视为定义 ４。

定义 ４　 设［０，１］上的所有闭子区间组成的类

为 Ｄ［０，１］，区间Ⅱ型模糊集 Ａ～ 可由 Ｘ 上的函数表

示为

Ａ～ ＝ ｛〈ｘ，Ｊ Ａ～（ｘ）〉 ｘ ∈ Ｘ｝， （１）
式中：

Ｊ Ａ～ ：Ｘ → Ｄ［０，１］ ｘ aＪ Ａ～（ｘ）
式中 ＪＡ～（ｘ）可能是离散的｛ｕＡ～ ｉ（ｘ） ｉ＝ １，２，…，ｎｘ｝或
者为连续的［ＪＡ～Ｌ（ ｘ），ＪＡ～Ｒ（ ｘ）］。 Ｘ 上的所有区间Ⅱ
型模糊集的全体组成的集合记为 ＩＴ２ＦＳ（Ｘ）。

定义 ５　 设 Ａ～ ，Ｂ～ ∈ＩＴ２ＦＳ（Ｘ），定义区间Ⅱ型模

糊集的运算如下：
１）若设 ｘ∈Ｘ，ＪＡ～（ｘ）＝ ｛ｕＡ～ ｉ（ｘ） ｉ＝ １，２，…，ｍｘ｝，

ＪＢ～（ｘ）＝ ｛ｕＢ～ ｊ（ｘ） ｊ＝ １，２，…，ｎｘ｝，则
①ＪＡ～ Ｃ（ｘ）＝ ｛１－ｕＡ～ ｉ（ｘ） ｉ＝ １，２，…，ｍｘ｝；
② ＪＡ～∪Ｂ～ （ ｘ ） ＝ ｛ ｍａｘ ｛ ｕＡ～ｉ （ ｘ ）， ｕＢ～ ｊ （ ｘ ）｝

ｉ＝１，２，…，ｍｘ， ｊ＝１，２，…，ｎｘ｝；
③ＪＡ～∩Ｂ～（ｘ）＝ ｛ｍｉｎ｛ｕＡ～ ｉ（ｘ），ｕＢ～ ｊ（ｘ）｝ ｉ＝ １，２，…，

ｍｘ，ｊ＝ １，２，…，ｎｘ｝。
２） 若设 ｘ∈ Ｘ， ＪＡ～ （ ｘ） ＝ ［ ＪＡ～Ｌ （ ｘ）， ＪＡ～Ｒ （ ｘ）］，

ＪＢ～（ｘ）＝ ［ＪＢ～Ｌ（ｘ），ＪＢ～Ｒ（ｘ）］，则
①ＪＡ～ Ｃ（ｘ）＝ ［１－ＪＡ～Ｒ（ｘ），１－ＪＡ～Ｌ（ｘ）］；
②ＪＡ～∪Ｂ～（ｘ） ＝ ［ｍａｘ｛ ＪＡ～Ｌ（ ｘ），ＪＢ～Ｌ（ ｘ）｝，ｍａｘ｛ ＪＡ～Ｒ

（ｘ），ＪＢ～Ｒ（ｘ）｝］；
③ＪＡ～∩Ｂ～（ ｘ） ＝ ［ｍｉｎ｛ ＪＡ～Ｌ（ ｘ），ＪＢ～Ｌ（ ｘ）｝，ｍｉｎ ｛ ＪＡ～Ｒ

（ｘ），ＪＢ～Ｒ（ｘ）｝］。
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１．３　 犹豫模糊集（ＨＦＳ）
Ｔｏｒｒａ 和 Ｎａｒｕｋａｗａ 在直觉模糊集和模糊多值集

的基础上首次提出犹豫模糊集的概念［１－２］，它可以

描述决策中某些犹豫不定的情况，例如某个专家可

能会给某个元素定义一组可能的隶属度。
定义 ６［２，１５］ 　 论域 Ｘ 上的犹豫模糊集 Ｅ 记为

Ｅ ＝ ｛〈ｘ，ｈＥ（ｘ）〉 ｘ ∈ Ｘ｝， （２）
式中

ｈＥ：Ｘ → Ｐ（［０，１］）
ｘ aｈＥ（ｘ）

式中，ｈＥ（ｘ）⊆［０，１］表示元素 ｘ 属于集合 Ｅ 的可能

隶属度，称为 ｘ 的犹豫模糊隶属度。 Ｘ 上的所有犹

豫模糊集的全体组成的集合记为 ＨＦＳ（Ｘ）。
元素的犹豫隶属度可能为［０，１］上的可数或不

可数子集。 若 ｈＥ 仅将 Ｘ 上的元素映射到［０，１］上
的有限离散点集，这种犹豫模糊集称为经典犹豫模

糊集［２７］。 本文不加说明，所讨论的犹豫模糊集

（ＨＦＳ）均为经典犹豫模糊集。
定义 ７［２］ 　 设 Ｅ∈ＨＦＳ（Ｘ），其上、下界分别为

ｈ －
Ｅ（ｘ） ＝ ｍｉｎ｛ ｒ ｒ ∈ ｈＥ（ｘ）｝

ｈ ＋
Ｅ（ｘ） ＝ ｍａｘ｛ ｒ ｒ ∈ ｈＥ（ｘ）｝

　 　 定义 ８［２］ 　 设 Ｅ，Ｅ１，Ｅ２∈ＨＦＳ（Ｘ），定义犹豫模

糊集的基本运算如下：
１）ｈＥＣ（ｘ）＝ ｛１－ｒ ｒ∈ｈＥ（ｘ）｝；
２）ｈＥ１∪Ｅ２（ｘ）＝ ｛ｒ∈ｈＥ１（ｘ）∪ｈＥ２（ｘ） ｒ≥ｍａｘ｛ｈ－

Ｅ１（ｘ），
ｈ－
Ｅ２（ｘ）｝｝，或者等价于｛ｍａｘ｛ｒ１，ｒ２｝ ｒ１∈ｈＥ１（ｘ），ｒ２ ∈

ｈＥ２（ｘ）｝；
３）ｈＥ１∩Ｅ２（ｘ）＝ ｛ｒ∈ｈＥ１（ｘ）∪ｈＥ２（ｘ） ｜ ｒ≤ｍｉｎ｛ｈ＋

Ｅ１（ｘ），
ｈ＋
Ｅ２（ ｘ）｝｝，或者等价于 ｛ｍｉｎ ｛ ｒ１， ｒ２ ｝ ｒ１∈ｈＥ１ （ ｘ），

ｒ２∈ｈＥ２（ｘ）｝。

２　 犹豫模糊集的 α⁃截集

２．１　 犹豫模糊集与离散区间二型模糊集的关系

经典犹豫模糊集中 ｈＥ（ｘ）是［０，１］上的一组有

限离散值，这些离散值均是 ｘ 在 Ｅ 上的可能隶属度

值，可视为主隶属度值。 比较式（１）和式（２），不难

发现，在离散情况下 ＩＴ２ＦＳ 的概念与经典 ＨＦＳ 的概

念是一致的，且根据定义 ５ 和定义 ８ 可知，离散

ＩＴ２ＦＳ 的补、并和交运算分别相当于 ＨＦＳ 的补、并和

交。 接下来的例子将进一步说明这一结果。
例 １　 设 Ｅ１，Ｅ２ ∈ＨＦＳ（Ｘ），对某个 ｘ∈Ｘ，令

ｈＥ１
（ｘ）＝ ｛０．２，０．４，０．６｝，ｈＥ２

（ ｘ） ＝ ｛０．４，０．８，１｝，则
ｈ－
Ｅ１
（ｘ）＝ ０．２，ｈ－

Ｅ２
（ｘ） ＝ ０．４，ｈ＋

Ｅ１
（ ｘ） ＝ ０．６，ｈ＋

Ｅ２
（ ｘ） ＝ １，

ｈＥ１
（ｘ）∪ｈＥ２

（ｘ）＝ ｛０．２，０．４，０．６，０．８，１｝。
依据定义 ８，故 ｈＥ１∪Ｅ２

（ ｘ） ＝ ｛０．４，０．６，０．８，１｝，
ｈＥ１∩Ｅ２

（ｘ）＝ ｛０．２，０．４，０．６｝，ｈＥＣ
１
（ｘ）＝ ｛０．４，０．６，０．８｝。

若令 ＪＡ～ １
（ ｘ） ＝ ｛０．２，０．４，０．６｝，ＪＡ～ ２

（ ｘ） ＝ ｛０．４，

０．８， １} ，则Ａ～ １ 和Ａ～ ２ 可视为 Ｘ 上的两个区间Ⅱ型模

糊集。
由定义 ５ 可知：
ＪＡ～ １∪Ａ～ ２

（ｘ）＝ ｛０．４，０．６，０．８，１｝ ＝ｈＥ１∪Ｅ２
（ｘ）

ＪＡ～ １∩Ａ～ ２
（ｘ）＝ ｛０．２，０．４，０．６｝ ＝ｈＥ１∩Ｅ２

（ｘ）
ＪＡ～ Ｃ

１
＝｛０．４，０．６，０．８｝ ＝ｈＥＣ

１
（ｘ）

２．２　 犹豫模糊集的截集

由上讨论可知，离散 ＩＴ２ＦＳ 与 ＨＦＳ 是有关联

的。 Ｚａｄｅｈ［２５］、Ｌｉｕ［２８］、Ｍｅｎｄｅｌ［２９］ 和 Ｈａｍｒａｗｉ［３０－３２］ 均
讨论过基于 α⁃平面的 Ｔ２ＦＳ 的表现定理（实际上是

分解定理）。 离散 ＩＴ２ＦＳ 是 Ｔ２ＦＳ 的特殊形式，它也

符合上述讨论的表现定理。 袁［３２－３４］也曾突破“截集

必须是经典集合”的限制，利用三值模糊集和五值

模糊集分别作为直觉模糊集和区间直觉模糊集的

截集的定义。 进一步，Ｓｈａｎｇ［３５］ 提出了 ｎ 维模糊集

的概念，并指出 ｎ 维模糊集的截集是一个具有 ｎ＋１
个值的模糊集。 受这些截集概念的启发，本节将

ＨＦＳ 的 α⁃截集定义为 Ｔ１ＦＳ。
定义 ９　 设 Ｅ∈ＨＦＳ（Ｘ）且 α∈［０，１］，定义 Ｅ

的 α－上截集，记为 Ｅα， 其满足 Ｅα ＝ ｛〈 ｘ，μＥα
（ ｘ）〉

ｘ∈Ｘ｝∈Ｔ１ＦＳ（Ｘ），其中

μＥα
（ｘ） ＝

ｍｉｎ｛ ｒ ∈ ｈＥ（ｘ） ｒ ≥ α｝，
　 　 ｛ ｒ ∈ ｈＥ（ｘ） ｒ ≥ α｝ ≠ ⌀
０，　 ｛ ｒ ∈ ｈＥ（ｘ） ｒ ≥ α｝ ＝ ⌀

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３）

若将式 （ ３） 中 ｛ ｒ ∈ ｈＥ （ ｘ） ｒ≥α ｝ 更改为 ｛ ｒ ∈
ｈＥ（ｘ） ｒ ＞ α｝， 且其余部分不变，则可定义 Ｅ 的 α－
强上截集 Ｅα ＝｛〈ｘ，μＥα

（ｘ）〉 ｘ∈Ｘ｝。

同样，也可定义 Ｅ 的 α－下截集 Ｅα ＝｛〈ｘ，μＥα（ｘ）〉
ｘ∈Ｘ｝，其中

μＥα（ｘ） ＝
ｍａｘ｛ ｒ ∈ ｈＥ（ｘ） ｒ ≤ α｝，
　 　 ｛ ｒ ∈ ｈＥ（ｘ） ｒ ≤ α｝ ≠ ⌀
０，　 ｛ ｒ ∈ ｈＥ（ｘ） ｒ ≤ α｝ ＝ ⌀

ì

î

í

ï
ï

ïï

（４）

　 　 若将式（４）中｛ ｒ∈ｈＥ（ ｘ） ｒ≤α｝更改为 ｛ ｒ ∈
ｈＥ（ｘ） ｒ ＜ α｝， 且其余部分不变，则可得到 Ｅ 的 α⁃
强下截集 Ｅα ＝｛（ｘ，μＥα（ｘ）） ｘ∈Ｘ｝。

例 ２　 设 Ｅ∈ＨＦＳ（Ｘ），其中 Ｘ ＝ ｛ ｘ１，ｘ２｝，Ｅ ＝

｛〈ｘ１，｛０．２，０．４，０．６｝〉，〈ｘ２，｛０．３，０．７｝〉｝。 由定义

９ 有
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μＥα
（ｘ１） ＝

０．２， ０ ≤ α ≤ ０．２
０．４， ０．２ ＜ α ≤ ０．４
０．６， ０．４ ＜ α ≤ ０．６
０， ０．６ ＜ α ≤ １

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

μＥα
（ｘ１） ＝

０．２， ０ ≤ α ＜ ０．２
０．４， ０．２ ≤ α ＜ ０．４
０．６， ０．４ ≤ α ＜ ０．６
０， ０．６ ≤ α ≤ １

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

μＥα（ｘ１） ＝

０， ０ ≤ α ＜ ０．２
０．２， ０．２ ≤ α ＜ ０．４
０．４， ０．４ ≤ α ＜ ０．６
０．６， ０．６ ≤ α ≤ １

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

μＥα（ｘ１） ＝

０， ０ ≤ α ≤ ０．２
０．２， ０．２ ＜ α ≤ ０．４
０．４， ０．４ ＜ α ≤ ０．６
０．６， ０．６ ＜ α ≤ １

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

μＥα
（ｘ２） ＝

０．３， ０ ≤ α ≤ ０．３
０．７， ０．３ ＜ α ≤ ０．７
０， ０．７ ＜ α ≤ １

ì

î

í

ï
ï

ïï

μＥα
（ｘ２） ＝

０．３， ０ ≤ α ＜ ０．３
０．７， ０．３ ≤ α ＜ ０．７
０， ０．７ ≤ α ≤ １

ì

î

í

ï
ï

ïï

μＥα（ｘ２） ＝
０， ０ ≤ α ＜ ０．３
０．３， ０．３ ≤ α ＜ ０．７
０．７， ０．７ ≤ α ≤ １

ì

î

í

ï
ï

ïï

μＥα（ｘ２） ＝
０， ０ ≤ α ≤ ０．３
０．３， ０．３ ＜ α ≤ ０．７
０．７， ０．７ ＜ α ≤ １

ì

î

í

ï
ï

ïï

故

Ｅα ＝

｛（ｘ１，０．２），（ｘ２，０．３）｝， ０ ≤ α ≤ ０．２

｛（ｘ１，０．４），（ｘ２，０．３）｝， ０．２ ＜ α ≤ ０．３

｛（ｘ１，０．４），（ｘ２，０．７）｝， ０．３ ＜ α ≤ ０．４

｛（ｘ１，０．６），（ｘ２，０．７）｝， ０．４ ＜ α ≤ ０．６

｛（ｘ２，０．７）｝， ０．６ ＜ α ≤ ０．７

⌀， ０．７ ＜ α ≤ １

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

Ｅα ＝

｛（ｘ１，０．２），（ｘ２，０．３）｝， ０ ≤ α ＜ ０．２

｛（ｘ１，０．４），（ｘ２，０．３）｝， ０．２ ≤ α ＜ ０．３

｛（ｘ１，０．４），（ｘ２，０．７）｝， ０．３ ≤ α ＜ ０．４

｛（ｘ１，０．６），（ｘ２，０．７）｝， ０．４ ≤ α ＜ ０．６

｛（ｘ２，０．７）｝， ０．６ ≤ α ＜ ０．７

⌀， ０．７ ≤ α ≤ １

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ïï

Ｅα ＝

⌀， ０ ≤ α ＜ ０．２
｛（ｘ１，０．２）｝， ０．２ ≤ α ＜ ０．３
｛（ｘ１，０．２），（ｘ２，０．３）｝， ０．３ ≤ α ＜ ０．４
｛（ｘ１，０．４），（ｘ２，０．３）｝， ０．４ ≤ α ＜ ０．６
｛（ｘ１，０．６），（ｘ２，０．３）｝， ０．６ ≤ α ＜ ０．７
｛（ｘ１，０．６），（ｘ２，０．７）｝， ０．７ ≤ α ≤ １

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

Ｅα ＝

⌀， ０ ≤ α ≤ ０．２
｛（ｘ１，０．２）｝， ０．２ ＜ α ≤ ０．３
｛（ｘ１，０．２），（ｘ２，０．３）｝， ０．３ ＜ α ≤ ０．４
｛（ｘ１，０．４），（ｘ２，０．３）｝， ０．４ ＜ α ≤ ０．６
｛（ｘ１，０．６），（ｘ２，０．３）｝， ０．６ ＜ α ≤ ０．７
｛（ｘ１，０．６），（ｘ２，０．７）｝， ０．７ ＜ α ≤ １

ì

î

í

ï
ï
ï
ïï

ï
ï
ï
ï

　 　 性质 １　 设 Ｅ，Ｆ∈ＨＦＳ（Ｘ），α∈［０，１］，｛αｔ ｔ∈
Ｔ｝⊆［０，１］，则

１）Ｅα⊆Ｅα；Ｅα⊆Ｅα；
２）α１＜α２⇒Ｅα１⊆Ｅα２，Ｅα１⊆Ｅα２；
若 α１＜α２≤∧

ｘ∈Ｘ
｛ｈ＋

Ｅ（ｘ）｝，则 Ｅα１⊆Ｅα２；

若 α１＜α２＜∧
ｘ∈Ｘ

｛ｈ＋
Ｅ（ｘ）｝，则 Ｅα１⊆Ｅα２；

３）（Ｅ∪Ｆ） α⊆Ｅα∪Ｆα；（Ｅ∪Ｆ） α⊆Ｅα∪Ｆα；
（Ｅ∪Ｆ） α⊆Ｅα∪Ｆα；（Ｅ∪Ｆ） α⊆Ｅα∪Ｆα；
４）（Ｅ∩Ｆ） α⊇Ｅα∩Ｆα；（Ｅ∩Ｆ） α⊇Ｅα∩Ｆα；
（Ｅ∩Ｆ） α⊇Ｅα∩Ｆα；（Ｅ∩Ｆ） α⊇Ｅα∩Ｆα；
５）设｛αｔ ｔ∈Ｔ｝满足 ａ＝∧

ｔ∈Ｔ
｛αｔ｝，ｂ ＝∨

ｔ∈Ｔ
｛αｔ｝＜∧

ｘ∈Ｘ

｛ｈ＋
Ｅ（ｘ）｝，则
∩
ｔ∈Ｔ

Ｅαｔ
＝Ｅａ；∩ｔ∈Ｔ

Ｅαｔ
＝Ｅ 　ａ　；∪ｔ∈Ｔ

Ｅαｔ
＝Ｅｂ；∪ｔ∈Ｔ

Ｅαｔ
＝Ｅ 　ｂ　；

∩
ｔ∈Ｔ

Ｅαｔ ＝Ｅａ；∩
ｔ∈Ｔ

Ｅαｔ ＝Ｅ 　ａ　；∪
ｔ∈Ｔ

Ｅαｔ ＝Ｅｂ；∪
ｔ∈Ｔ

Ｅαｔ ＝Ｅ 　ｂ　；

６）若 α＜∧
ｘ∈Ｘ

｛ｈ＋
Ｅ（ｘ）｝，则

（Ｅα） Ｃ ＝（ＥＣ） １－α；（ＥＣ） α ＝（Ｅ１－α） Ｃ；
（Ｅα） Ｃ ＝（ＥＣ） １－α；（ＥＣ） α ＝（Ｅ１－α） Ｃ；
７）Ｅ０ ＝Ｅ０ ＝Ｅ１ ＝Ｅ；Ｅ１ ＝Ｅ０ ＝Ｅ０ ＝⌀。
证明：易证性质 １）、２）和 ７），因此此处证明略。
证明 ３），即（Ｅ∪Ｆ） α⊆Ｅα∪Ｆα 成立。
对于 ｘ∈Ｘ，以下依据 α 的取值进行讨论：
①当 α ＞ｍａｘ ｛ ｈ＋

Ｅ （ ｘ）， ｈ
＋
Ｆ （ ｘ）｝ 时， ｛ ｒ∈ｈＥ（ｘ）

ｒ≥α｝ ＝｛ｒ∈ｈＦ（ｘ） ｒ≥α｝ ＝｛ｒ∈ｈＥ∪Ｆ（ｘ） ｒ≥α｝ ＝⌀，
故 μＥα（ｘ）＝ μＦα（ｘ）＝ μ（Ｅ∪Ｆ）α（ｘ）＝ ０，从而 μ（Ｅ∪Ｆ）α（ｘ）＝
ｍａｘ｛μＥα（ｘ），μＦα（ｘ）｝ ＝μＥα∪Ｆα（ｘ）＝ ０。

②当ｍａｘ｛ｈ＋
Ｅ（ｘ），ｈ

＋
Ｆ（ｘ）｝≥α ＞ｍａｘ｛ｈ－

Ｅ（ｘ），ｈ
－
Ｆ（ｘ）｝

时，有｛ｒ∈ｈＥ（ｘ）∪ｈＦ（ｘ） ｒ≥α｝⊇｛ｒ∈ｈＥ（ｘ） ｒ≥α｝且
｛ｒ∈ｈＥ（ｘ）∪ｈＦ（ｘ） ｒ≥α｝⊇｛ｒ∈ｈＦ（ｘ） ｒ≥α｝，故
μ（Ｅ∪Ｆ）α（ｘ）＝ ｍｉｎ｛ｒ∈ｈＥ∪Ｆ（ｘ） ｒ≥α｝ ＝ｍｉｎ｛ｒ∈ｈＥ（ｘ）∪ｈＦ
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（ｘ） ｒ≥ｍａｘ｛ｈ－
Ｅ（ｘ），ｈ

－
Ｆ（ｘ），α｝｝＝ｍｉｎ｛ｒ∈ｈＥ（ｘ）∪ｈＦ（ｘ）

ｒ≥α｝≤ｍａｘ｛ｍｉｎ｛ ｒ∈ｈＥ（ｘ） ｒ≥α｝，ｍｉｎ｛ ｒ∈ｈＦ（ｘ）
ｒ≥α｝｝ ＝ｍａｘ｛μＥα

（ｘ）， μＦα
（ｘ）｝ ＝μＥα∪Ｆα

（ｘ）。
③当 ｍａｘ｛ｈ－

Ｅ（ｘ），ｈ
－
Ｆ（ｘ）｝≥α ＞ｍｉｎ｛ｈ－

Ｅ（ ｘ），ｈ
－
Ｆ

（ｘ）｝时，不妨设 ｈ－
Ｅ（ｘ） ＜α≤ｈ－

Ｆ（ｘ），则 μ（Ｅ∪Ｆ） α
（ｘ）＝

ｍｉｎ｛ ｒ ∈ ｈＥ （ ｘ） ∪ ｈＦ （ ｘ） ｒ≥ｈ－
Ｆ （ ｘ）｝ ＝ ｈ－

Ｆ （ ｘ），
μＥα

（ｘ）＝ ｍｉｎ｛ ｒ∈ｈＥ（ｘ） ｒ≥α｝≥α，μＦα
（ｘ）＝ ｍｉｎ｛ ｒ∈

ｈＦ（ ｘ） ｒ≥ｈ－
Ｆ （ ｘ）｝ ＝ ｈ－

Ｆ （ ｘ） ≥α；故 μ（Ｅ∪Ｆ） α
（ ｘ） ＝

ｈ－
Ｆ（ｘ）≤ｍａｘ｛μＥα

（ｘ），μＦα
（ｘ）｝ ＝μＥα∪Ｆα

（ｘ）。
④当 ｍｉｎ｛ｈ－

Ｅ（ｘ），ｈ
－
Ｆ（ｘ）｝≥α 时，也可类似证明

μ（Ｅ∪Ｆ） α
（ｘ）＝ ｍａｘ｛μＥα

（ｘ），μＦα
（ｘ）｝ ＝μＥα∪Ｆα

（ｘ）。
归纳可知，（Ｅ∪Ｆ） α⊆Ｅα∪Ｆα。
用类似的方法可以得到结论 ３）的其余情况和

结论 ４）。
⑤这里仅证明结论 ５）中∪

ｔ∈Ｔ
Ｅαｔ

＝ Ｅｂ 成立，其余

情况类似证明。
∀ｘ∈Ｘ，ｔ∈Ｔ，因为∨

ｔ∈Ｔ
｛αｔ｝ ＜∧

ｘ∈Ｘ
｛ｈ＋

Ｅ（ｘ）｝，所以

μＥαｔ
（ｘ）＝ ｍｉｎ｛ ｒ∈ｈＥ（ ｘ） ｒ≥αｔ｝，μＥｂ

（ ｘ） ＝ ｍｉｎ｛ ｒ∈

ｈＥ（ｘ） ｒ≥∨
ｔ∈Ｔ

αｔ｝。

设 ｃ＝μＥｂ
（ｘ），则 ｃ ＝ ｍｉｎ｛ ｒ∈ｈＥ （ｘ） ｒ≥∨

ｔ∈Ｔ
αｔ｝，

故∀ｔ∈Ｔ，ｃ≥ｍｉｎ｛ ｒ∈ｈＥ（ｘ） ｒ≥αｔ｝，从而 ｃ≥∨
ｔ∈Ｔ

ｍｉｎ

｛ ｒ∈ｈＥ（ｘ） ｒ≥αｔ｝ ＝μ ∪
ｔ∈Ｔ

Ｅαｔ
（ｘ），故 Ｅｂ⊇∪

ｔ∈Ｔ
Ｅαｔ。

设 ｄ＝μ ∪
ｔ∈Ｔ

Ｅαｔ
（ｘ）＝ ∨

ｔ∈Ｔ
ｍｉｎ｛ ｒ∈ｈＥ（ ｘ） ｒ≥αｔ｝，则

∀ｔ∈Ｔ，ｄ≥ｍｉｎ｛ ｒ∈ｈＥ（ｘ） ｒ≥αｔ｝。
若令 ｒｔ ＝ｍｉｎ｛ ｒ∈ｈＥ（ｘ） ｒ≥αｔ｝，则∀ｔ∈Ｔ，ｄ≥

ｒｔ≥αｔ，故 ｄ≥∨
ｔ∈Ｔ

ｒｔ≥∨
ｔ∈Ｔ

αｔ。 因为 ｈＥ（ｘ）是有限集，ｒｔ∈

ｈＥ（ｘ）。 所以必存在 ｔ０∈Ｔ，使得 ｒｔ０ ＝∨
ｔ∈Ｔ

ｒｔ≥∨
ｔ∈Ｔ

αｔ，故

ｄ≥ｒｔ０≥ｍｉｎ｛ ｒ∈ｈＥ（ｘ） ｒ≥∨
ｔ∈Ｔ

αｔ｝，从而 Ｅｂ⊆∪
ｔ∈Ｔ

Ｅαｔ。

因此∪
ｔ∈Ｔ

Ｅαｔ
＝Ｅｂ。

⑥这里仅证明结论 ６）中（Ｅα） Ｃ ＝ （ＥＣ） １－α成立，
其余类似。

因为 α＜∧
ｘ∈Ｘ

｛ｈ＋
Ｅ（ｘ）｝，所以｛ ｒ∈ｈＥ（ｘ） ｒ≥α｝≠

⌀，故 μ（Ｅα）Ｃ （ ｘ） ＝ １ － μＥα
（ ｘ） ＝ １ －ｍｉｎ ｛ ｒ∈ ｈＥ （ ｘ）

ｒ≥α｝ ＝ ｍａｘ｛１－ ｒ ｒ∈ｈＥ（ｘ），ｒ≥α｝ ＝ ｍａｘ｛ ｒ′∈ｈＥＣ

（ｘ） ｒ′≤１－α｝ ＝μ（ＥＣ） １－α（ｘ）。
考虑到 α⁃上截集与 α⁃下截集的对称性，在下面

的讨论中，只讨论 α⁃上截集，并称其为 Ｅ 的 α⁃截集。

３　 犹豫模糊集的分解（表示）定理

由于 ＨＦＳ 的 α⁃截集是 Ｔ１ＦＳ，根据 Ｔ１ＦＳ 的分解

定理可得：

性质 ２　 设 Ｅ∈ＨＦＳ（Ｘ），α∈［０，１］，Ｅ 的 α⁃截
集可分解为

Ｅα ＝ ∪
λ∈［０，１］

λ （Ｅα） λ ＝ ∪
λ∈［０，１）

λ （Ｅα） λ

其中，（Ｅα）λ ＝ ｛ｘ μＥα（ｘ）≥λ｝和（Ｅα）λ ＝ ｛ｘ μＥα（ｘ） ＞
λ｝均为 Ｘ 上的精确集。

定理 １　 （ＨＦＳ 的分解定理Ⅰ） 设 Ｅ∈ＨＦＳ（Ｘ），则
Ｅ ＝ ｛Ｅα α ∈［０，１］｝ ＝ ｛ ∪

λ∈［０，１］
λ（Ｅα）λ α ∈［０，１］｝ ＝

｛ ∪
λ∈［０，１）

λ（Ｅα）λ α ∈［０，１］｝。

　 　 这意味着，∀ｘ∈Ｘ，有 ｈＥ（ｘ）＝｛μＥα（ｘ） α ∈［０，１］｝ ＝
｛ ∨
λ∈［０，１］

λ·χ
（Ｅα）λ（ｘ） α ∈［０，１］｝＝｛ ∨

λ∈［０，１）
λ·χ

（Ｅα）λ（ｘ） α ∈

［０，１］｝。
定理 ２　 （ＨＦＳ 的分解定理Ⅱ） 设 Ｅ∈ＨＦＳ（Ｘ），则

Ｅ ＝ ｛Ｅα α ∈［０，１）｝ ＝ ｛ ∪
λ∈［０，１）

λ（Ｅα）λ α ∈［０，１）｝ ＝

｛ ∪
λ∈［０，１］

λ（Ｅα）λ α ∈［０，１）｝。

　 　 证明　 定理 １ 和定理 ２ 的证明可以由定义 ９ 和

Ｔ１ＦＳ 的分解定理直接得到。
例 ３　 在例 ２ 的前提下，当 ０≤α≤０．２ 时，有

λ （Ｅα） λ ＝
｛（ｘ１，λ），（ｘ２，λ）｝， ０ ≤ λ ≤ ０．２
｛（ｘ１，０），（ｘ２，λ）｝， ０．２ ＜ λ ≤ ０．３
｛（ｘ１，０），（ｘ２，０）｝， ０．３ ＜ λ ≤ １

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

λ （Ｅα） λ ＝
｛（ｘ１，λ），（ｘ２，λ）｝， ０ ≤ λ ＜ ０．２
｛（ｘ１，０），（ｘ２，λ）｝， ０．２ ≤ λ ＜ ０．３
｛（ｘ１，０），（ｘ２，０）｝， ０．３ ≤ λ ＜ １

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

故 ∪
λ∈［０，１］

λ （Ｅα） λ ＝ ∪
λ∈［０，１）

λ （Ｅα） λ ＝ ｛（ｘ１，０．２），（ｘ２，

０．３）｝ ＝Ｅα。
类似地，对 α 取其余值的情况也可得到同样结

论，因此 Ｅ＝｛Ｅα α∈［０，１］｝。

４　 犹豫模糊集的扩展原则

Ｔｏｒｒａ 等人［１］曾介绍了 ＨＦＳ 的扩展原理。
定义 １０［１］ 　 令 Θ：［０，１］ ｎ→［０，１］为一个函数，

Ｈ 为论域 Ｘ 上的 ｎ 个犹豫模糊集，记为 Ｈ ＝ ｛ ｈ１，
ｈ２，…，ｈｎ｝，则 Θ 在 Ｈ 上的扩展定义如下：

∀ｘ ∈ Ｘ
ΘＨ（ｘ） ＝ ∪

ｒ∈ｈ１（ｘ） ×ｈ２（ｘ） ×…×ｈｎ（ｘ）
｛Θ（ ｒ）｝

　 　 显然这个定义仅仅是清晰集中运算的扩展，而
不是一般 ＨＦＳ 函数的扩展。 本文依据 Ｚａｄｅｈ 提出

的 Ｔ１ＦＳ 的扩展原则，提出如下的 ＨＦＳ 的扩展原则。
定义 １１ 　 （ ＨＦＳ 的 扩 展 原 则 Ｉ ） 设 Ｅ ∈

ＨＦＳ（Ｘ），Ｆ∈ＨＦＳ（Ｙ），若 ｆ：Ｘ→Ｙ，则可以定义一个

从 ＨＦＳ（Ｘ）到 ＨＦＳ（Ｙ）的犹豫模糊函数，满足

ｈｆ（Ｅ）：Ｙ → Ｐ（［０，１］）
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ｙ aｈｆ（Ｅ）（ｙ）
设 ｆ －１（ｙ）＝ ｛ｘ∈Ｘ ｆ（ｘ）＝ ｙ｝，则

ｈｆ（Ｅ）（ｙ） ＝
∨

ｘ∈ｆ －１（ｙ）
｛ｒ（ｘ） ｒ（ｘ） ∈ ｈＥ（ｘ）｝， 　 ｆ －１（ｙ）≠⌀

０， 　 ｆ －１（ｙ） ＝⌀{
且 ｆ 也可诱导一个从 ＨＦＳ（Ｙ）到 ＨＦＳ（Ｘ）的犹豫模

糊逆函数，满足

ｈｆ －１（Ｆ）：Ｘ → Ｐ（［０，１］）
ｘ aｈｆ －１（Ｆ）（ｘ） ＝ ｛ ｒ ∈ ｈＦ（ｙ） ｙ ＝ ｆ（ｘ） ∈ Ｙ｝。

　 　 例 ４　 设 Ｅ∈ＨＦＳ（Ｘ），Ｆ∈ＨＦＳ（Ｙ），其中 Ｘ ＝
｛－１，１，２｝，Ｙ＝｛０，１，４｝，Ｅ ＝ ｛〈－１，｛０．２，０．３，０．８｝〉，
〈１，｛０．４，０．６｝〉，〈２，｛０．１，０．２｝〉｝，Ｆ ＝ ｛〈０，｛０．２，
０．６｝〉，〈１，｛０．３，０．４｝〉，〈４，｛０．７｝〉｝，令 ｆ：Ｘ→Ｙ，
ｘ aｆ（ｘ）＝ ｘ２，则由定义 １１ 知 ｆ（Ｅ）＝ ｛〈０，｛０｝〉，〈１，
｛０．４，０．６，０．８｝〉，〈４，｛０．１，０．２｝〉｝， ｆ－１（Ｆ）＝ ｛〈 －１，
｛０．３，０．４｝〉，〈１，｛０．３，０．４｝〉，〈２，｛０．７｝〉｝均为犹豫

模糊集。
性质 ３　 设 ｆ：Ｘ→Ｙ，Ｅ，Ｇ∈ＨＦＳ（Ｘ），Ｔ，Ｈ∈ＨＦＳ

（Ｙ），则∀α∈［０，１］，有
１） ｆ （Ｅ） α⊆ｆ（Ｅα）， ｆ （Ｅ） α⊆ｆ（Ｅα）；
２） ｆ －１（Ｆ） α ＝ ｆ

－１（Ｆα）， ｆ －１（Ｆ） α ＝ ｆ
－１（Ｆα）；

３） ｆ （Ｅ∪Ｇ） α⊆ｆ （Ｅ） α∪ｆ （Ｇ） α，
　 ｆ －１（Ｆ∩Ｈ） α⊇ｆ －１（Ｆ） α∩ｆ －１（Ｈ） α；
４） ｆ （Ｅα） Ｃ⊆ｆ（ＥＣ

α）， ｆ －１（ＦＣ
α）＝ ｆ －１（Ｆ） Ｃ

α。
证明　 １）∀ｙ∈Ｙ，若 ｆ －１（ｙ）＝ ⌀，则 ｈｆ（Ｅ）（ｙ）＝

０。 从而∀α∈［０，１］，有 μｆ（Ｅα） （ ｙ） ＝ μｆ（Ｅ） α
（ ｙ） ＝ ０。

若ｆ －１（ｙ）≠⌀，则分成以下两种情形讨论：
①当｛ ｒ∈ｈｆ（Ｅ）（ｙ） ｒ≥α｝ ＝⌀时，μｆ（Ｅ） α

（ｙ）＝ ０。
也就是说，∀ｘ∈ｆ －１（ｙ），若 ｒ（ｘ）∈ｈＥ（ｘ），则 ｒ（ｘ） ＜
α，即 μＥα

（ ｘ） ＝ ０。 故 μｆ（Ｅα）（ ｙ） ＝ ∨
ｘ∈ｆ－１（ｙ）

μＥα
（ ｘ） ＝ ０ ＝

μｆ（Ｅ） α
（ｙ）。
②当｛ ｒ∈ｈｆ（Ｅ）（ｙ） ｒ≥α｝≠⌀时，μｆ（Ｅ） α

（ｙ）＝ ｍｉｎ
｛ｒ′∈ｈｆ（Ｅ）（ｙ） ｒ′≥α｝ ＝ｍｉｎ ∨

ｘ∈ｆ－１（ｙ）
｛ｒ（ｘ） ｒ（ｘ）∈ｈＥ（ｘ）∧

ｒ（ｘ）≥ａ｝。 且μｆ（Ｅα）（ｙ）＝ ∨
ｘ∈ｆ－１（ｙ）

｛μＥα（ｘ）｝＝ ∨
ｘ∈ｆ－１（ｙ）

ｍｉｎ｛ｒ（ｘ）

ｒ（ｘ）∈ｈＥ（ｘ）∧ｒ（ｘ）≥ａ｝。
由性质 １ 的结论 ３）得，μｆ（Ｅ） α

（ｙ）≤μｆ（Ｅα） （ｙ）⇒
ｆ （Ｅ） α⊆ｆ（Ｅα）。

２）对于∀ｘ∈Ｘ，分以下分两种情况讨论：
①当 μｆ －１（Ｆ） α

（ｘ）＝ ０ 时， ｆ －１（Ｆ） α ＝⌀ 。 说明∀ｒ
∈ｈｆ －１（Ｆ）（ｘ）， ｒ＜α。 考虑到 ｒ∈ｈＦ（ｙ），这里 ｙ＝ ｆ（ｘ），
因此 μＦα

（ ｙ） ＝ ０⇒μｆ －１（Ｆα）（ ｘ） ＝ ０。 故 μｆ －１（Ｆ） α
（ ｘ） ＝

μｆ －１（Ｆα）（ｘ）。
②当 μｆ －１（Ｆ） α

（ ｘ）≠０ 时，μｆ －１（Ｆ） α
（ ｘ） ＝ ｍｉｎ｛ ｒ∈

ｈｆ －１（Ｆ）（ｘ） ｒ≥α｝ ＝ｍｉｎ｛ ｒ∈ｈＦ（ｙ） ｙ＝ ｆ（ｘ），ｒ≥α｝ ＝
μＦα

（ｙ），这里 ｙ ＝ ｆ（ ｘ），且 μｆ －１（Ｆα） （ ｘ） ＝ μＦα
（ ｙ）。 故

μｆ －１（Ｆ） α
（ｘ）＝ μｆ －１（Ｆα）（ｘ），即 ｆ －１（Ｆ） α ＝ ｆ

－１（Ｆα）。
③ ｆ （Ｅ∪Ｇ） α⊆ｆ （Ｅ∪Ｇ） α）⊆ｆ（Ｅα∪Ｇα）＝

ｆ（Ｅα）∪ｆ（Ｇα）⊆ｆ （Ｅ） α∪ｆ （Ｇ） α；
ｆ －１（Ｆ∩Ｈ） α ＝ ｆ

－１（（Ｆ∩Ｈ） α）⊇ｆ －１（Ｆα∩Ｈα） ＝
ｆ －１（Ｆα）∩ｆ －１（Ｈα）＝ ｆ －１（Ｆ） α∩ｆ －１（Ｈ） α。

④因为 μｆ（Ｅα）Ｃ（ｙ）＝ １－ μｆ（Ｅα）（ ｙ） ＝ １－ ∨
ｘ∈ｆ－１（ｙ）

｛μＥα

（ｘ）｝ ＝ ∧
ｘ∈ｆ－１（ｙ）

｛１ －μＥα
（ ｘ）｝， μｆ（ＥＣα） （ ｙ） ＝ ∨

ｘ∈ｆ－１（ｙ）
｛ μＥＣα

（ｘ）｝ ＝ ∨
ｘ∈ｆ－１（ｙ）

｛１－μＥα
（ ｘ）｝，所以 μｆ（Ｅα）Ｃ（ ｙ）≤μｆ（ＥＣα）

（ｙ）⇒ｆ （Ｅα） Ｃ⊆ｆ（ＥＣ
α）。

另由 Ｔ１ＦＳ 的性质和性质 ３ 的结论 ２ 可知，
ｆ－１（ＦＣ

α）＝ （ ｆ－１（Ｆα）） Ｃ ＝ ｆ－１（Ｆ） Ｃ
α。

进一步，此函数也可拓展到多元函数情形。
定义 １２　 （ＨＦＳ 的扩展原则Ⅱ） 设 Ｅｉ∈ＨＦＳ（Ｘｉ），

（ｉ＝１，２，…，ｎ），Ｆ∈ＨＦＳ（Ｙ），若 ｆ：Ｘ１×Ｘ２×…×Ｘｎ→Ｙ，
则可推导出一个从 ＨＦＳ （ Ｘ１ ） × ＨＦＳ （ Ｘ２ ） × … ×
ＨＦＳ（Ｘｎ）到 ＨＦＳ（Ｙ）的犹豫模糊函数，满足：

∀ Ｅ１，Ｅ２，…，Ｅｎ( ) ∈ＨＦＳ（Ｘ１）×ＨＦＳ（Ｘ２）×…×ＨＦＳ（Ｘｎ）
ｈｆ（Ｅ１，Ｅ２，…，Ｅｎ）：Ｙ → Ｐ（［０，１］）

ｙ aｈｆ（Ｅ１，Ｅ２，…，Ｅｎ）（ｙ）
　 　 设 ｆ－１（ｙ）＝ ｛（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ） ｆ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）＝
ｙ，ｘｉ∈Ｘ ｉ，ｉ＝ １，２，…，ｎ｝，则当 ｆ－１（ｙ）≠⌀时

ｈｆ（Ｅ１，Ｅ２，…，Ｅｎ）（ｙ）＝ ｛ ∨
（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ）∈ｆ－１（ｙ）

｛∧
ｎ

ｉ ＝１
ｒｉ（ｘｉ） ｒｉ（ｘｉ）∈ｈＥｉ（ｘｉ），

ｉ ＝ １，２，…，ｎ｝｝
　 　 当 ｆ－１（ｙ）＝ ⌀时，ｈｆ（Ｅ）（ｙ）＝ ０。

扩展原则Ⅱ不仅适用于函数，也适用于关系运

算。 当考虑关系运算时，它与定义 １０ 是一致的。

５　 应用实例

５．１　 ＨＦＳ 的 α⁃截集在多属性决策中的应用

犹豫模糊多属性决策问题中需要考虑方案的

综合属性的集结与排序问题，这需要对犹豫模糊数

进行相似性度量和比较。 由于犹豫模糊数本身就

较复杂，从而导致整个决策算法较复杂且效率不

高。 通过截集的方法可以使犹豫模糊集转换成Ⅰ
型模糊集，从而在数据预处理时就能降低算法复杂

度。 且由于阈值 α 的可变性，使得聚类结果能更加

灵活地符合实际需求。
定义 １３　 设 Ｅ∈ＨＦＳ（Ｘ），α∈［０，１］，ｘ，ｙ∈Ｘ，

定义 Ｅα（ｘ）＞Ｅα（ｙ）的可能度 Ｐ（Ｅα（ｘ）＞Ｅα（ｙ））满足

１）当 μＥα
（ ｘ） ＞ μＥα

（ ｙ） 且 ｈ＋
Ｅ （ ｘ） ≥ ｈ＋

Ｅ （ ｙ），或
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μＥα
（ｘ）＝ μＥα

（ ｙ）且 ｈ＋
Ｅ（ ｘ） ＞ｈ＋

Ｅ（ ｙ）时，则 Ｐ（Ｅα（ ｘ） ＞
Ｅα（ｙ））＝ １；

２）当 μＥα（ｘ）＜μＥα（ｙ）且 ｈ＋
Ｅ（ｘ）≤ｈ＋

Ｅ（ｙ），或 μＥα（ｘ）＝

μＥα（ｙ）且 ｈ＋
Ｅ（ｘ）＜ｈ

＋
Ｅ（ｙ）时，则 Ｐ（Ｅα（ｘ）＞Ｅα（ｙ））＝ ０；

３）除以上两种情况外，Ｐ（Ｅα（ｘ）＞Ｅα（ｙ））＝
１
２
。

显然，Ｐ（Ｅα（ｘ）＞Ｅα（ｙ））满足下列性质：
Ｐ（Ｅα（ｘ） ＞ Ｅα（ｙ）） ＋ Ｐ（Ｅα（ｙ） ＞ Ｅα（ｘ）） ＝ １。

　 　 以下为采用文献［３６］所举的例子。
例 ５　 设某一投资公司可对 ５ 个能源项目 ｘｉ

（ ｉ＝ １，２，…，５）进行投资，几位专家分别按照 ４ 个评

价指标（属性）来进行评估，这 ４ 个指标包括技术

（Ｅ１）、环境（Ｅ２）、社会政策（Ｅ３）和经济状况（Ｅ４），
各指标的权重向量为 ω ＝ （０．１５，０．３，０．２，０．３５）。 已

知专家的评估结果用下列犹豫模糊决策矩阵表示，
如表 １ 所示．

表 １　 投资评估结果

Ｔａｂｌｅ １　 Ｅｖａｌｕａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｉｎｖｅｓｔｍｅｎｔ

Ｘ Ｅ１ Ｅ２ Ｅ３ Ｅ４

ｘ１

｛０．５，０．４，

０．３｝

｛０．９，０．８，

０．７，０．１｝

｛０．５，０．４，

０．２｝
｛０．９，０．６，０．５，０．３

ｘ２ ｛０．５，０．３｝
｛０．９，０．７，０．６，

０．５，０．２｝

｛０．８，０．６，

０．５，０．１｝
｛０．７，０．５，０．４｝

ｘ３ ｛０．７，０．６｝ ｛０．９，０．６｝
｛０．７，０．５，

０．３｝
｛０．６，０．４｝

ｘ４

｛０．８，０．７，

０．４，０．３｝

｛０．７，０．４，

０．２｝
｛０．８，０．１｝ ｛０．９，０．８，０．６｝

ｘ５

｛０．９，０．７，

０．６，０．３，０．１｝

｛０．８，０．７，

０．６，０．４｝

｛０．９，０．８，

０．７｝

｛０．９，０．７，

０．６，０．３｝

　 　 具体算法如下：
１）给定 α∈［０，１］，任意 ｘ∈Ｘ，计算

Ｅα（ｘ） ＝ ∑
４

ｋ ＝ １
ωｋ μＥｋα

（ｘ），ｈ ＋
Ｅ（ｘ） ＝ ∑

４

ｋ ＝ １
ωｋｈ

＋
Ｅｋ
（ｘ）。

　 　 ２） 根据定义 １３，令 ｐｉｊ ＝ Ｐ（Ｅα（ｘｉ） ＞ Ｅα（ｘ ｊ）），
得到可能度矩阵 Ｐ ＝ （ｐｉｊ） ５×５。

３） 令 ｐｉ ＝∑
５

ｊ ＝ １
ｐｉｊ 得每个项目的可能值，则可按照

ｐｉ 从大到小顺序来决定方案。
本例所得 ｐｉ 大小如表 ２ 所示，从该表中不难发

现，随着 α 取值不同，ｐｉ 的大小顺序并不完全一致。
但总体来看 ｘ５ 的评分都是最高的，所以我们可以认

定选择项目 ｘ５ 进行投资。 这结果与文献［３６］ 是一

致的。 同时由于 α 的取值可以根据需要进行改变，
从而可以更加灵活地进行决策。

表 ２　 ｐｉ 的可能值

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｔｈｅ ｐｏｓｓｉｂｌｅ ｖａｌｕｅ ｐｉ

α ｘ１ ｘ２ ｘ３ ｘ４ ｘ５

０．５ ２．５ １ １ ４ ４

０．６ １．５ １．５ １．５ ４ ４

０．７ ２．５ ２．５ ０．５ ３．５ ４．５

０．８ ２．５ １．５ ０．５ ３．５ ４．５

０．９ ３ １．５ ０．５ ３ ４．５

５．２　 ＨＦＳ 的 α－截集在聚类分析中的应用

Ｃｈｅｎ［１８］和 Ｌｉａｏ［３７］都曾讨论过犹豫模糊环境下

的聚类算法，他们的算法都是需要先通过某种犹豫

模糊数的相似测度度量构建相关矩阵，从而进行聚

类。 本文采取的原理是通过截集将 ＨＦＳ 转换成

Ｔ１ＦＳ，将犹豫模糊数聚类问题转换成经典模糊数聚

类问题，从而使问题解决变得简单。
例 ６　 上市公司的经营绩效是公司金融领域的

研究热点。 例如，研究农业类上市公司的经营绩

效，可通过考察其盈利能力（Ａ１）、偿债能力（Ａ２）、营
运能力（Ａ３）、成长能力（Ａ４）和股本扩张能力（Ａ５）

等［３８］情况获得。 本例中基于这 ５ 个指标对国内十

家农业类上市公司 ｘｉ（ ｉ＝ １，２，…，１０）的经营绩效进

行聚类分析。 不同专家对这些公司关于这 ５ 个指标

的考核也有不同的评价。 现对他们的评价值采用

犹豫模糊集的形式给出，如表 ３。
表 ３　 经营绩效评估结果

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｅｖａｌｕａｔｉｏｎ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ ｂｕｓｉｎｅｓｓ ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ

Ｘ Ａ１ Ａ２ Ａ３ Ａ４ Ａ５

ｘ１ ｛０．４，０．６｝ ｛０．６，０．８｝ ｛０．２，０．３｝ ｛０．３，０．４｝ ｛０．６，０．７，０．９｝

ｘ２ ｛０．３，０．４，０．５｝｛０．４，０．５｝ ｛０．８｝ ｛０．５｝ ｛０．２，０．３｝

ｘ３ ｛０．５，０．７｝ ｛０．９｝ ｛０．３，０．４｝ ｛０．３｝ ｛０．８，０．９｝

ｘ４ ｛０．４，０．５，０．６｝｛０．２，０．３｝ ｛０．９，１｝ ｛０．５｝ ｛０．３，０．４，０．５｝

ｘ５ ｛０．９，１｝ ｛０．７，０．８｝ ｛０．４，０．５｝ ｛０．５，０．６｝ ｛０．７｝

ｘ６ ｛０．８，１｝ ｛０．８，１｝ ｛０．４，０．６｝ ｛０．８｝ ｛０．７，０．８｝

ｘ７ ｛０．３，０．４，０．５｝｛０．８，０．９｝ ｛０．７，０．９｝ ｛０．１，０．２｝ ｛０．９，１｝

ｘ８ ｛０．６｝ ｛０．７，０．９｝ ｛０．８｝ ｛０．３，０．４｝ ｛０．４，０．７｝

ｘ９ ｛０．９｝ ｛０．６，０．７｝ ｛０．５，０．８｝ ｛１｝ ｛０．７，０．８，０．９｝

ｘ１０ ｛０．４，０．６｝ ｛１｝ ｛０．６，０．７｝ ｛０．２，０．３｝ ｛０．９，１｝
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　 　 具体算法如下：
１）给定 α∈［０，１］，则可得到第 ｉ 个公司关于第

ｋ 个指标在阈值 α 上的隶属度，即 μＥｋα
（ｘｉ）。

２）采用最大最小法建立不同公司间的模糊相
似矩阵 Ｒ＝（ ｒｉｊ） １０×１０，其中

ｒｉｊ ＝
∑

５

ｋ ＝ １
ｍｉｎ｛μＥｋα

（ｘｉ），μＥｋα
（ｘ ｊ）｝

∑
５

ｋ ＝ １
ｍａｘ｛μＥｋα

（ｘｉ），μＥｋα
（ｘ ｊ）｝

，　 ｉ，ｊ ＝ １，２，…，１０。

　 　 ３）求出 Ｒ 的闭包，即模糊等价矩阵 Ｒ^。
４）从大到小取不同阈值 λ∈［０，１］，利用模糊

等价矩阵的截矩阵 Ｒ^λ 进行聚类。
表 ４ 给出了本例聚类结果。

表 ４　 聚类结果

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｃｌｕｓｔｅｒｉｎｇ ｒｅｓｕｌｔｓ

水平阈值 聚类情况

α＝ ０．８，λ＝ １
｛ｘ１｝，｛ｘ２｝，｛ｘ３｝，｛ｘ４｝，｛ｘ５｝，｛ｘ６｝，

｛ｘ７｝，｛ｘ８｝，｛ｘ９｝，｛ｘ１０｝

α＝ ０．８，λ＝ ０．８
｛ｘ１，ｘ３，ｘ１０｝，｛ｘ２，４｝，｛ｘ５｝，｛ｘ６｝，

｛ｘ７｝，｛ｘ８｝，｛ｘ９｝

α＝ ０．８，λ＝ ０．６
｛ｘ１，ｘ３，ｘ７，ｘ１０｝，｛ｘ２，ｘ４｝，｛ｘ５｝，

｛ｘ６｝，｛ｘ８｝，｛ｘ９｝

α＝ ０．５，λ＝ ０．６ ｛ｘ１，ｘ３，ｘ５，ｘ６，ｘ７，ｘ８，ｘ９，ｘ１０｝，｛ｘ２，ｘ４｝

α＝ ０．４，λ＝ ０．６ ｛ｘ１，ｘ２，ｘ３，ｘ４，ｘ５，ｘ６，ｘ７，ｘ８，ｘ９，ｘ１０｝

　 　 由表 ４ 可以看出，若国内 １０ 家农业类上市公司

分为 ２ 组，则 ｘ１、ｘ３、ｘ５、ｘ６、ｘ７、ｘ８、ｘ９、ｘ１０这 ８ 家上市

公司的经营绩效略高于 ｘ２、ｘ４ 两家上市公司的经营

绩效；若国内 １０ 家农业类上市公司分为 ６ 组，则经

营绩效按照 ｘ１、ｘ３、ｘ７、ｘ１０四家上市公司，ｘ２、ｘ４ 两家

上市公司，及 ｘ５、ｘ６、ｘ８、ｘ９ 依次降低。 总体来看，在
所有国内 １０ 家农业类上市公司中，ｘ１、ｘ３、ｘ１０的经营

绩效能力最高，３ 家上市公司的能力基本一致。

６　 结束语

本文通过分析经典犹豫模糊集与离散区间Ⅱ
型模糊集之间的关系，提出了犹豫模糊集的 α－截集

的概念，并讨论其性质及应用。 利用这种截集将经

典犹豫模糊集分解成若干个Ⅰ型模糊集，并将此概

念应用于犹豫模糊集的分解（表现）定理和两个更

一般的扩展原则。 这极大地丰富了犹豫模糊集的

基本理论。 同时，我们也举例说明了该截集方法在

多属性决策和聚类分析中的应用。 今后我们将继

续将该截集的方法推广至其他扩展的犹豫模糊集

理论中，以便解决更多的实际应用问题。
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