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联合连通拓扑下的二阶多自主体系统
有限时间包容控制

庄昊，杨洪勇
（鲁东大学 信息与电气工程学院，山东 烟台 ２６４０２５）

摘　 要：针对具有多领航者的二阶网络化系统群集运动问题，提出了一种有限时间收敛的包容控制算法。 在此基础

上，运用现代控制理论、代数图论和矩阵论等分析工具对所提出的控制算法进行理论分析，得到了当通信拓扑为动

态联合连通时，二阶网络化系统在有限时间内实现群集运动的收敛条件。 通过此包容控制算法，使得系统在静态拓

扑和联合连通条件下均在有限时间内收敛到目标区域内。 最后，应用系统仿真验证了所得结论的正确性。
关键词：多领航者；群集运动；有限时间；联合连通；包容控制
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　 　 多智能体系统协调控制是近几年迅速发展起来的
复杂系统控制科学研究领域的热点问题，它在无线传
感器网络、移动机器人编队控制、集群航天器深空探测
等领域有广泛的应用，受到许多研究学者的关注。

一致性问题是分布式协同控制的一个重要研究
方向［１－３］，多智能体系统通过系统中各智能体之间的

信息交流达到各个智能体特定状态的一致。 包容控
制是一种具有多领航者的类一致性问题，通过设计跟
随者的控制协议使得跟随者最终收敛到领航者组成
的目标区域内（领航者围成的凸包）完成群体运
动［４－９］。 文献［４］研究了一阶系统的包容控制问题，
并证明了当网络拓扑连通时系统可以实现包容控制，
但并未讨论网络拓扑在联合联通条件下的包容控制
问题。 文献［５］研究了有向网络中固定拓扑和切换拓
扑两种情况下一阶系统的包容控制问题，并给出了系
统收敛的充要条件，但未对二阶系统进行说明。 文献



［６］对动态领航者的二阶系统进行研究，分别提出了
连续渐近包容控制算法和离散渐近包容控制算法。
文献［７］研究了随机切换拓扑下二阶系统的包容控制
问题，提出一种基于不可约马尔可夫链信息拓扑的包
容控制算法。 文献［８］研究了二阶系统的分布式包容
控制问题，并给出了系统收敛的充分必要条件。 从以
上文献研究可知，虽然均能实现系统的包容控制要
求，但是实现时间是不确定的。

在工业应用中，仅实现各个智能体特定状态的
渐近一致还不足以满足工业生产需要，还需要系统
在有限时间内达到收敛。 在航天器编队控制和机器
人编队对抗中，有限时间定理得到广泛应用，由于连
续有限时间控制的优点明显，有限时间控制问题受
到越来越多的关注。 文献［１０］对有限时间控制问
题进行了综述，介绍了有限时间稳定性的常用判据
和几类典型系统的有限时间控制。 文献［９］研究了
有限时间收敛和参数不确定性有向系统的姿态包容
控制问题。 文献［１１－１４］指出，连续有限时间控制
系统的验证方法主要包括：齐次性方法和有限时间
李雅普诺夫稳定性定理。

本文研究了静态拓扑和动态拓扑下的二阶多智
能体系统能在有限时间内实现包容控制的问题，本文
的创新点在于提出了动态联合连通条件下具有多领
航者的有限时间的包容控制算法，应用现代控制理论
及矩阵论等理论工具研究了算法的有限时间收敛，在
静态拓扑和动态拓扑下均能达到有限时间收敛。

１　 代数图论

　 　 设 Ｇ ＝ （Ｖ，Ｅ，Ａ） 是 ｎ 个节点的权重无向图，
Ｖ ＝｛１，２，…，ｎ｝ 为一个顶点（或节点）集合， Ｅ ⊆
Ｖ ×Ｖ 为一个边的集合， Ａ ＝ ［ａｉｊ］ ∈ Ｒｎ×ｎ 为权重邻
接矩阵。 对于 ∀ｉ∈Ｖ ， ａｉｉ ＝ ０；对于∀ｉ，ｊ∈Ｖ ， ｉ≠
ｊ ，若 （ ｉ，ｊ） ∈ ω ，则 ａｉｊ ＞ ０，否则， ａｉｊ ＝ ０。 节点 ｉ 的
邻居集合定义为 Ｎｉ ＝ ｛ ｊ ∈ Ｖ ｜ （ ｉ，ｊ） ∈ Ｅ｝ 。 定义

Ｄ ＝ｄｉａｇ（ｄ１，ｄ２，…，ｄｎ） ∈ Ｒｎ×ｎ 为图 ｘＬ（ ｔ） 的度矩

阵，其中 ｄｉ ＝ ∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ ， ｉ ＝ １，２，…，ｎ 。 权重图 Ｇ 的

Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵定义为： Ｌ ＝ Ｄ － Ａ ∈ Ｒｎ×ｎ 。
定义 １［５］ 　 设集合 Ｘ ＝ ｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｍ｝ 为实向

量空间 Ｖ ⊆ Ｒｐ 的子集， Ｘ 的凸包定义为： ＣＯ（Ｘ） ＝

｛∑
ｍ

ｉ ＝ １
α ｉｘｉ ｜ ｘｉ ∈ Ｘ，α ｉ ≥ ０，∑

ｍ

ｉ ＝ １
α ｉ ＝ １｝ 。

定义 ２［１５］ 　 设拓扑图 Ｇ１，Ｇ２，…，Ｇｍ 具有相同的
顶点集 Ｖ ，其并集记为 Ｇ１－ｍ ，它的节点集是 Ｖ ，边集
是所有图 Ｇ１，Ｇ２，…，Ｇｍ 的边的并集，它的第 ｉ 个节点
和第 ｊ 个节点间的链接权重是图第 ｉ 个节点和第 ｊ 个
节点间所有的链接权重之和。 如果它们的联合图
Ｇ１－ｍ 是连通的，称 Ｇ１，Ｇ２，…，Ｇｍ 为联合连通。

定义 ３［１３］ 　 考虑如下连续非线性系统： ｘ
· ＝

ｆ（ｘ） ， ｘ（０） ＝ ｘ０ ∈ Ｒｎ 。 其中连续向量流 ｆ（ｘ） ＝
［ ｆ１（ｘ）　 ｆ２（ｘ）　 …　 ｆｎ（ｘ）］ Ｔ 与带有扩张 ｒ ＝ （ ｒ１，
ｒ２，…，ｒｎ） ， ｒｉ ＞ ０ 的度 ｋ∈Ｒ 是齐次的，如果对于任

意的 ε ＞ ０， ｘ ∈ Ｒｎ 都有 ｆｉ（ε ｒ１ｘ１，ε ｒ２ｘ２，…，ε ｒｎｘｎ） ＝
ε ｋ＋ｒｉ ｆｉ（ｘ） ， ｉ ＝ １，２，…，ｎ 。

引理 １［１４］ 　 设系统 ｘ
· ＝ ｆ（ ｘ） ， ｘ（０） ＝ ｘ０ ∈

Ｒｎ 与带有扩张 （ ｒ１，ｒ２，…，ｒｎ） 的度 ｋ ∈ Ｒ 是齐次
的，函数 ｆ（ ｘ） 是连续的，且 ｘ ＝ ０ 是它的一个渐
近稳定平衡点，如果齐次度 ｋ ＜ ０，则该系统就是
有限时间收敛的。

２　 二阶多自主体系统的包容控制

假设二阶多自主体系统由 ｎ 个跟随者和 ｍ 个
领航者组成，其动力学模型描述为

ｘ
·
ｉ（ ｔ） ＝ ｖｉ（ ｔ），

ｖ
·
ｉ（ ｔ） ＝ ｕｉ（ ｔ），

{
ｉ ＝ １，２，…，ｎ，ｎ ＋ １，…，ｎ ＋ ｍ （ １ ）

式中： ｘｉ（ ｔ） ∈Ｒ表示第 ｉ个智能体在 ｔ时刻的位置，
ｖｉ（ ｔ） ∈ Ｒ 表示速度， ｕｉ（ ｔ） ∈ Ｒ 表示控制输入。 跟
随者集合与领航者集合分别记为 Ｆ ＝ ｛１，２，…，ｎ｝
和 Ｌ ＝ ｛ｎ ＋ １，ｎ ＋ ２，…，ｎ ＋ ｍ｝ ，本文考虑静态领航
者的情况，即 ｖｉ（ ｔ） ＝ ０， ｉ ∈ Ｌ 。

本文的研究目标是设计一种控制器，使得系统
能在有限时间内实现包容控制。 考虑如下控制器：

ｕｉ（ ｔ） ＝ ｓｇｎ｛φ１［∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ（ｘ ｊ（ ｔ） － ｘｉ（ ｔ））］｝ α１ ＋

ｓｇｎ｛φ２［∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ（ｖｊ（ ｔ） － ｖｉ（ ｔ））］｝ α２，ｉ ∈ Ｆ（ ２ ）

式中： ａｉｊ（ ｔ） 表示智能体 ｉ 与 ｊ 在 ｔ 时刻的连接权值，
Ｎｉ 表 示 智 能 体 ｉ 的 邻 域， 假 设 φｌ（ｘ） ＝
［φ ｌ（ｘ１）　 φ ｌ（ｘ２）　 …　 φ ｌ（ｘｎ）］ ，且 φ ｌ 是一个连续
的奇函数满足 ｘｉφ ｌ（ｘｉ） ＞ ０（∀ｘｉ ≠ ０） 。 假设

ｓｇｎ （ｘ） α ＝ ［ｓｇｎ （ｘ１） α 　 ｓｇｎ （ｘ２） α 　 …　 ｓｇｎ
（ｘｎ） α］， ｓｇｎ （ｘｉ） α ＝ ｘｉ

αｓｉｇｎ（ｘｉ） ， ｓｉｇｎ（·） 表示符
号函数。 并且 α１， α２ 为常值， ０ ＜ α１ ＜ １， α２ ＝
２α１

α１ ＋ １
。

设跟随者之间通信拓扑图为 ＧＦ ，由于跟随者
之间是双向交流信息，所以 ＧＦ 为无向图。 具有领航
者的多自主体系统的通信拓扑图为 Ｇ ，系统的
Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵如下：

Ｌ ＝
ＬＦ ＬＦＬ

０ｍ×ｎ ０ｍ×ｍ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（ ３ ）

式中： ＬＦ 为 ｎ 阶方阵，是跟随者的 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵；
ＬＦＬ 为 ｎ × ｍ 阶矩阵。

假设 １　 对任意一个跟随者 ｉ ，至少存在一个领
航者 ｊ ，使得从 ｊ 到 ｉ 存在一条通信路径。
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引理 ２［９］ 　 若假设 １ 成立且跟随者之间构成无
向连通图，则 ＬＦ 为正定阵， － Ｌ －１

Ｆ ＬＦＬ 为非负矩阵且
每行元素和为 １。

令 领 航 者 的 位 置 集 合 为 ｘＬ（ ｔ） ＝
［ｘｎ＋１（ ｔ）　 …　 ｘｎ＋ｍ（ ｔ）］ Ｔ ，领航者的速度集合为
Γ ＝｛１，２，…，Ｎ｝ ，由定义 １ 和引理 ２， ｔ 位于领航者
围成的凸包内。 下面给出包容控制的定义。

定理 １ 　 令跟随者的位置集合为 ｘＦ（ ｔ） ＝
［ｘ１（ ｔ）　 …　 ｘｎ（ ｔ）］ Ｔ ， 跟 随 者 的 速 度 集 合 为

ｖＦ（ ｔ） ＝ ［ｖ１（ ｔ）　 …　 ｖｎ（ ｔ）］ Ｔ ，控制器满足李雅普诺
夫第二定理，并且若在控制器的作用下有 ｘＦ（ ｔ） →
－ Ｌ －１

Ｆ ＬＦＬｘＬ（ ｔ） ， ｖＦ（ ｔ） → ０，表示跟随者位于领航者
围成的凸包内，则控制器可以实现包容控制。

证明　 由系统动力学模型和控制器得：

ｖ
·

Ｆ（ ｔ） ＝ ｓｇｎ（ φ
１ ［ － ＬＦｘＦ（ ｔ） － ＬＦＬｘＬ（ ｔ）］） α１ ＋

ｓｇｎ（ φ
２ ［ － ＬＦｖＦ（ ｔ） － ＬＦＬｖＬ（ ｔ）］） α２ （ ４ ）

　 　 令跟踪方程：

ｘ
－
Ｆ（ ｔ） ＝ ｘＦ（ ｔ） ＋ Ｌ －１

Ｆ ＬＦＬｘＬ（ ｔ）

ｖ
－
Ｆ（ ｔ） ＝ ｖＦ（ ｔ） ＋ Ｌ －１

Ｆ ＬＦＬｖＬ（ ｔ）
{ （ ５ ）

　 　 根据跟踪方程得：

ｖ
·
Ｆ（ ｔ） ＝ ｓｇｎ（ φ

１ ［ － ＬＦｘ
－
Ｆ（ ｔ）］） α１ ＋

ｓｇｎ（ φ
２ ［ － ＬＦｖ

－
Ｆ（ ｔ）］） α２ （ ６ ）

　 　 令

ｙ ＝ － ＬＦｘ
－
Ｆ（ ｔ）

ｗ ＝－ ＬＦｖ
－
Ｆ（ ｔ） （ ７ ）

　 　 所以方程（６）可表示为

ｖ
·
Ｆ（ ｔ） ＝ ｓｇｎ［ φ

１（ｙ）］ α１ ＋ ｓｇｎ［ φ
２（ｗ）］ α２，且 ｙ

·
＝ ｗ
（ ８ ）

　 　 构造李雅普诺夫函数 Ｖ（ ｔ） ＝ Ｖ１（ ｔ） ＋ Ｖ２（ ｔ） ，
式中：

Ｖ１（ ｔ） ＝ １
２
ｖ
－ Ｔ
Ｆ（ ｔ） ＬＦｖ

－
Ｆ（ ｔ）

Ｖ２（ ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｖ２ｉ（ ｔ）

式中： Ｖ２ｉ（ ｔ） ＝ ∫（ ∑ｊ∈Ｎｉ
ａｉｊ［ｘ ｊ（ ｔ） －ｘｉ（ ｔ）］） Ｔ

０
ｓｇｎ ［φ１（ ｓ）］ α１ｄｓ 。 考

虑李雅普诺夫函数 ｎσ ，沿着式（６）的导数：

Ｖ
·

１（ ｔ） ＝ ｖ
－ Ｔ
Ｆ（ ｔ） ＬＦ ｖ

－
·

Ｆ（ ｔ） ＝
－ ｗＴｓｇｎ ［φ１（ｙ）］ α１ － ｗＴｓｇｎ ［φ２（ｗ）］ α２

Ｖ
·

２ｉ（ ｔ） ＝ （∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ［ｖ ｊ（ ｔ） － ｖｉ（ ｔ）］）
Ｔ ×

ｓｇｎ（φ１（∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ［ｘ ｊ（ ｔ） － ｘｉ（ ｔ）］）） α１Ｖ
·

２（ ｔ） ＝

∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｖ
·

２ｉ（ ｔ）Ｖ
·

２（ ｔ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
Ｖ
·

２ｉ（ ｔ） ＝

（∑
ｊ∈Ｎ１

ａ１ｊ［ｖ ｊ（ ｔ） － ｖ１（ ｔ）］） Ｔ

（∑
ｊ∈Ｎ２

ａ２ｊ［ｖ ｊ（ ｔ） － ｖ２（ ｔ）］） Ｔ

︙
（∑

ｊ∈Ｎｎ

ａｎｊ［ｖ ｊ（ ｔ） － ｖｎ（ ｔ）］） Ｔ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

α１

×

ｓｇｎ

φ１（∑
ｊ∈Ｎ１

ａ１ｊ［ｘ ｊ（ ｔ） － ｘ１（ ｔ）］）

φ１（∑
ｊ∈Ｎ２

ａ２ｊ［ｘ ｊ（ ｔ） － ｘ２（ ｔ）］）

︙
φ１（∑

ｊ∈Ｎｎ

ａｎｊ［ｘ ｊ（ ｔ） － ｘｎ（ ｔ）］）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

α１

＝

（∑
ｊ∈Ｎ１

ａ１ｊ［ｖ ｊ（ ｔ） － ｖ１（ ｔ）］） Ｔ

（∑
ｊ∈Ｎ２

ａ２ｊ［ｖ ｊ（ ｔ） － ｖ２（ ｔ）］） Ｔ

︙
（∑

ｊ∈Ｎｎ

ａｎｊ［ｖ ｊ（ ｔ） － ｖｎ（ ｔ）］） Ｔ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

α１

×

ｓｇｎ

φ１（∑
ｊ∈Ｎ１

ａ１ｊ［ｘ ｊ（ ｔ） － ｘ１（ ｔ）］）

φ１（∑
ｊ∈Ｎ２

ａ２ｊ［ｘ ｊ（ ｔ） － ｘ２（ ｔ）］）

︙
φ１（∑

ｊ∈Ｎｎ

ａｎｊ［ｘ ｊ（ ｔ） － ｘｎ（ ｔ）］）

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

α１

＝

ｗＴｓｇｎ ［φ１（ｙ）］ α１

得到：

Ｖ
·
（ ｔ） ＝ Ｖ

·

１（ ｔ） ＋ Ｖ
·

２（ ｔ） ＝
－ ｗＴｓｇｎ ［φ２（ｗ）］ α２ ＝

－ ［ｗ１ 　 ｗ２ 　 …　 ｗｎ］

φ２（ｗ１） α２ｓｉｇｎ［φ２（ｗ１）］
φ２（ｗ２） α２ｓｉｇｎ［φ２（ｗ２）］

︙
φ２（ｗｎ） α２ｓｉｇｎ［φ２（ｗｎ）］

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

＝

－ （ ｗ１ φ２（ｗ１） φ２ ＋ … ＋ ｗｎ φ２（ｗｎ） φ２） ≤ ０

　 　 注 意 到 Ｖ
·
（ ｔ） ＝ ０， 当 且 仅 当 ｗ ＝ ０， 由

ｘ ｉφ ｌ（ ｘ ｉ） ＞ ０（∀ｘ ｉ ≠ ０） 和式（８） ，得到 ｙ ＝ ０，由

引理 ２ 和式（７）得 ｖ
－
Ｆ（ ｔ） ＝ ０、 ｘ

－
Ｆ（ ｔ） ＝ ０，所以有

且只有在平衡点时才有 Ｖ
·
（ ｔ） ＝ ０，根据李雅普诺

夫第二定理，此多智能体系统在平衡点是渐近稳
定的。 进 一 步 根 据 式 （ ５ ） 得 到 ｖＦ（ ｔ） → － Ｌ － １

Ｆ

ＬＦＬｖＬ（ ｔ） 、 ｘＦ（ ｔ） → － Ｌ － １
Ｆ ＬＦＬｘＬ（ ｔ） ， 再由定理 １

得出此多智能体系统能够实现包容控制。
由定 义 ３ 和 引 理 １ 推 出， 设 扩 张 系 数
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（２，２，…，２üþ ýï ï

ｎ

，α１ ＋ １，α１ ＋ １，…α１ ＋ １üþ ýï ï ï ï ï ï ï ï ï ï

ｎ

） ，并且 ｒ１ ＝ ２，

ｒ２ ＝ α１ ＋ １， ｋ ＝ α１ － １ ＜ ０。
假设原动力学方程可写为

ｆ１（ｘｉ，ｖｉ） ＝ ｖｉ

ｆ２（ｘｉ，ｖｉ） ＝ ｕｉ
{ （ ９ ）

则有
ｆ１（εｒ１ｘｉ，εｒ２ｖｉ） ＝ εｒ２ｖｉ ＝ εｋ＋ｒ１ ｆ１（ｘｉ，ｖｉ）

ｆ２（εｒ１ｘｉ，εｒ２ｖｉ） ＝ ｓｇｎ（ φ
１ ［∑

ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ（εｒ１ｘ ｊ － εｒ１ｘｉ）］） α１ ＋

ｓｇｎ（ φ
２ ［∑

ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ（εｒ２ｖｊ － εｒ２ｖｉ）］） α２ ＝

εｒ１α１ｓｇｎ（ φ
１ ［∑

ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ（ｘ ｊ － ｘｉ）］） α１ ＋

εｒ２α２ｓｇｎ（ φ
２ ［∑

ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ（ｖｊ － ｖｉ）］） α２

由已知得： ε ｒ１α１ ＝ ε ｒ２α２ ＝ ε ｋ＋ｒ２ ，所以上式可写为
ｆ２（εｒ１ｘｉ，εｒ２ｖｉ） ＝ εｋ＋ｒ２ ｆ２（ｘｉ，ｖｉ）

此多 智 能 体 系 统 与 带 有 扩 张 （ ２，２，…，２üþ ýï ï

ｎ

，

α１ ＋ １，α１ ＋ １，…α１ ＋ １üþ ýï ï ï ï ï ï ï ï ï ï

ｎ

） 的度 ｋ ＝ α１ － １ ＜ ０ 是同

次的。 因此，由引理 １ 得到此系统可以达到有限时
间收敛。

３　 联合连通下的控制算法分析

本节讨论多自主体系统在运动过程，出现通信
拓扑不连通的情况。 系统动力学模型和控制器不
变，动力学模型为式 （１） ，控制器为式 （２） 。 在联
合连通条件下分析此系统。

考虑一组无穷有序的有界连续时间段 ［ ｔｒ，
ｔｒ＋１） ， ｒ ＝ １，２，… ，且 ｔ１ ＝ ０， ｔｒ＋１ － ｔｒ ≤ Ｔ１， Ｔ１ ＞ ０。
假设每个时间段 ［ ｔｒ，ｔｒ＋１） 中存在一组非重叠的有限
子序列 ［ ｔｒ，ｊ，ｔｒ，ｊ ＋１） ， ｊ ＝ １，２，…，ｍｒ ，且系统拓扑在
［ ｔｒ，ｊ，ｔｒ，ｊ ＋１） 内保持不变，其中 ｔｒ，１ ＝ ｔｒ ， ｔｒ，ｍｒ＋１

＝ ｔｒ＋１ ，
ｔｒ，ｊ ＋１ － ｔｒ，ｊ ≥ Ｔ２， Ｔ２ ＞ ０。 令 σ（ ｔ）：［０， ＋ ¥） → Γ ，
Γ ＝ ｛１，２，…，Ｎ｝ 为一个分段切换常函数， Ｎ 为总拓
扑数。 系统在 ｔ 时刻的信息拓扑图记为 Ｇσ（ ｔ） ，相应
的 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵记为 Ｌσ（ ｔ） 。 其中，由 ｎ 个跟随者
构成的信息拓扑图记为 ＧＦσ（ ｔ） ，相应的 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩
阵记为 ＬＦσ（ ｔ） 。

假设 ２　 由 ｎ 个跟随者和 ｍ 个领航者构成的网
络化系统拓扑在非重叠时间区间 ［ ｔｒ，ｔｒ＋１） ， ｒ ＝ １，
２，… 内为联合连通的。

假设 ３ 　 非重叠时间区间 ［ ｔｒ，ｊ，ｔｒ，ｊ ＋１） ⊂ ［ ｔｒ，
ｔｒ＋１） ， ｊ ＝ １，２，…，ｍｒ 内，网络化系统存在一连通子
集。 连通子集中任意一个跟随者 ｉ ，至少与一个领
航者 ｊ 之间存在一条路径。

假设系统通信拓扑图 Ｇσ 在时间段 ［ｔｒ，ｊ，ｔｒ，ｊ ＋１） 内
有 ｎσ ≥１ 个连通部分，且连通成分的子拓扑图记为

Ｇｉ
σ ， ｉ ＝ １，２，…，ｎσ 。 图 Ｇｉ

σ 内有 ｄｉ
σ ≥１个节点，其中

领航者 ｄｉ
Ｌσ 个，跟随者 ｄｉ

Ｆσ 个，满足 ｄｉ
σ ＝ ｄｉ

Ｌσ ＋ ｄｉ
Ｆσ。

矩阵块 Ｌｉ
σ 为拓扑图 Ｇｉ

σ 相对应的 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵。
根据Ｌσ 的定义，存在一个正交矩阵Ｅσ ∈Ｒｎ×ｎ，使：

ＥＴ
σ Ｌσ Ｅσ ＝ ｄｉａｇ（Ｌ１

σ，Ｌ２
σ，…，Ｌｎσ

σ ） （ １０ ）
ｘＴ（ ｔ） Ｅσ ＝ ［ｘ１Ｔ

σ （ ｔ）　 ｘ２Ｔ
σ （ ｔ）　 …　 ｘｎσＴ

σ （ ｔ）］
（ １１ ）

ｖＴ（ ｔ） Ｅσ ＝ ［ｖ１Ｔ
σ （ ｔ）　 ｖ２Ｔ

σ （ ｔ）　 …　 ｖｎσＴ
σ （ ｔ）］

（ １２ ）
式中：

ｘｉＴ
σ（ ｔ） ＝

［ｘｉ
σ１（ ｔ）　 …　 ｘｉ

σｄｉＦσ（ ｔ）　 ｘｉ
σｄｉＦσ＋１（ ｔ）　 …　 ｘｉ

σｄｉσ（ ｔ）］
ｉ ＝ １，２，…，ｎσ （ １３ ）

ｖｉＴ
σ（ ｔ） ＝

［ｖｉσ１（ ｔ）　 …　 ｖｉσｄｉＦσ（ ｔ）　 ｖｉσｄｉＦσ＋１（ ｔ）　 …　 ｖｉσｄｉσ（ ｔ）］
ｉ ＝ １，２，…，ｎσ （ １４ ）

　 　 在动态切换拓扑下网络化系统的 Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩
阵为

Ｌσ ＝
ＬＦσ ＬＦＬσ

０ｍ×ｎ ０ｍ×ｍ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（ １５ ）

　 　 令 ｘ（ ｔ） ＝ ［ｘＴ
Ｆ（ ｔ）　 ｘＴ

Ｌ（ ｔ）］ Ｔ ， ｖ（ ｔ） ＝
［ｖＴ

Ｆ（ ｔ）　 ｖＴ
Ｌ（ ｔ）］ Ｔ 。 ｘＦ（ ｔ） 表示跟随者的位置， ｘＬ（ ｔ）

表示领航者的位置， ｖＦ（ ｔ） 表示跟随者的速度，
ｖＬ（ ｔ） 表示领航者的速度。 其中：

ｘＦ（ ｔ） ＝ ［ｘ１（ ｔ）　 ｘ２（ ｔ）　 …　 ｘｎ（ ｔ）］ Ｔ

ｘＬ（ ｔ） ＝ ［ｘｎ＋１（ ｔ）　 ｘｎ＋２（ ｔ）　 …　 ｘｎ＋ｍ（ ｔ）］ Ｔ

ｖＦ（ ｔ） ＝ ［ｖ１（ ｔ）　 ｖ２（ ｔ）　 …　 ｖｎ（ ｔ）］ Ｔ

ｖＬ（ ｔ） ＝ ［ｖｎ＋１（ ｔ）　 ｖｎ＋２（ ｔ）　 …　 ｖｎ＋ｍ（ ｔ）］ Ｔ

　 　 在每个时间段 ［ ｔｒ，ｊ，ｔｒ，ｊ ＋１） 内此多智能体系统可
以被 分 成 ｎσ 个 子 系 统， 在 每 个 时 间 段 内 的
Ｌａｐｌａｃｉａｎ 矩阵为

Ｌ ｉ
σ ＝

Ｌ ｉ
Ｆσ

０ｄｉＬσ×ｄｉＦσ

é

ë

ê
ê

Ｌ ｉ
ＦＬσ

０ｄｉＬσ×ｄｉＬσ

ù

û

ú
ú

（ １６ ）

　 　 由系统动力学模型和控制器得，在时间段 ［ ｔｒ，ｊ，
ｔｒ，ｊ ＋１） 内：

ｖ
·ｉ
Ｆσ（ ｔ） ＝ ｓｇｎ（φ１［ － Ｌ ｉ

Ｆσ ｘｉ
Ｆσ（ ｔ） － Ｌ ｉ

ＦＬσ ｘｉ
Ｌσ（ ｔ）］） α１ ＋

ｓｇｎ（φ２［ － Ｌ ｉ
Ｆσ ｖｉ

Ｆσ（ ｔ） － Ｌ ｉ
ＦＬσ ｖｉ

Ｌσ（ ｔ）］） α２

（ １７ ）
令跟踪方程：

ｘ
－ ｉ
Ｆσ（ ｔ） ＝ ｘｉ

Ｆσ（ ｔ） ＋ （Ｌ ｉ
Ｆσ）

－１ Ｌ ｉ
ＦＬσｘｉ

Ｌσ（ ｔ）

ｖ
－ ｉ
Ｆσ（ ｔ） ＝ ｖｉ

Ｆσ（ ｔ） ＋ （Ｌ ｉ
Ｆσ）

－１ Ｌ ｉ
ＦＬσｖｉ

Ｌσ（ ｔ）
{

（ １８ ）
根据跟踪方程得出：

ｖ
·ｉ
Ｆσ（ ｔ） ＝ ｓｇｎ（φ１［ － Ｌ ｉ

Ｆσ ｘ
－ ｉ
Ｆσ（ ｔ）］） α１ ＋

ｓｇｎ（φ２［ － Ｌ ｉ
Ｆσ ｖ

－ ｉ
Ｆσ（ ｔ）］） α２ （ １９ ）

　 　 根据假设 ３、引理 ２、定理 １ 得出，此二阶多智能
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体系统在联合连通条件下可以实现包容控制。
下面证明多智能体系统在联合连通条件下可以

实现有限时间收敛。 令：

ｙｉ ＝ － Ｌｉ
Ｆσｘ

－
ｉ
Ｆσ（ ｔ），ｗ ｉ ＝ － Ｌ ｉ

Ｆσｖ
－
ｉ
Ｆσ（ ｔ） （ ２０ ）

　 　 所以

ｖ
·
ｉ
Ｆσ（ ｔ） ＝ ｓｇｎ［ φ

１（ｙｉ）］ α１ ＋ ｓｇｎ［ φ
２（ｗ ｉ）］ α２

且 ｙ
·
ｉ ＝ ｗ ｉ （ ２１ ）

　 　 构造李雅普诺夫函数 Ｖｉ（ｔ）＝ Ｖｉ
１（ｔ） ＋ Ｖｉ

２（ｔ） ，其中：

Ｖｉ
１（ ｔ） ＝ １

２
ｖ
－ ｉＴ
Ｆσ（ ｔ） Ｌ ｉ

Ｆσｖ
－ ｉ
Ｆσ（ ｔ）

Ｖｉ
２（ ｔ） ＝ ∑

ｎ

ｚ ＝ １
Ｖｉ

２ｚ（ ｔ）Ｖｉ
２（ ｔ） ＝ ∑

ｎ

ｚ ＝ １
Ｖｉ

２ｚ（ ｔ）

式中： Ｖｉ
２ｚ（ ｔ） ＝ ∫（∑

ｄｉσ

ｊ ＝ １
ａｚｊ［ｘσｊ（ ｔ） －ｘσｚ（ ｔ）］） Ｔ

０
ｓｇｎ ［φ１（ ｓｉ）］ α１ｄｓｉ 。

　 　 上述李雅普诺夫函数沿着方程（１９）的导数：

Ｖ
·

ｉ（ ｔ） ＝ Ｖ
·

ｉ
１（ ｔ） ＋ Ｖ

·
ｉ
２（ ｔ） ＝

－ （ ｗ ｉ
１ φ２（ｗ ｉ

１） φ２ ＋ … ＋ ｗ ｉ
ｄｉσ φ２（ｗ ｉ

ｄｉσ）
φ２） ≤ ０

　 　 注意到 Ｖ
·

ｉ（ ｔ） ＝ ０ 当且仅当 ｗ ｉ ＝ ０，由 ｘｉφ ｌ（ｘｉ） ＞
０（∀ｘｉ ≠ ０） 和式（２１），得到 ｙｉ ＝ ０，由引理 ２ 和式

（２０）得 ｖ
－
ｉ
Ｆσ（ ｔ） ＝ ０、 ｘ

－
ｉ
Ｆσ（ ｔ） ＝ ０，所以有且只有在平衡

点时才有 Ｖ
·

ｉ（ ｔ） ＝ ０，根据李雅普诺夫第二定理，得到
联合连通条件下此多智能体系统在 ［ ｔｒ，ｊ，ｔｒ，ｊ ＋１） 时间
段内在平衡点是渐近稳定的。 进一步根据式（１８）
得 到 ｖｉ

Ｆσ（ ｔ） → （Ｌ ｉ
Ｆσ）

－１ Ｌ ｉ
ＦＬσｖｉ

Ｌσ（ ｔ） 、 ｘｉ
Ｆσ（ ｔ） →

（Ｌ ｉ
Ｆσ）

－１ Ｌ ｉ
ＦＬσｘｉ

Ｌσ（ ｔ） ，再由定理 １ 得出此多智能体系
统在联合连通条件下能够实现包容控制。

由于在每个时间段 ［ ｔｒ，ｊ，ｔｒ，ｊ ＋１） 内此多智能体系
统被分为 ｎσ 个子系统，由定义 ３ 和引理 １ 分析知此
多 智 能 体 系 统 与 带 有 扩 张 （ ２，２，…，２üþ ýï ï

ｄｉσ

，

α１ ＋ １，α１ ＋ １，…，α１ ＋ １üþ ýï ï ï ï ï ï ï ï ï ï

ｄｉσ

） 的度 ｋ ＝ α１ － １ ＜ ０ 是同

次的。 因此，由引理 １ 得到此多智能体系统可以达
到有限时间收敛。

４　 仿真验证

４．１　 静态拓扑仿真
设系统中有 ５ 个跟随者，跟随者集合为 Ｆ ＝ ｛１，

２，３，４，５｝ ，要将这 ５ 个跟随者控制到三角形区域内，
假设系统信息拓扑图如图 １ 所示，取如下系统矩阵：

ＬＦ ＝

２ － １ ０ ０ ０
－ １ ２ － １ ０ ０
０ － １ ３ － １ ０
０ ０ － １ ２ － １
０ ０ ０ － １ ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

ＬＦＬ ＝

－ １ ０ ０
０ ０ ０
０ － １ ０
０ ０ ０
０ ０ － １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

图 １　 跟随者与领航者静态拓扑图

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｓｔａｔｉｃ ｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌ ｇｒａｐｈ ｏｆ ｆｏｌｌｏｗｅｒｓ ａｎｄ ｌｅａｄｅｒｓ

　 　 令拓扑图每个边的权重均相等，假设为 １。 选

取 α１ ＝ ０．８， α２ ＝ ２α１ ／ （α１ ＋ １） ， φ１（ｘ） ＝ ３ｘ ，
φ２（ｘ） ＝３ｘ 。 目标区域的 ３ 个顶点位置为： ξ６ ＝
［８　 １０］ Ｔ ， ξ７ ＝ ［１０　 ８］ Ｔ ， ξ８ ＝ ［１０　 １０］ Ｔ ，各跟随

者的 初 始 位 置 为： ξ１（０） ＝ ［２　 ０］ Ｔ ， ξ２（０） ＝
［４　 ０］ Ｔ ， ξ３（０） ＝ ［０　 ２］ Ｔ ， ξ４（０） ＝ ［０　 ４］ Ｔ ，
ξ５（０） ＝ ［３　 １］ Ｔ 。 各跟随者的初速度为： ｖ１（０） ＝
［２　 ６］ Ｔ ， ｖ２（０） ＝ ［３　 ８］ Ｔ ， ｖ３（０） ＝ ［４　 ６］ Ｔ ，
ｖ４（０） ＝ ［５　 ５］ Ｔ ， ｖ５（０） ＝ ［６　 ３］ Ｔ 。

基于图 １ 的拓扑图以及上述初始条件，分别应

用本文设计的控制器 ｕｉ（ ｔ） ＝ ｓｇｎ（φ１（∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ［ｘ ｊ（ ｔ） －

ｘｉ（ ｔ）］）） α１ ＋ ｓｇｎ（φ２（∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ［ｖｊ（ ｔ） － ｖｉ（ ｔ）］）） α２ ，称

为控 制 器 （ １ ）； 和 一 种 传 统 控 制 策 略 ｕｉ（ ｔ） ＝

ｓｇｎ（∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ［ｘ ｊ（ ｔ） － ｘｉ（ ｔ）］） ＋ ｓｇｎ（∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ［ｖｊ（ ｔ） －

ｖｉ（ ｔ）］） ，称为控制器 ２；进行仿真实验。
应用控制器 １ 与控制器 ２ 的各个智能体的位

置、速度与时间的关系如图 ２～５。

图 ２　 控制器 １ 跟随者位置横坐标与时间关系

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ａｂｓｃｉｓｓａ ｏｆ ｆｏｌｌｏｗｅｒｓ’
ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ａｃｔｉｏｎ ｏｆ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ１ ａｎｄ ｔｉｍｅ
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图 ３　 控制器 ２ 跟随者位置横坐标与时间关系

Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ａｂｓｃｉｓｓａ ｏｆ ｆｏｌｌｏｗ⁃
ｅｒｓ’ ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ａｃｔｉｏｎ ｏｆ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ２ ａｎｄ
ｔｉｍｅ

图 ４　 控制器 １ 跟随者速度横坐标与时间关系

Ｆｉｇ．４　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ａｂｓｃｉｓｓａ ｏｆ ｆｏｌｌｏｗ⁃
ｅｒｓ’ ｓｐｅｅｄ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ａｃｔｉｏｎ ｏｆ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ１ ａｎｄ
ｔｉｍｅ

图 ５　 控制器 ２ 跟随者速度横坐标与时间关系

Ｆｉｇ．５　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ａｂｓｃｉｓｓａ ｏｆ ｆｏｌｌｏｗ⁃
ｅｒｓ’ ｓｐｅｅｄ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ａｃｔｉｏｎ ｏｆ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ２ ａｎｄ
ｔｉｍｅ

　 　 分析图 ２ 和图 ３，跟随者由最初的分散的状态，

在控制器 １ 和控制器 ２ 的作用下，均在有限的时间

内均收敛到领航者所围成的区域内，但是可以明显

看出在控制器（１）的控制下，系统更快地实现了包

容控制。
分析图 ４ 和图 ５，在控制器（１）的作用下跟随者

的速度在时间到达 ７ ｓ 的时候速度全趋于 ０，表示智

能体已经达到稳定状态，表示跟随者均收敛到领航

者所围成的区域内；在控制器 ２ 的作用下跟随者的

速度在时间到达 １７ ｓ 的时候速度全趋于 ０；明显地

看出控制器 １ 比控制器 ２ 更优。
由图 ６ 可直观地看出跟随者的运动轨迹，５ 个

跟随者在控制器 １ 的作用下，最终全都在有限时间

内收敛到目标区域内。

图 ６　 控制器 １ 跟随者与领航者位置关系

Ｆｉｇ． ６ 　 Ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｆｏｌｌｏｗｅｒｓ
ａｎｄ ｌｅａｄｅｒｓ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ａｃｔｉｏｎ ｏｆ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ１

传统的控制策略虽然可以达到有限时间收敛，但
是用时要比本文设计的控制器更长，综上，本文设计

的控制器能使系统更快地达到收敛，所以更有优势。
４．２　 动态拓扑仿真

设系统中有 ５ 个跟随者，跟随者集合为 Ｆ ＝ ｛１，
２，３，４，５｝ ，要将这 ５ 个跟随者控制到三角形区域

内，假定系统互连拓扑图在时刻， ｋ ＝ ０，１，… ，在拓

扑图 Ｇ１ ～ Ｇ３ 中随机切换，取 ０．５ ｓ ，令拓扑图每个边

的权重均相等，假设为 １。
目标区域的 ３ 个顶点位置为： ｐ６ ＝ ［８　 １０］ Ｔ ，

ｐ７ ＝ ［１０　 ８］ Ｔ ， ｐ８ ＝ ［１０　 １０］ Ｔ 。 各跟随者的初始
位置 为： ｐ１（０） ＝ ［２　 ０］ Ｔ ， ｐ２（０） ＝ ［４　 ０］ Ｔ ，
ｐ３（０） ＝ ［０　 ２］ Ｔ ， ｐ４（０） ＝ ［０　 ４］ Ｔ ， ｐ５（０） ＝
［３　 １］ Ｔ 。 各 跟 随 者 的 初 速 度 为： ｑ１（０） ＝
［２　 ６］ Ｔ ， ｑ２（０） ＝ ［３　 ８］ Ｔ ， ｑ３（０） ＝ ［４　 ６］ Ｔ ，
ｑ４（０） ＝ ［５　 ５］ Ｔ ， ｑ５（０） ＝ ［６　 ３］ Ｔ 。 选取 α１ ＝ ０．８，
α２ ＝ ２α１ ／ （α１ ＋ １） ， φ１（ｘ） ＝ ２．１ｘ ， φ２（ｘ） ＝ ２．１ｘ 。

基于图 ７ 的拓扑图以及上述初始条件，分别应
用本文设计的控制器 １，
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ｕｉ（ ｔ） ＝ ｓｇｎ（φ１（∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ［ｘ ｊ（ ｔ） － ｘｉ（ ｔ）］）） α１ ＋

ｓｇｎ（φ２（∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ［ｖｊ（ ｔ） － ｖｉ（ ｔ）］）） α２

和一种控制器 ２
ｕｉ（ ｔ） ＝ ｓｇｎ（∑

ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ［ｘ ｊ（ ｔ） － ｘｉ（ ｔ）］） α１ ＋

ｓｇｎ（∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ［ｖｊ（ ｔ） － ｖｉ（ ｔ）］） α２

进行仿真实验。

图 ７　 跟随者与领航者拓扑图
Ｆｉｇ．７　 Ｔｈｅ ｔｏｐｏｌｏｇｉｃａｌ ｇｒａｐｈ ｏｆ ｆｏｌｌｏｗｅｒｓ ａｎｄ ｌｅａｄｅｒｓ

应用控制器 １ 和控制器 ２ 的各个智能体的位
置、速度与时间的关系图见图 ８～１２。

图 ８　 控制器 １ 跟随者位置横坐标与时间关系
Ｆｉｇ．８　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ａｂｓｃｉｓｓａ ｏｆ ｆｏｌｌｏｗｅｒｓ’

ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ａｃｔｉｏｎ ｏｆ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ１ ａｎｄ ｔｉｍｅ

图 ９　 控制器 ２ 跟随者位置横坐标与时间关系
Ｆｉｇ．９　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ａｂｓｃｉｓｓａ ｏｆ ｆｏｌｌｏｗｅｒｓ’

ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ａｃｔｉｏｎ ｏｆ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ２ ａｎｄ ｔｉｍｅ

图 １０　 控制器 １ 跟随者速度纵坐标与时间关系
Ｆｉｇ．１０　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｏｒｄｉｎａｔｅ ｏｆ ｆｏｌｌｏｗ⁃

ｅｒｓ’ ｓｐｅｅｄ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ａｃｔｉｏｎ ｏｆ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ１ ａｎｄ
ｔｉｍｅ

图 １１　 控制器 ２ 跟随者速度纵坐标与时间关系
Ｆｉｇ．１１　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｔｈｅ ｏｒｄｉｎａｔｅ ｏｆ ｆｏｌｌｏｗ⁃

ｅｒｓ’ ｓｐｅｅｄ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ａｃｔｉｏｎ ｏｆ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ２ ａｎｄ
ｔｉｍｅ

图 １２　 控制器 １ 跟随者与领航者位置关系
Ｆｉｇ．１２ 　 Ｔｈｅ ｐｏｓｉｔｉｏｎａｌ ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｆｏｌｌｏｗｅｒｓ

ａｎｄ ｌｅａｄｅｒｓ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ａｃｔｉｏｎ ｏｆ ｃｏｎｔｒｏｌｌｅｒ１
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由此可知，传统的控制策略虽然可以达到有
限时间收敛，但是用时要比本文设计的控制器更
长，并且运动轨迹和速度曲线不如本文设计的控
制器的曲线平稳，综上，本文设计的控制器比传
统策略更有优势。

５　 结论

１）本文分别针对静态拓扑和动态拓扑的二
阶多自主体系统提出一般性的包容控制算法，并
运用现代控制理论及矩阵论等理论工具分析了
该算法的有限时间收敛问题，给出了二阶系统在
动态联合连通拓扑条件下的有限时间收敛条件，
并给予仿真验证。

２）本文研究的是连续条件下的有限时间收敛
问题，为了贴近实际应用，下一步将继续研究离散条
件下的有限时间收敛问题。

３）通过本文设计的包容控制算法，可以使网络
化系统快速达到收敛，大大减少收敛时间，提高了系
统收敛效率。
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