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二阶邻居协议下多智能体系统能控能观性保持

王康，纪志坚，晁永翠
（青岛大学 自动化与电气工程学院，山东 青岛 ２６６０７１）

摘　 要：为了研究多智能体系统的一致性特点及能控、能观性保持策略，分析了具有时变拓扑结构的多智能体系统

在一阶邻居协议和二阶邻居协议下的一致性速度，针对拓扑结构的特殊性，利用结构能控性性质和拉普拉斯矩阵第

二小特征值与一致性速度之间存在的关系设计出一种使能控性和能观测性保持的控制策略。 此外，得出多智能体

系统在二阶邻居协议下，具有更快的一致性速度的结论。 文中 ２ 个主要定理分别通过算例和仿真进行验证，算例和

仿真结果与定理结论一致。
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　 　 近些年，随着计算机网络系统、无人机、卫星系

统的高速发展，关于多智能体系统的研究也成为人

们研究的热点。 由于多智能体系统间各智能体的协

调控制能实现我们所需要的复杂运动，因此有关多

智能体系统的研究具有十分重要的意义。 在研究多

智能体系统时，我们利用代数图论［１］ 的知识，把多

智能体系统用拓扑图表示。 其中，拓扑图的节点代

表各智能体，拓扑图的边代表各智能体间的连接关

系。 在研究过程中，产生了两个重大的结果，能控性

和一 致 性。 多 智 能 系 统 的 能 控 性 首 先 是 由



Ｔａｎｎｅｒ［２］提出来的，通过利用经典能控性概念，把拉

普拉斯矩阵分块为子矩阵，得到能控性判据。 近年

来，多智能体系统的能控性研究受到国内外科研工

作者的广泛关注［３－８］。 然而，在能控性保持方面的

研究工作则刚刚起步，目前主要是以 Ｌ． Ｓａｂａｔｔｉ⁃
ｎｉ［９－１２］的研究为主。

一致性问题的研究可以追溯到 ２０ 世纪 ７０ 年代

的管理科学和统计领域［１３－１４］。 目前关于一致性问

题的研究很大程度上以 Ｔ．Ｖｉｃｓｅｋ［１５］ 提出的 Ｖｉｃｓｅｋ
模型为基础。 多智能体系统的一致性主要是研究如

何基于多智能体系统中个体之间有限的信息交换，
实现所有智能体的某个或某些状态量趋于相等的问

题。 对一致性协议的研究能让我们清楚地了解到智

能体之间信息交换的过程。 Ｏｌｆａｔｉ⁃Ｓａｂｅｒ［１６］ 提出了

解决多智能体网络系统的一致性协议的理论框架，
并且得到在连续时间一阶多智能体系统中，当通信

拓扑结构表示的图为无向图时，多智能体系统的一

致速度取决于图的拉普拉斯矩阵的第二小特征值的

结论，即一致性速度与拓扑图的拉普拉斯矩阵第二

小特征值 λ２ 之间存在正相关的关系。 同时在文献

［１，１６－１８］中，对第二小特征值 λ２ 的物理意义也做

出了说明，并指出了 λ２ 不仅可以度量一致性速度，
也可以表示智能体系统的稳定性。

在一致性问题中，以一阶邻居协议的研究最为

普遍，即考虑智能体的邻居信息。 一阶邻居协议具

有适用面广泛、作用原理简单的优点。 然而由于多

智能体系统越来越复杂，一阶邻居协议的信息交换

方式已经不能满足我们的需要，例如在复杂的全球

卫星网络（ＧＰＳ）中，采用一阶邻居协议显然会使信

息的交换效率低下，整个卫星系统协同控制效果并

不好。 而采用二阶邻居协议，由于系统收敛性比前

者更好，这就为复杂卫星网络系统的运转提供更高

效的保障。 因此，对二阶邻居协议的研究就显得尤

为重要。 和一阶邻居协议相比，二阶邻居协议不仅

利用智能体邻居的信息，还利用其二阶邻居的信息，
而系统实际的通信拓扑结构并未发生变化。 本文通

过对上述两种一致性协议进行比较，得出了多智能

体系统采用二阶邻居协议时，多智能体系统中各智

能体达到一致性速度更快的结论。 同时，针对现实

中具有时变拓扑结构的系统，为了使网络系统能够

更稳定运转，避免受外部环境的影响，以达到人们需

要的工作状态，这就对系统的能控性和能观测性提

出了很大要求，就需要领航者对跟随者的控制能力

一直保持下去。 本文通过借助结构能控性的概念和

性质［１９－２０］，设计了一种全新的控制策略，使多智能

体系统的能控性和能观测性得到保持。 这对于易受

外界环境干扰的多智能体系统的研究具有较高的理

论价值。

１　 预备知识

在这篇文章中，我们所研究的拓扑图都是初始

状 态 连 通 的 无 向 图。 无 向 图 可 以 用 Ｇ ＝
Ｖ，Ｅ，Ａ( ) 表示，其中，集合 Ｖ 表示图的节点集，集合

Ｅ 表示连接节点的边集， Ｅ ＝ ｅ１，ｅ２，…，ｅｊ{ } ，矩阵

Ａ ＝ ａｉｊ[ ] 为图 Ｇ 的邻接矩阵，其中元素 ａｉｊ 为节点 ｖｉ
与 ｖｊ 之间的边的权重。 令矩阵 Ｄ＝ ｄｉｊ[ ] 为图 Ｇ 的度

矩阵，且当 ｉ ＝ ｊ 时，元素 ｄｉｊ 表示为节点 ｖｉ 的度数；当
ｉ ≠ ｊ 时， ｄｉｊ ＝ ０。

拉普拉斯矩阵是表示拓扑图节点与边关系的一

种矩阵，也是我们研究多智能体系统需要借助的一

个重要概念。 对于一个包含 Ｎ 个节点的无向图 Ｇ ，
其拉普拉斯矩阵定义为 Ｌ ＝Ｄ － Ａ ，拉普拉斯矩阵还

可以表示为 Ｌ ＝ ＩＴＩ ，其中矩阵 Ｉ ＝ ［ ｉｉｊ］ 表示把无向

图 Ｇ 规定为具有任意方向有向图的关联矩阵，元素

ｉｉｊ ＝

１ ， 　 ｘｉ 是 ｅｊ 的起点

－ １， 　 ｘｉ 是 ｅｊ 的终点

０ ， 　 ｘｉ 与 ｅｊ 不相关

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

　 　 拉普拉斯矩阵具有如下性质：
１）对于一个所有元素均为 １ 的列向量， Ｌ 与该

列向量的乘积为零矩阵；
２）令 λ １，λ ２，…，λＮ 为拉普拉斯矩阵的特征值，

则 ０ ＝ λ １ ≤ λ ２ ≤ … ≤ λＮ ；
３）第 １ 个非零特征值（第 ２ 个最小的特征值

λ ２） 称为代数连通度。
文中对二阶邻居协议下的多智能体系统进行了

讨论。 因此，我们需要掌握合并图的概念。 合并图

是由节点与实际边组成的实际图 ｇ 和节点与虚拟边

组成的虚拟图 ｇｖ 构成。 因此，合并图的拉普拉斯矩

阵 Ｌｃ 分别由图 Ｇ 中实际图的拉普拉斯矩阵 Ｌ 和虚

拟图的拉普拉斯矩阵 Ｌ
～
构成。 即 Ｌｃ ＝ Ｌ ＋ Ｌ

～
。 记 Ｄ

～

和 Ａ
～
为虚拟图的度矩阵和邻接矩阵， Ｄ 和 Ａ 为实际

图的度矩阵和邻接矩阵， 那么 Ｌｃ ＝ Ｄ ＋ Ｄ
～

( ) －

Ａ ＋ Ａ
～

( ) 。

２　 系统模型

考虑具有 Ｎ 个智能体的多智能体系统，并且此

系统可以用无向图 Ｇ ＝ Ｖ，Ｅ，Ａ( ) 表示。 记 ｘｉ 为第 ｉ
个智能体的状态，每个智能体的状态遵循如下一阶

动力学方程：
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ｘ
·

ｉ ｔ( ) ＝ ｕｉ ｔ( ) ，　 　 ｉ ＝ １，２，…，ｎ （１）
式中 ｘｉ ｔ( ) 和 ｕｉ ｔ( ) 分别为智能体 ｉ 的状态和输入。

设 Ｎｉ 为 智 能 体 ｉ 的 邻 居 集， 即 Ｎｉ ＝
ｊ ∈ Ｖ Ｇ( ) ｖｉ，ｖｊ( ) ∈ Ｅ Ｇ( ){ } 。 那么在一阶邻居协

议下，

ｕｉ ｔ( ) ＝ － ∑
ｊ∈Ｎｉ

ｗ ｉｊ ｘｉ ｔ( ) － ｘ ｊ ｔ( )( ) ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ

（２）
　 　 设 Ｎ２

ｉ 为智能体 ｉ 的二阶邻居集，即 Ｎ２
ｉ ＝

ｋ ∈ ｖ ｋ ∈ Ｎ ｊ，ｊ ∈ Ｎｉ，ｋ ≠ ｉ，ｋ ∉ Ｎｉ{ } 。 所以各智

能体之间通过二阶邻居一致性协议进行下式连接：

ｕｉ（ ｔ） ＝ － ∑
ｊ∈Ｎｉ

ｗ ｉｊ（ｘｉ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ）） － ∑
ｋ∈Ｎ２ｉ

ｗ ｉｋ（ｘｉ（ ｔ） －

ｘｋ（ ｔ）），ｉ ＝ １，２，…，ｎ （３）

式中： ｗ ｉｊ 为实际图中节点之间的权值， ｗ ｉｋ 为虚拟图

节点之间权值。
在式（３）中，每个智能体在获取自己的状态信

息时不仅利用其邻居的状态信息，还利用其二阶邻

居的状态信息。 由于智能体 ｉ 与其二阶邻居之间并

不存在实际的通信链路，所以智能体 ｉ 的二阶邻居

的信息由智能体 ｉ 的邻居间接传递给 ｉ 。 由式（１）
和式（３），系统中每个智能体的状态可以表示为

ｘ
·

ｉ（ ｔ） ＝ － ∑
ｊ∈Ｎｉ

ｗ ｉｊ（ｘｉ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ）） － ∑
ｋ∈Ｎ２ｉ

ｗ ｉｋ（ｘｉ（ ｔ） －

ｘｋ（ ｔ）），ｉ ＝ １，２，…，ｎ （４）

令 ｗ ｉｊ ＝ ｗ ｉｋ ＝ １，则

ｘ
·

ｉ（ ｔ） ＝ － ∑
ｊ∈Ｎｉ

（ｘｉ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ）） － ∑
ｋ∈Ｎ２ｉ

（ｘｉ（ ｔ） －

ｘｋ（ ｔ）），ｉ ＝ １，２，…，ｎ

所以系统可以写为如下这种形式：

ｘ
·
（ ｔ） ＝ － Ｌｘ（ ｔ） － Ｌ

～
ｘ（ ｔ） ＝

－ （Ｌ ＋ Ｌ
～
）ｘ（ ｔ） ＝ － Ｌｃｘ（ ｔ） （５）

　 　 引理 １［１６］ 　 拉普拉斯矩阵 Ｌｃ 的第二小特征值

λ ２ 可用于表征系统一致收敛的速度。
证明　 构造一个李雅普诺夫函数：

Ｖ ｘ( ) ＝ ｘＴ １
２
ｘ ＝ １

２
‖ｘ‖２

对此函数求导可得

Ｖ
·

ｘ( ) ＝ ｘ
·Ｔ １

２
ｘ ＋ ｘＴ １

２
ｘ
·

结合式（５）得

Ｖ
·

ｘ( ) ＝ － ｘＴＬｃｘ
因为图 Ｇ 是无向连通图，所以［１６］：

λ２ Ｇ( ) ＝ ｍｉｎ
ｘ≠０

１Ｔｘ ＝ ０

ｘＴＬｃｘ
‖ｘ‖２

即 λ ２ Ｇ( ) ‖ｘ‖２ ≤ ｘＴＬｘ ，故

Ｖ
·

ｘ( ) ≤－ λ２ Ｇ( ) ‖ｘ‖２ ＝ － ２λ２ Ｇ( ) Ｖ ｘ( ) ≤ ０

所以 ｘ 的状态与 λ ２ 相关，当 Ｖ
·

ｘ( ) ＜ ０ 时，说明系统

渐近稳定且以速度 λ ２ 进行收敛，当 Ｖ
·

ｘ( ) ＝ ０ 时，说
明 ｘ 的状态为 ０， ｘｉ ＝ ｘ ｊ ，即系统中每个智能体达到

一致性状态。
证毕。
定理 １　 对于一阶多智能体系统（１），它在二阶

邻居协议（３）下达到一致性的速度比在一阶邻居协

议（２）下更快。
证明　 对于一个具有 Ｎ 个节点的无向图 Ｇ ，假

设在一阶邻居协议（２）下它的拉普拉斯矩阵为 Ｌ ，
关联矩阵为 Ｉ ，那么 ｘＴＬｘ ＝ ｘＴＩＩＴｘ ＝ （ＩＴｘ） ＴＩＴｘ 。 因
为对于任意两个节点 ｘｉ 和 ｘ ｊ ， Ｉ ＝ ± － １ １[ ] ，所
以 ＩＴｘ ＝ ± ｘｉ － ｘ ｊ( ) ，即 ｘＴＬｘ ＝ ∑

ｉｊ∈Ｅ（Ｇ）
ｘｉ － ｘ ｊ( ) ２。 根

据拉 普 拉 斯 矩 阵 的 性 质 ２， 可 得 λ ｉ Ｇ( ) ＝

∑
ｉｊ∈Ｅ Ｇ( )

ｘｉ － ｘ ｊ( ) ２

∑
ｉ
ｘ２
ｉ

ｉ ＝ １，２，…，ｎ ，对于无向连通图

Ｇ ， λ ２ 可以表示为

λ２ Ｇ( ) ＝ ｍｉｎ
ｘ≠０

１Ｔｘ ＝ ０

∑
ｉｊ∈Ｅ Ｇ( )

ｘｉ － ｘ ｊ( ) ２

∑
ｉ
ｘ２
ｉ

（６）

　 　 在二阶邻居协议（３）下，节点 ｘｉ 不仅考虑与它

邻居节点 ｘ ｊ 间的连接关系，还需要考虑与二阶邻居

节点 ｘｋ 之 间 的 连 接 关 系。 因 此， 如 果 ｉｋ ∈

Ｅ ｇｖ( ) 时， 其中 Ｉ
～
为虚拟图 ｇｖ 的关联矩阵。 所以

ｘＴＬｃｘ ＝ ｘＴ Ｌ ＋ Ｌ
～

( ) ｘ ＝

∑
ｉｊ∈Ｅ Ｇ( )

ｘｉ － ｘ ｊ( ) ２ ＋ ∑
ｉｋ∈Ｅ ｇｖ( )

ｘｉ － ｘ ｊ( ) ２

因此

λ２ Ｇ( ) ＝ ｍｉｎ
ｘ≠０

１Ｔｘ ＝ ０

∑
ｉｊ∈Ｅ Ｇ( )

ｘｉ － ｘ ｊ( ) ２ ＋ ∑
ｉｋ∈Ｅ ｇｖ( )

ｘｉ － ｘｋ( ) ２

∑
ｉ
ｘ２
ｉ

（７）
　 　 显然，式（７）大于式（６），即多智能体系统在二

阶邻居协议下达到一致性的速度比在一阶邻居协议

下更快。 证毕。
我们也可以借助例子对定理 １ 做进一步理解。

对于具有 ４ 个节点的多智能体系统（１），假设各智

能 体 在 ｔ ＝ ０ 时 刻 的 状 态 分 别 为 ｘ ０( ) ＝
５ １ － ６ － ８[ ] Ｔ 。 通过借助 ＭＡＴＬＡＢ 可以分
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别绘制出系统在一阶邻居协议（２）下各个智能体的

状态轨迹（图 １）和系统在二阶邻居协议（３）下各个

智能体的状态轨迹（图 ２）。

图 １　 一阶邻居协议下各智能体的状态轨迹

Ｆｉｇ．１ 　 Ｔｈｅ ｓｔａｔｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｅａｃｈ ａｇｅｎｔ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ
ｆｉｒｓｔ⁃ｏｒｄｅｒ ｎｅｉｇｈｂｏｒｓ ｐｒｏｔｏｃｏｌ

图 ２　 二阶邻居协议下各智能体的状态轨迹

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｓｔａｔｅ ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｅａｃｈ ａｇｅｎｔ ｕｎｄｅｒ ｔｈｅ ｓｅｃ⁃
ｏｎｄ⁃ｏｒｄｅｒ ｎｅｉｇｈｂｏｒｓ ｐｒｏｔｏｃｏｌ

通过对图 １ 和图 ２ 进行比较分析，我们发现多
智能体系统（１）在二阶邻居协议（３）下的收敛性更
好，即在二阶邻居协议（３）下各智能体达到一致性
的速度要比在一阶邻居协议（２）下更快。 因此，在
设计多智能体系统时，尽可能地选用基于二阶邻居
的一致性协议，会使系统更快速地达到一致性。

为了控制多智能体系统（１）的状态，我们把能
够获得外部控制输入的智能体称为领航者，其余的
智能体称为跟随者。 令 ＶＬ Ｇ( ) 为领航者的集合，
ＶＦ Ｇ( ) ＝ Ｖ Ｇ( ) － ＶＬ Ｇ( ) 为跟随者的集合，则基于二
阶邻居的一致性协议（３）规则可以修改为

ｘ
·

ｉ ｔ( ) ＝ － ∑
ｊ∈Ｎｉ

ｘｉ ｔ( ) － ｘ ｊ ｔ( )( ) －

∑
ｋ∈Ｎ２ｉ

ｘｉ ｔ( ) － ｘｋ ｔ( )( ) ，　 　 ｖｉ ∈ ＶＦ Ｇ( )

ｘｉ ｔ( ) ＝ ｕｉ，　 　 ｖｉ ∈ ＶＬ Ｇ( )

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ïï

（８）

式中： ｕｉ ＝ ｕｉ ｔ( ) ∈ Ｒ 为外部控制输入，且 ｕ 及 ｕ
·

ｉ 都
是有界的，即 ∃ｕＬ ∈ Ｒ ，使得

‖ｕｉ‖ ≤ ｕＬ，‖ｕ·ｉ‖ ≤ ｕ·Ｌ，∀ｉ ＝ ｉ ＝ １，２，…，ｎ

（９）

　 　 当在系统中选取后几个节点为领航者时，我们

把前 ＮＦ ＮＦ ≥ １( ) 个节点记为跟随者的个数，其余

的节点代表领航者的个数，记为 ＮＬ ＮＬ ≥ １( ) 。 所

以在具有 Ｎ 个智能体的系统中， ＮＦ ＝ Ｎ － ＮＬ 。 根据

文献［２１］，合并图的拉普拉斯矩阵 Ｌｃ 可分块为

Ｌｃ ＝ －
Ｆ ｒ
ｒＴ Ｂ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

式中：矩阵 Ｆ∈ＲＮＦ×ＮＦ 代表跟随者之间的传递关系，
矩阵 Ｂ ∈ ＲＮＬ×ＮＬ 代表领航者之间的传递关系，矩阵

ｒ ∈ＲＮＦ×ＮＬ 代表领航者和跟随者之间的传递关系。
当在系统中选取任意多个节点为领航者时，假

设系统中有 ＮＬ 个领航者，我们规定矩阵 ｒ 取自矩阵

Ｌｃ 中这 ＮＬ 个节点所在的列向量减去这 ＮＬ 个节点所

在行向量和列向量的共同元素后剩余元素所组成的

ＮＦ × ＮＬ 矩阵。 矩阵 － Ｆ 为合并图拉普拉斯矩阵 Ｌｃ

减去这 ＮＬ 个节点所在行和所在列后剩下的 ＮＦ × ＮＦ

矩阵。

３　 实例分析

对于一个具有 ５ 个节点的拓扑图，我们取第 ２
个和第 ４ 个节点作为领航者，如图 ３。

图 ３　 具有 ５ 个节点的拓扑图

Ｆｉｇ．３　 Ｔｏｐｏｌｏｇｙ ｗｉｔｈ ５ ｎｏｄｅｓ

那么

Ｌ ＝ Ｄ － Ａ ＝

１ － １ ０ ０ ０
－ １ ２ － １ ０ ０
０ － １ ２ － １ ０
０ ０ － １ ２ － １
０ ０ ０ － １ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

Ｌ
～ ＝ Ｄ

～ － Ａ
～ ＝

１ ０ － １ ０ ０
０ １ ０ － １ ０
－ １ ０ ２ ０ － １
０ － １ ０ １ ０
０ ０ － １ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú

　 　 所以

Ｌｃ ＝ Ｌ ＋ Ｌ
～ ＝

２ － １ － １ ０ ０
－ １ ３ － １ － １ ０
－ １ － １ ４ － １ － １
０ － １ － １ ３ － １
０ ０ － １ － １ ２

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
úú

　 　 假设领航者能够获得输出向量 ｙ ，且 ｙ ∈
ＲＮＬ×１ ，那么，网络系统的动态方程可以写为文献

［９］所描述的那样：
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ｘ
·

Ｆ ＝ ＦｘＦ ＋ ｒｕ

ｙ ＝ ｒＴｘＦ
{ （１０）

　 　 定理 ２　 若合并图的拉普拉斯矩阵 Ｌｃ 的子矩阵

Ｆ 所对应的正交特征向量组成的矩阵 Ｕ 不与向量 ｒ
正交，则此拓扑图所对应的多智能体系统既是能控

的，又是能观测的。
证明　 根据式（１０），可得能控性判别矩阵：

Ｃ ＝ ｒ Ｆｒ Ｆ２ｒ … Ｆｎ－１ｒ[ ] （１１）

　 　 因为拉普拉斯矩阵 Ｌ 与 Ｌ
～
分别是对称矩阵，所

以 Ｌ ＋ Ｌ
～
也为对称矩阵。 故子矩阵 Ｆ 是对称矩阵。

根据对称矩阵的性质可得 Ｆ ＝ ＵＤ
＾
ＵＴ ，其中 Ｄ

＾
是以

矩阵 Ｆ 的特征值为元素的对角矩阵， Ｕ 是矩阵 Ｆ 的

正交特征向量组成的矩阵。 所以能控性判别矩阵：

Ｃ ＝ ｒ ＵＤ
＾
ＵＴｒ （ＵＤ

＾
ＵＴ） ２ｒ … （ＵＤ

＾
ＵＴ） ｎ－１ｒ[ ]

可写为

Ｃ ＝ ｒ ＵＤ
＾
ＵＴｒ ＵＤ

＾ ２ＵＴｒ … ＵＤ
＾ ｎ－１ＵＴｒ[ ] ＝

Ｕ ＵＴｒ Ｄ
＾
ＵＴｒ Ｄ

＾ ２ＵＴｒ … Ｄ
＾ ｎ－１ＵＴｒ[ ]

　 　 因为 Ｕ 是非奇异矩阵，若使能控性判别矩阵 Ｃ
满秩，只需要保证矩阵

ＵＴｒ Ｄ
＾
ＵＴｒ Ｄ

＾ ２ＵＴｒ … Ｄ
＾ ｎ－１ＵＴｒ[ ]

行满秩即可。 又因为对角矩阵 Ｄ
＾
是非奇异矩阵，所

以 ＵＴｒ ≠ ０ 即可保证系统能控。 能观性判别矩阵：

Ｏ ＝

ｒＴ

ｒＴＦ
︙

ｒＴＦｎ－１

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

＝ ＣＴ （１２）

　 　 同理，若使能观性判别矩阵 Ｏ 满秩，则也需使

ＵＴｒ ≠ ０。 也就是说，若多智能体系统是能控的，那
么它也是能观测的。 证毕。

综上所述，在二阶邻居协议下，多智能体系统既

能控又能观测的条件为：矩阵 Ｆ 所对应的特征向量

Ｕ 不与向量 ｒ 正交。

４　 对结构能控性维持策略的研究

在基于二阶邻居协议（３）下具有时变拓扑结构

的多智能体系统（１）随时间变化过程中，各节点之

间边的条数和距离可能发生变化，进而影响系统合

并图的拉普拉斯矩阵 Ｌｃ ，并根据定理 ２ 和文献

［１］，在某一时刻，可能也会导致代数连通度 λ ２ 发

生改变以及使得系统不能控。 因此，为了避免具有

时变拓扑结构的多智能体系统（１）的能控性发生改

变，我们引入了结构能控性的概念。

４．１　 结构能控性

定义 １　 对于一个无权重的多智能体系统，如
果能够找到至少一组权重，使得相应的系统变为能

控，那么称这个多智能体系统是结构能控的。
在文章［１８］中，可以知道多智能体系统是结构

能控的，当且仅当系统的拓扑图是连通的，即代数连

通度 λ ２ ＞ ０。 可以借助结构能控性的概念，通过给

拓扑图的边赋予相应的权值，使本来不能控的系统

变为能控，以达到对多智能体系统的状态要求。
４．２　 实例分析

对于图 ４ 所示的简单图 Ｇ ，我们给边赋予一组

权值，其中，实线表示实际图 ｇ 的连结方式，虚线表

示虚拟图 ｇｖ 的连结方式，我们选择第 ４ 个节点作为

领航者，那么：实际图的拉普拉斯矩阵 Ｌ 和虚拟图

的拉普拉斯矩阵 Ｌ
～
分别为

Ｌ ＝

２ － ２ ０ ０
－ ２ ３ － １ － ４
０ － １ ４ － ３
０ － ４ － ３ ７

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

Ｌ
～ ＝

３ ０ － ２ － １
０ ０ ０ ０
－ ２ ０ ２ ０
－ １ ０ ０ １

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

　 　 所以基于二阶邻居协议下多智能体系统的拉普

拉斯矩阵为

Ｌｃ ＝ Ｌ ＋ Ｌ
～ ＝

５ － ２ － ２ － １
－ ２ ３ － １ － ４
－ ２ － １ ６ － ３
－ １ － ４ － ３ ８

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú

图 ４　 权图

Ｆｉｇ．４　 Ｗｅｉｇｈｔ ｇｒａｐｈ

　 　 由式（１１）得，能控性判别矩阵为

Ｃ ＝
－ １ ９ １１５
－ ４ － ２３ － １６７
－ ３ － １２ － ６７

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

式中： ｒａｎｋ Ｃ( ) ＝ ３。 所以，通过给边赋予权值后，网
络系统具有能控性和能观测性。 因此我们就称原系

统是结构能控的。
根据结构能控性的定义和文献［１８］，可得到图 ５
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所示的多智能体系统能控性和结构能控性的关系：

图 ５　 多智能体系统能控性和结构能控性的关系

Ｆｉｇ． ５ 　 Ｒｅｌａｔｉｏｎｓｈｉｐ ｂｅｔｗｅｅｎ ｃｏｎｔｒｏｌｌａｂｉｌｉｔｙ ａｎｄ ｓｔｒｕｃ⁃
ｔｕｒａｌ ｃｏｎｔｒｏｌｌａｂｉｌｉｔｙ ｏｆ ｍｕｌｔｉ⁃ａｇｅｎｔ ｓｙｓｔｅｍ

３．３　 结构能控性的保持方法

在本文中，具有时变拓扑结构的多智能体系统

（１），随着时间的变化，可能会导致已连通的节点之

间的距离增加，从而使连通强度改变，导致系统的能

控性发生变化。 我们的目的只考虑如何使已连通节

点间的连通强度不随时间消失，而关于不连通的节

点是否会随时间而靠近从而连通的情况则不进行相

关分析。 如图 ６ 所示，其中（ ａ）为网络系统的初始

位置，设点 １ 为领航者，并给它注入某一控制输入，
则各智能体在到达一致状态的过程中，显然由（ｂ）
可看出，由于第 ２ 点和第 ３ 点的距离变大，致使两点

的连接强度减弱，这显然不符合多智能体系统的设

计要求。

图 ６　 时变拓扑结构

Ｆｉｇ．６　 Ｔｉｍｅ ｖａｒｙｉｎｇ ｔｏｐｏｌｏｇｙ

因此，为了避免上述情况的出现，在本章节提出

了一个控制策略，如式（１３）所示：

ｕｃ
ｉ ＝ －

∂Ε λ２ Ｌｃｗ Ｇ( )( )( )

∂ｘｉ
（１３）

式中： Ｌｃｗ Ｇ( ) 为合并图的权拉普拉斯矩阵，实际图
ｇ 的权值与智能体 ｘｉ 、 ｘ ｊ 之间的距离成反比，即随

着智能体间距离的增加，权值减小。 为了易于理解，
我们给 ｗ ｉｊ 赋予通信联系强弱的物理意义。 我们可

以用式（１４）来描述权值与智能体距离之间的关系。
设 Ｒ 为任意两个智能体间的最大通信距离，即

‖ｘｉ － ｘ ｊ‖ ≤ Ｒ
时，两个智能体间有通信联系，节点 ｘｉ 、 ｘ ｊ 之间存在
边 ｅｉｊ ，此时 ｗ ｉｊ ＞ ０。 那么

ｗ ｉｊ ＝
ｅ －‖ｘｉ－ｘｊ‖２ ／ κ２ ，　 　 ‖ｘｉ － ｘ ｊ‖ ≤ Ｒ

０， 　 　 其他

ì

î

í

ïï

ïï
（１４）

式中： κ 满足 ｅ －Ｒ２ ／ κ２ ＝ ω ， ω 是一个比 ０ 大的常数。
当 ｗ ｉｊ ＝ ０ 时，说明智能体 ｘｉ、ｘ ｊ 之间没有通信联系，
即不存在边 ｅｉｊ 。 同理，虚拟图 ｇｖ 的权值：

ｗ ｉｋ ＝
ｅ －‖ｘｉ－ｘｋ‖２ ／ κ～ ２，　 　 ‖ｘｉ － ｘｋ‖ ≤ Ｒ

～

０， 　 　 其他
{ （１５）

式中： Ｒ
～
为智能体 ｘｉ 与其二阶邻居 ｘｋ 间的最大通信

距离， κ
～
满足 ｅ － Ｒ～ ２ ／ κ～ ２ ＝ ω

～
。 ω

～
是一个比 ０ 大的常数。

由文献［１］可以知道，在权图中， λ ２ 与权值 ｗ ｉｊ

有关，即随着 ｗ ｉｊ 减小，对应着 λ ２ 的值也将减小。 但

当 ｗ ｉｊ ＝ ０ 时，由于一条边的减少不一定会导致拓扑

图的连通性发生改变，因此 λ ２ 不一定为零。 而当所

有边的权值都为零，即智能体间都没有通信关系时，
拓扑图必定不连通，此时 λ ２ ＝ ０ 。

函数Ε λ２ ·( )( ) 为能量函数，当且满足以下性质：
１） ∀λ ２ ·( ) ＞ ０，能量函数连续可微；
２）能量函数是非负的。

ｌｉｍ
λ２ ·( ) →０

Ε λ２ ·( )( ) ＝ ¥

ｌｉｍ
λ２ ·( ) →０

‖
∂Ε λ２ ·( )( )

∂λ２ ·( )
‖ ＝ ¥

　 　 因此，可以写出能量函数的表达式为

Ε λ２ Ｌｃｗ Ｇ( )( )( ) ＝
λ２ Ｌｃｗ Ｇ( )( ) － １( ) ２

λ２ Ｌｃｗ Ｇ( )( )
（１６）

所以网络系统的动态方程可以修改为式（７）形式：

ｘ
·

ｉ ｔ( ) ＝ － ∑
ｊ∈Ｎｉ

ｘｉ ｔ( ) － ｘ ｊ ｔ( )( ) －

∑
ｋ∈Ｎ２ｉ

ｘｉ ｔ( ) － ｘｋ ｔ( )( ) ＋ ｕｃ
ｉ ，ｖｉ ∈ ＶＦ Ｇ( )

ｘ
·

ｉ ｔ( ) ＝ ｕ
·

ｉ ＋ ｕｃ
ｉ ，ｖｉ ∈ ＶＬ Ｇ( )

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（１７）

　 　 定理 ３　 考虑上述基于二阶邻居一致性协议

（３）下的动态系统（１） ，令系统在 ｔ ＝ ０ 时刻是结

构 能 控 的， 那 么， 控 制 策 略 ｕ ｃ
ｉ ＝ －

∂Ε λ ２ Ｌ ｃｗ Ｇ( )( )( )

∂ｘ ｉ
能够确保系统（１）的结构能控

性得到保持。
证明　 在 ｔ ＝ ０ 时刻，假设多智能体系统（１）结

构能控，即拓扑图连通，此时 λ ２ ＞ ０ 。 式（１７）所描

述的动态方程可以修改为如下形式：

ｘ
·

ｉ ＝ ｕｃ
ｉ ＋ ｕε

ｉ ，∀ｉ ＝ １，２，…，ｎ （１８）

式中：外部输入 ｕε
ｉ 是有界的，即 ∃ｕＭ ∈ Ｒ ，使得
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‖ｕε
ｉ ‖ ≤ ｕＭ，∀ｉ ＝ １，２，…，ｎ （１９）

　 　 能量函数对时间的导数可以写为以下形式：

Ｅ
·
·( ) ＝ ÑｘＥ ·( ) Ｔｘ

· ＝ ∑
Ｎ

ｉ ＝ １

∂Ε ·( ) Ｔ

∂ｘｉ
ｘ
·

ｉ

　 　 由式（１３）和式（１８）可得，能量函数的导数也可

写为

Ｅ
·
·( ) ＝ ∑

Ｎ

ｉ ＝ １

∂Ｅ ·( ) Ｔ

∂ｘｉ
（ － ∂Ｅ ·( )

∂ｘｉ

＋ ｕε
ｉ ）

　 　 根据式（１９），并由

∂Ｅ ·( )

∂ｘｉ

＝ ∂Ｅ ·( )

∂λ２ ·( )

∂λ２ ·( )

∂ｘｉ

　 　 可得下列不等式：

Ｅ
·
·( ) ≤－ ‖ ∂Ｅ ·( )

∂λ２ ·( )
‖

２

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
‖

∂λ２ ·( )

∂ｘｉ
‖

２

＋

‖ ∂Ｅ ·( )

∂λ２ ·( )
‖ｕＭ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
‖

∂λ２ ·( )

∂ｘｉ
‖

　 　 因此，如果不等式

‖ ∂Ｅ ·( )

∂λ２ ·( )
‖ ∑

Ｎ

ｉ ＝ １
‖

∂λ２ ·( )

∂ｘｉ
‖

２

≥ ｕＭ∑
Ｎ

ｉ ＝ １
‖

∂λ２ ·( )

∂ｘｉ
‖

（２０）

成立，则 Ｅ
·
·( ) ≤ ０。 假设式（２１）条件成立：

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
‖

∂λ２ ·( )

∂ｘｉ
‖

２

≠ ０ （２１）

　 　 那么，式（２０）所描述的不等式就可以写为

ｕＭ

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
‖

∂λ２ ·( )

∂ｘｉ
‖

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
‖

∂λ２ ·( )

∂ｘｉ
‖

２ ≤ ‖ ∂Ｅ ·( )

∂λ２ ·( )
‖ ＜ ¥

（２２）

　 　 根 据 能 量 函 数 的 性 质， ∃λ
－

＞ ０， 使 得

∀λ ２ ·( ) ≤ λ
－
， 不 等 式 （ ２２ ） 成 立。 这 也 表 明

λ ２ ·( ) 的值大于零。 假设

∑
Ｎ

ｉ ＝ １
‖

∂λ２ ·( )

∂ｘｉ
‖

２

＝ ０ （２３）

式（２３）成立，那么 λ
·

２ ·( ) ＝ ０，即 λ ２ ·( ) 是一个恒大

于 ０ 的常数，说明系统结构能控性不发生变化。
因此由上述结论可知：如果在初始时刻拓扑图

连通，那么随着时间的变化，即使拓扑图的结构发生

变化，其所对应的拉普拉斯矩阵的第 ２ 个特征值 λ ２

也会永远大于零。 那么多智能体系统的结构能控性

得到了保持。 证毕。
根据能量函数的图像可以进一步理解上述结

论。 能量函数的图像如图 ７ 所示。

图 ７　 能量函数 Ε 的图像

Ｆｉｇ．７　 Ｉｍａｇｅ ｏｆ ｅｎｅｒｇｙ ｆｕｎｃｔｉｏｎ Ｅ

由能量函数的图像可知，如果在初始时刻给具有结

构能控性的系统赋予一组权重不为 １ 的权值，那么

不仅说明 λ２ 恒大于零，系统结构能控性得到保持，
还说明拓扑图恒连通，任意节点都会与其他至少一

个节点相连接。 即 ‖ｘｉ － ｘ ｊ‖ ≤ Ｒ ，存在权值 ｗ ｉｊ。
又因为权值 ｗ ｉｊ ＝ １ 时，由式 （ １４） 和式 （ １５） 得，
‖ｘｉ － ｘ ｊ‖ ＝０，显然无意义。 因此权值 ｗ ｉｊ ≠ １，所
以结构能控性得到保持的系统必定存在一组边的权

值，且权值不为 １。 因此多智能体系统（１）具有能控

性和能观测性。
综上，通过在初始时刻赋予多智能体系统一组

权值且引入控制策略 ｕｃ
ｉ ，具有时变拓扑结构的多智

能体系统的能控性和能观测性得到保持。

４　 结束语

由于二阶邻居协议式（３）在到达一致性的速度

上比一阶邻居协议式（２）更有优势，所以本文对二

阶邻居协议式（３）下的多智能体方面进行了研究，
并对相关定理通过算例进行验证。 而对于智能体与

二阶邻居通信过程中可能会出现时滞的情况，这将

是未来的一个重点研究的问题。 本文对具有时变拓

扑结构的多智能体系统的一致性协议的选取和能控

性保持方面的研究提供了一个方向和基础。
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