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摘　 要：本文研究了多非完整移动机器人编队控制算法。 在该算法中，参考轨迹被视为虚拟领导者，只有部分机器

人可以接收到领导者信息，机器人之间只能进行局部信息交互。 利用坐标变换将机器人系统的编队问题转化为变

换后系统的一致性问题，在持续激励的条件下，设计了一种分布式控制算法，通过图论与 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 理论证明了该分

布式控制算法可以使移动机器人队伍指数收敛于期望队形，并使队形的几何中心指数收敛到参考轨迹。 最后，数值

仿真验证了该控制算法的有效性。
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　 　 近年来，随着移动机器人技术的发展，多机器人
的协调控制受到了越来越多的关注。 多移动机器人
通过协作能完成单个机器人不能完成的任务，因此
在地理勘测、巡逻侦察、安全救援和运输大型货物等
领域具有广阔的应用前景。 编队控制是一个典型的

多机器人协调问题，是研究其他协调问题的基础，其
控制 算 法 主 要 包 括 基 于 行 为 法［１］、 领 航⁃跟 随
法［２－３］、虚拟结构法［４－８］和人工势场法［５］等。

移动机器人存在非完整约束和非线性特性，因
此对机器人的控制更有难度。 文献［６］研究了非完
整移动机器人系统的一致性问题，提出了一个线性
时不变连续状态反馈，使系统状态变量达到了一致。
文献［７］通过坐标变换将机器人的运动模型变换成



链式结构，利用反步法设计的轨迹跟踪控制器达到
了期望的效果。 文献［８］采用一致性算法与虚拟结
构法研究了自主水下航行器小尺度编队控制问题，
设计的跟踪控制律使 ＡＵＶ 在有限时间内实现了对
参考轨迹的跟踪。 文献［９］将虚拟结构法和反步法
相结合，提出的非线性控制算法解决了机器人编队
问题，但该算法要求机器人速度不能为 ０。

随着多智能体协同控制理论的发展，它的控制
策略已经被应用在多非完整移动机器人编队控制
中。 文献［１０］研究了离散模型的多智能体领航跟
随编队控制算法，在该算法中，通过引入基于邻居的
局部控制律以及基于邻居的状态估计规则设计了一
种新型控制器，经过理论分析，给出了固定拓扑和切
换拓扑时系统稳定编队的充分条件。 文献［１１］在
每个移动机器人都知道参考轨迹信息的条件下，提
出了一个移动机器人编队控制器。 在持续激励的条
件下，文献［１２－１３］利用非自治系统的级联控制方
法和线性智能体的协同控制方法，将非完整约束多
个体系统的控制问题转化为多个线性时变系统的控
制问题，文中的控制律可以实现系统 Ｋ⁃指数稳定的
跟踪控制。 文献［１４］提出了一种新坐标变换，将移
动机器人编队问题转化为状态变量实现一致的问
题，设计的分布式控制律可以使系统指数收敛于期
望轨迹，但是每个机器人个体都要知道参考轨迹的
角速度。

在上述工作的基础上，本文进一步研究了非完
整移动机器人编队控制问题。 文中通过引入坐标变
换公式，将机器人编队问题转化为一致性问题。 在
持续激励条件下，利用邻居信息设计了分布式控制
协议，然后用图论和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 方法，在理论上证明
了该控制协议的正确性。 最后，文中通过 ＭＡＴＬＡＢ
仿真来验证该控制算法的可行性。 不同于文献
［１２，１４］，本文把参考轨迹视为虚拟领导者，它的状
态信息只有部分跟随者能接收到。 与文献［１１］相
比，考虑机器人之间只能进行局部信息交互，利用图
论和 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 方法设计的分布式控制律，可以保证
整个机器人队伍指数收敛于指定队形，并且队形几
何中心收敛到参考轨迹。

１　 问题的提出

考虑 ｎ 个非完整约束移动机器人组成的系统，系
统中的每个机器人具有相同的结构，有两个驱动轮和
一个自由轮，如图 １ 所示。 用 θ＝｛１，２，…，ｎ｝表示移动
机器人序列，移动机器人 ｉ 的运动学表达式为

ｘ·ｉ ＝ ｖｉｃｏｓ θｉ

ｙ·ｉ ＝ ｖｉｓｉｎ θｉ

θ·ｉ ＝ ωｉ

ì

î

í

ï
ï

ïï

（１）

式中：ｘｉ，ｙｉ 分别表示移动机器人 ｉ 的笛卡尔坐标；θｉ

为其航向角，即前进方向与 Ｘ 轴夹角；ｖｉ，ωｉ 分别为

移动机器人 ｉ 的线速度和角速度。 文中假设非完整
约束移动机器人 ｉ 满足纯滚动无滑动，用公式表示

为 ｙ·ｉｃｏｓ θｉ－ｘ
·

ｉｓｉｎ θｉ ＝ ０。

图 １　 移动机器人示意图
Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｓｋｅｔｃｈ ｏｆ ｍｏｂｉｌｅ ｒｏｂｏｔ

图论可以清晰完整地模拟移动机器人之间的连
接关系，本文利用无向图来描述多移动机器人之间
的通信关系。 令 Ｇ ＝ （Ｖ，Ｅ）表示一个无向图，Ｖ ＝
｛ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ｝表示由 ｎ 个节点构成的节点集，Ｅ⊆Ｖ×Ｖ
表示边的集合。 如果（ｖｉ，ｖｊ）∈Ｅ，则表示机器人 ｉ 与
机器人 ｊ 可以接收到彼此的信息。

无向图 Ｇ 的邻接矩阵为 Ａ ＝ ［ａｉｊ］∈Ｒｎ×ｎ，其中
ａｉｊ表示（ｖｉ，ｖｊ）连接权重，即

ａｉｊ（ ｔ） ＝
１， 　 （ｖｉ，ｖｊ） ∈ Ｅ，ｉ ≠ ｊ
０， 　 其他{

　 　 在无向图中，（ｖｉ，ｖｊ）∈Ｅ，则（ ｖｊ，ｖｉ）∈Ｅ，且 ａｉｊ ＝
ａ ｊｉ，∀ｉ≠ｊ。 如果（ ｖｉ，ｖｊ）∈Ｅ，那么 ｖｊ 是 ｖｉ 的邻居顶
点。 我们定义顶点 ｖｉ 的邻居点集合为 Ｎｉ ＝ ｛ ｊ∈Ｖ：
（ｖｉ，ｖｊ）∈Ｅ，∀ｉ≠ｊ｝。

无向图 Ｇ 的度矩阵为 Ｄ ＝ ｄｉａｇ（ｄ１，ｄ２，…，ｄｎ），
那么图 Ｇ 的拉普拉斯（Ｌａｐｌａｃｉａｎ）矩阵为 Ｌ＝Ｄ－Ａ。

假设 ｎ 个移动机器人形成编队队形 Ｆ，（ ｐ０ｘ，
ｐ０ｙ）为编队队形 Ｆ 的几何中心，（ｐｉｘ，ｐｉｙ）表示机器人
ｉ 相对于队形 Ｆ 几何中心的期望位置矢量，即

∑
ｎ

ｉ ＝ １

ｐｉｘ

ｎ
＝ ｐ０ｘ， ∑

ｎ

ｉ ＝ １

ｐｉｙ

ｎ
＝ ｐ０ｙ （２）

　 　 为了计算简单，不失一般性，我们假设 ｐ０ｘ ＝ ０，
ｐ０ｙ ＝ ０。

整个机器人队伍的参考轨迹 Ｔ 的运动学模型为

ｘ·０ ＝ ｖ０ｃｏｓ θ０

ｙ·０ ＝ ｖ０ｓｉｎ θ０

θ·０ ＝ ω０

ì

î

í

ï
ï

ïï

（３）

式中：ｖ０、ω０ 为已知时变函数。 在实际应用中，机器
人群体完成特定任务时，只有一个或者几个移动机
器人知道任务的信息，其他机器人个体需要通过与
邻居的信息交互，才能完成特定的任务。 因此为了
符合实际，本文将参考轨迹 Ｔ 视为虚拟领导者 ０ 的
运动轨迹，假设参考轨迹的信息并不是全局已知的，
采用牵制控制的思想，来实现多机器人编队控制。
移动机器人 ｉ 与虚拟领导者 ０ 之间的通信关系用对
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角矩阵 Ｂ ＝ ｄｉａｇ（ ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ）来表示。 如果机器
人 ｉ能获得虚拟领导者 ０ 的信息，则对角元素 ｂｉ ＝ １，
否则 ｂｉ ＝ ０。

分布式编队控制的目标是基于邻居和自己的
状态信息，为每个机器人设计控制器，使整个机器人
队伍形成编队队形 Ｆ，同时几何中心实现对虚拟领
导者 ０ 的 轨 迹 跟 踪， 即 设 计 的 控 制 器 满 足 式
（４） ～ （７）：

ｌｉｍ
ｔ→¥

ｘｉ（ ｔ） － ｘ ｊ（ ｔ）
ｙｉ（ ｔ） － ｙ ｊ（ ｔ）

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝

ｐｉｘ － ｐ ｊｘ

ｐｉｙ － ｐ ｊｙ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
，０ ≤ ｉ，ｊ ≤ ｎ，ｉ ≠ ｊ

（４）
ｌｉｍ
ｔ→¥

（θｉ － θ０） ＝ ０，０ ≤ ｉ ≤ ｎ （５）

ｌｉｍ
ｔ→¥

∑
ｎ

ｉ ＝ １

ｘｉ（ ｔ）
ｎ

－ ｘ０（ ｔ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０ （６）

ｌｉｍ
ｔ→¥

∑
ｎ

ｉ ＝ １

ｙｉ（ ｔ）
ｎ

－ ｙ０（ ｔ）
æ

è
ç

ö

ø
÷ ＝ ０ （７）

　 　 在介绍分布式控制算法之前，先给出本文的一
些符号表示和多机器人系统满足的两个假设，以及
后面证明所需要用到的两个重要引理。

本文约定如下：Ｉ 代表单位矩阵； １ｎ ＝ １ １ … １[ ] Ｔ∈
Ｒｎ；λｍｉｎ（·）和 λｍａｘ（·）分别表示矩阵的最小特征值和
最大特征值；向量 ｘ 的 ２⁃范数为‖ｘ‖２，１－范数为
‖ｘ‖１； 矩 阵 Ａ 的 Ｆ － 范 数 为 ‖Ａ‖Ｆ； 当 ｘ ＝
［ｘ１ ｘ２… ｘｎ］Ｔ，ｓｉｇｎ（ｘ）＝ ［ｓｉｇｎ（ｘ１） … ｓｉｇｎ（ｘｎ）］ Ｔ，其
中，当 ｘｉ ≠０ 时， ｓｉｇｎ（ｘｉ）􀰛 ｘｉ ／ ｘｉ ；当 ｘｉ ＝ ０ 时，
ｓｉｇｎ（ｘｉ）＝ ０。

假设 １［１２－１３］ 　 ω０ 是持续激励信号，即存在正常
数 α１、α２ 和 δ，使得对于所有的 ｔ＞０，满足

α１Ｉ ≤ ∫ｔ ＋δ
ｔ
ω０（τ）ωＴ

０（τ）ｄτ ≤ α２Ｉ

　 　 假设 ２　 图 Ｇ 是无向连通的，至少存在一个移
动机器人和虚拟领导者 ０ 是直接连通的，且这种连
通是单向的。

引理 １［１５］ 　 如果实数矩阵 Ａ∈Ｒｎ×ｎ正定对称，
那么对于任意向量 ｘ∈Ｒｎ 都满足下面条件

λｍｉｎ（Ａ）ｘＴｘ ≤ ｘＴＡｘ ≤ λｍａｘ（Ａ）ｘＴｘ
　 　 引理 ２［１６］ 　 对于矩阵 Ｂ ＝ ｄｉａｇ（ｂ１，ｂ２，…，ｂｎ） ＞
０，如果无向图 Ｇ 连通，那么矩阵 Ｌ＋Ｂ 是正定的。

２　 分布式控制算法

２．１　 控制器的设计
为了便于控制器的设计，我们将移动机器人的

运动学模型进行坐标变换，使用如下的坐标变
换［１３］：

ｘ１ｉ ＝ θｉ

ｘ２ｉ ＝ （ｘｉ － ｐｉｘ）ｃｏｓ θｉ ＋ （ｙｉ － ｐｉｙ）ｓｉｎ θｉ ＋
　 　 　 ｋ０ｓｉｇｎ（ｕ１ｉ）ｘ３ｉ

ｘ３ｉ ＝ （ｘｉ － ｐｉｘ）ｓｉｎ θｉ － （ｙｉ － ｐｉｙ）ｃｏｓ θｉ

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（８）

同时，控制输入的变换方程为

ωｉ ＝ ｕ１ｉ

ｖｉ ＝ ｕ２ｉ ＋ （１ ＋ ｋ２
０）ｕ１ｉｘ３ｉ

{ （９）

通过上述变换，机器人 ｉ 运动学模型变为

ｘ·１ｉ ＝ ｕ１ｉ

ｘ·２ｉ ＝ ｕ２ｉ ＋ ｋ０ ｕ１ｉ ｘ２ｉ

ｘ·３ｉ ＝ ｕ１ｉｘ２ｉ － ｋ０ ｕ１ｉ ｘ３ｉ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１０）

式中：０≤ｉ≤ｎ；ｋ０＞０；ｘ１ｉ，ｘ２ｉ，ｘ３ｉ表示系统坐标变换后

的状态量；ｕ１ｉ， ｕ２ｉ表示系统坐标变换后控制输入。
通过上面的坐标变换式（８），多移动机器人编

队问题转化为新状态变量 ｘ１ｉ，ｘ２ｉ，ｘ３ｉ实现一致的问

题。 采用误差控制策略，定义变换后的状态误差为

ｘ～ １ｉ ＝ ｘ１ｉ － ｘ１０

ｘ～ ２ｉ ＝ ｘ２ｉ － ｘ２０

ｘ～ ３ｉ ＝ ｘ３ｉ － ｘ３０

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（１１）

对式（１１）求导可得

ｘ～
·

１ｉ ＝ ｕ１ｉ － ｕ１０ （１２）

ｘ～
·

２ｉ ＝ ｕ２ｉ ＋ ｋ０ ｕ１ｉ ｘ２ｉ － ｘ·２０ （１３）

ｘ～
·

３ｉ ＝ ｕ１ｉｘ２ｉ － ｋ０ ｕ１ｉ ｘ３ｉ － ｕ１０ｘ２０ ＋ ｋ０ ｕ１０ ｘ３０

（１４）
　 　 为了解决多机器人编队问题，把状态误差系

统式（１２） ～ （１４）分解为一个一阶子系统和一个

二阶子系统，其中一阶子系统的运动学方程为式

（１２） ，二阶子系统的运动学方程为式（ １３）和式

（１４） 。 考虑只有部分机器人与虚拟领导者 ０ 有

信息交互，设计 ｕ１ｉ，使得一阶子系统式（ １２）在有

限时间内收敛于 ０；设计 ｕ２ｉ，使得二阶子系统式

（１３）和式（ １４）指数收敛于 ０。 构造如下的分布

式控制律：

ｕ１ｉ ＝
１

∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ ＋ ｂｉ
（－ ｋ１ε１ｉ － ｋ２ｓｉｇｎ（ε１ｉ） ＋∑

Ｎ

ｊ ＝１
ａｉｊｕ１ｊ ＋ ｂｉｕ１０）

（１５）
ｕ２ｉ ＝ － ｋ３ε２ｉ － ｋ４ｓｉｇｎ ε２ｉ( ) － ｋ０ ｕ１ｉ ｘ２ｉ － ｕ１ｉε３ｉ

（１６）
式中：１≤ｉ≤ｎ；ｋ１，ｋ２，ｋ３≥０，ｋ４≥κ ｘ·２０ ； ｘ·２０ ≤κ；
ε１ｉ ＝ ∑

ｊ∈Ｎｉ
ａｉｊ（ｘ１ｉ－ｘ１ｊ）＋ｂｉ（ｘ１ｉ－ｘ１０）；ε２ｉ ＝ ∑

ｊ∈Ｎｉ
ａｉｊ（ｘ２ｉ－ｘ２ｊ） ＋

ｂｉ（ｘ２ｉ－ｘ２０）；ε３ｉ ＝ ∑
ｊ∈Ｎｉ

ａｉｊ（ｘ３ｉ－ｘ３ｊ）＋ｂｉ（ｘ３ｉ－ｘ３０）。

根据控制律式（１５）和式（１６），以机器人 １ 为

例，控制算法的原理框图如图 ２ 所示。 它由两部分

组成，一部分为机器人坐标变换 ｉ∈θ，另一部分为分

布式控制器。
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图 ２　 移动机器人 １ 控制原理框图

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ｐｒｉｎｃｉｐｌｅ ｂｌｏｃｋ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ ｍｏｂｉｌｅ ｒｏｂｏｔ １
２．２　 稳定性分析

对于一阶子系统式（１２），考虑分布式控制律式
（１５），将式（１０）中 ｘ·１ｉ ＝ｕ１ｉ代入式（１５），整理可得

ε·１ｉ ＝ － ｋ１ε１ｉ － ｋ２ｓｉｇｎ（ε１ｉ） （１７）
令 ｘ１∗ ＝ ［ｘ１１… ｘ１ｎ］ Ｔ，ｘ～ １∗ ＝ ｘ１∗ －１ｎｘ１０，把式（１７）整
理成矩阵形式，那么就得到了一阶子系统式（１２）所
对应的闭环系统的表达式：

ｘ～
·

１∗ ＝ － ｋ１ｘ
～
１∗ － ｋ２ （Ｌ ＋ Ｂ） －１ｓｉｇｎ［（Ｌ ＋ Ｂ）ｘ～ １∗］　 （１８）

　 　 定理 １　 系统满足假设 １ 和假设 ２，则分布式控
制律式（１５）能使系统式（１８）在有限时间内收敛于
０，即ｌｉｍ

ｔ→Ｔ１
（ｘ１ｉ（ ｔ）－ｘ１０（ ｔ））＝ ０。 收敛时间 Ｔ１ 满足

Ｔ１ ＝ １
ｋ１

ｌｎ １ ＋
２ ｋ１λｍａｘ（Ｌ ＋ Ｂ） Ｖ１ ０( )

ｋ２λｍｉｎ（Ｌ ＋ Ｂ）
æ

è
çç

ö

ø
÷÷

式中，Ｖ１（０）＝
１
２
ｘ～ Ｔ

１∗（０）（Ｌ＋Ｂ） ２ｘ～ １∗（０）。

证明　 针对系统式（１８），构造如下的Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数：

Ｖ１ ＝ １
２
ｘ～ Ｔ

１∗ （Ｌ ＋ Ｂ） ２ｘ～ １∗

根据引理 １，可得到
１
２
λ２

ｍｉｎ（Ｌ ＋ Ｂ） ‖ｘ～ １∗‖２
２ ≤ Ｖ１ ≤

１
２
λ２

ｍａｘ（Ｌ ＋ Ｂ） ‖ｘ～ １∗‖２
２

对 Ｖ１ 求导可得

Ｖ·１ ＝ ｘ～ Ｔ
１∗ （Ｌ ＋ Ｂ） ２ ｘ～

·

１∗ ＝ － ｋ１ｘ
～ Ｔ
１∗ （Ｌ ＋ Ｂ） ２ｘ～ １∗－

ｋ２ｘ
～ Ｔ
１∗（Ｌ ＋ Ｂ）ｓｉｇｎ［（Ｌ ＋ Ｂ）ｘ～ １∗］ ≤

－ ｋ１ｘ
～ Ｔ
１∗ （Ｌ ＋ Ｂ） ２ｘ～ １∗ － ｋ２ ‖ｘ～ Ｔ

１∗（Ｌ ＋ Ｂ）‖１≤
－ ２ｋ１Ｖ１ － ｋ２λｍｉｎ（Ｌ ＋ Ｂ） ‖ｘ～ １∗‖２≤

－ ２ｋ１Ｖ１ －
２ ｋ２λｍｉｎ（Ｌ ＋ Ｂ）
λｍａｘ（Ｌ ＋ Ｂ）

Ｖ１

求解上述微分不等式可得：当 ０≤ｔ≤Ｔ１ 时，

Ｖ１ ≤
２ｋ１λｍａｘ（Ｌ ＋ Ｂ） Ｖ１ ０( ) ＋ ｋ２λｍｉｎ（Ｌ ＋ Ｂ）

２ｋ１λｍａｘ（Ｌ ＋ Ｂ）
×

ｅｘｐ（ － ｋ１ ｔ） －
ｋ２λｍｉｎ（Ｌ ＋ Ｂ）

２ ｋ１λｍａｘ（Ｌ ＋ Ｂ）
　 　 当 ｔ≥Ｔ１ 时，Ｖ１（ｘ）＝ ０。 因为 Ｌ＋Ｂ＞０，由 Ｖ１ 和

ｘ～ １∗定义可得 ｘ１ｉ ＝ ｘ１０（１≤ｉ≤ｎ），此时有 ｕ１ｉ ＝ ｕ１０（１≤
ｉ≤ｎ）。

收敛时间 Ｔ１ 依赖于初始值 Ｖ１（０），满足下式：

Ｔ１ ＝ １
ｋ１

ｌｎ １ ＋
２ ｋ１λｍａｘ（Ｌ ＋ Ｂ） Ｖ１ ０( )

ｋ２λｍｉｎ（Ｌ ＋ Ｂ）
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

定理 １ 证毕。
从定理 １ 中 ｕ１ｉ 的收敛时间 Ｔ１ 表达式可以看

出，ｋ２ 影响一阶子系统的收敛速度，ｋ２ 越大，收敛速
度越快。 但是 ｋ２ 越大，由于 ｓｉｇｎ（·）函数不连续所
造成的抖振现象对系统稳定性影响越大，所以，选择
ｋ２ 时，需要综合考虑控制精度、收敛速度等方面影
响。 二阶子系统表达式（１３）和式（１４）中存在变量
ｕ１ｉ，所以一阶子系统的动态特性会影响二阶子系统
的动态特性，但是一阶子系统式（１２）稳定性并不受
二阶子系统中变量的影响。 由定理 １ 可知，在控制
律式（１５）的作用下，ｘ１ｉ，ｕ１ｉ在有限时间 Ｔ１ 内收敛于
ｘ１０，ｕ１０。 所以下面我们只考虑二阶子系统式（１３）和
式（１４）。
令 ｘ２∗ ＝ ｘ２１ ｘ２２… ｘ２ｎ[ ] Ｔ，ｘ３∗ ＝ ｘ３１ ｘ３２…ｘ３ｎ[ ] Ｔ

ｕ１∗ ＝ ｄｉａｇ（ｕ１１，ｕ１２，…，ｕ１ｎ）
ｕ１∗ ＝ ｄｉａｇ（ ｕ１１ ， ｕ１２ ，…， ｕ１ｎ ）
ｘ～ ２∗ ＝ ｘ２∗ － １ｎｘ２０，ｘ

～
３∗ ＝ ｘ３∗ － １ｎｘ３０

ｙ ＝ （ｕ１∗ － ｕ１０Ｉ）１ｎｘ２０ － ｋ０（ ｕ１∗ － ｕ１０ Ｉ）１ｎｘ３０

　 　 基于分布式控制协议式（１６），二阶子系统式（１３）
和式（１４）闭环特性可以表示为下面的矩阵形式：

ｘ～
·

２∗ ＝ － ｋ３（Ｌ ＋ Ｂ）ｘ～ ２∗ － ｋ４ｓｉｇｎ （Ｌ ＋ Ｂ）ｘ～ ２∗[ ] －
ｕ１∗（Ｌ ＋ Ｂ）ｘ～ ３∗ － １ｎｘ

·
２０

ｘ～
·

３∗ ＝ － ｋ０ ｕ１∗ ｘ～ ３∗ ＋ ｕ１∗ｘ
～
２∗ ＋ ｙ （１９）

　 　 定理 ２　 系统满足假设 １ 和假设 ２，则控制律式
（１８）能使式（１９）描述的二阶子系统指数收敛于 ０，
即ｌｉｍ

ｔ→¥
ｘ２ｉ（ ｔ）－ｘ２０（ ｔ）( ) ＝ ０，ｌｉｍ

ｔ→¥
ｘ３ｉ（ ｔ）－ｘ３０（ ｔ）( ) ＝ ０。

证明　 由定理 １ 可知，当 ｔ＞Ｔ１ 时，ｕ１ｉ（１≤ｉ≤ｎ）
收敛到 ｕ１０，下面分两步来证明定理 ２。

１）证明当 ｔ≤Ｔ１ 时，ｘ～ ２∗和 ｘ～ ３∗是有界的。
对闭环系统式（１９）构造的 Ｌｙａｐｕｎｏｖ 函数为

Ｖ２ ＝ １
２
ｘ～ Ｔ

２∗（Ｌ ＋ Ｂ）ｘ～ ２∗ ＋ １
２
ｘ～ Ｔ

３∗ （Ｌ ＋ Ｂ） ２ｘ～ ３∗

（２０）
根据引理 １ 可以得到

Ｖ２ ≥
１
２

λｍｉｎ（Ｌ ＋Ｂ）‖ｘ～２∗‖２
２ ＋λ２

ｍｉｎ（Ｌ ＋Ｂ）‖ｘ～３∗‖２
２[ ] ≥
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α
２

‖ｘ～ ２∗‖２
２ ＋ ‖ｘ～ ３∗‖２

２( ) ≥ α ‖ｘ～ ２∗‖２‖ｘ～ ３∗‖２

（２１）
式中，α＝ｍｉｎ λｍｉｎ（Ｌ＋Ｂ），λ２

ｍｉｎ（Ｌ＋Ｂ）( ) 。
对 Ｖ２ 沿着轨迹式（１９）求导可得

Ｖ·２ ＝ ｘ～ Ｔ
２∗（Ｌ ＋ Ｂ） ｘ～

·

２∗ ＋ ｘ～ Ｔ
３∗ （Ｌ ＋ Ｂ） ２ ｘ～

·

３∗ ＝

－ ｋ３ｘ
～ Ｔ
２∗ （Ｌ ＋ Ｂ） ２ｘ～ ２∗ － ｋ４‖ ｘ～ Ｔ

２∗（Ｌ ＋ Ｂ）‖１ －

ｘ～ Ｔ
２∗（Ｌ ＋ Ｂ）ｕ１∗（Ｌ ＋ Ｂ）ｘ～ ３∗ －

ｘ～ Ｔ
２∗（Ｌ ＋ Ｂ）１ｎｘ

·
２０ － ｋ０ｘ

～ Ｔ
３∗ （Ｌ ＋ Ｂ） ２ ｕ１∗ ｘ～ ３∗ ＋

ｘ～ Ｔ
３∗ （Ｌ ＋ Ｂ） ２ｕ１∗ｘ

～
２∗ ＋ ｘ～ Ｔ

３∗ （Ｌ ＋ Ｂ） ２ｙ
（２２）

　 　 根据定理 １ 可知，在有限时间内，机器人的状态

误差 ｘ～ １∗收敛于 ０，这就意味着 ｘ～ １∗是有界的，即存在
一个正数 Ｃ，使‖ｕ１∗‖Ｆ＜Ｃ， ｘ２０ ＜Ｃ， ｘ３０ ＜Ｃ 成立，
进而存在一个正数 μ，使得‖ｙ‖２≤μ。 再根据矩阵
范数与向量范数的相容性定理和 Ｃａｕｃｈｙ⁃Ｓｃｈｗａｒｚ 不
等式，由式（２２）得

Ｖ·２ ≤ ‖ｙ‖２‖Ｌ ＋ Ｂ‖２
Ｆ‖ｘ～ ３∗‖２ ＋

２ ‖ｕ１∗‖Ｆ‖Ｌ ＋ Ｂ‖２
Ｆ‖ｘ～ ３∗‖２‖ｘ～ ２∗‖２ ≤

２
α
Ｃ ‖Ｌ ＋ Ｂ‖２

ＦＶ２ ＋ μ‖Ｌ ＋ Ｂ‖２
Ｆ‖ｘ～ ３∗‖２

当‖ｘ～ ３∗‖２≤１ 时，可以得到

　 Ｖ·２ ≤ ２
α
Ｃ ‖Ｌ ＋ Ｂ‖２

ＦＶ２ ＋ μ‖Ｌ ＋ Ｂ‖２
Ｆ 　 （２３）

当‖ｘ～ ３∗‖２＞１ 时，可以得到

Ｖ
·

２ ≤ ２
α
Ｃ‖Ｌ ＋ Ｂ‖２

ＦＶ２ ＋ μ‖Ｌ ＋ Ｂ‖２
Ｆ‖ｘ～ ３∗‖２

２≤

２
α
Ｃ‖Ｌ ＋ Ｂ‖２

ＦＶ２ ＋ ２
α

μ‖Ｌ ＋ Ｂ‖２
ＦＶ２ （２４）

　 　 结合式（２３）和式（２４）可知，对于任何 ｘ～ ２∗ 和

ｘ～ ３∗，Ｖ
·

２ 都满足：

Ｖ
·

２ ≤ ２
α
‖Ｌ ＋ Ｂ‖２

Ｆ ２Ｃ ＋ μ( ) Ｖ２ ＋ μ‖Ｌ ＋ Ｂ‖２
Ｆ

　 　 求解上述微分不等式可得

Ｖ２ ≤ Ｖ２（０） ＋
μ‖Ｌ ＋ Ｂ‖２

Ｆ

２
α
‖Ｌ ＋ Ｂ‖２

Ｆ（２Ｃ ＋ μ）

é

ë

ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú

×

ｅｘｐ ２
α

‖Ｌ ＋ Ｂ‖２
Ｆ（２Ｃ ＋ μ）é

ë
êê

ù

û
úú ｔ{ } －

μ‖Ｌ ＋ Ｂ‖２
Ｆ

２
α
‖Ｌ ＋ Ｂ‖２

Ｆ（２Ｃ ＋ μ）

　 　 于是，当 ｔ≤Ｔ１ 时 Ｖ２ 是有界的，进而 ｘ～ ２∗和 ｘ～ ３∗

是有界的。
２）证明当 ｔ＞Ｔ１ 时，ｘ～ ２∗和 ｘ～ ３∗指数收敛于零。

根据定理 １，当 ｔ＞Ｔ１ 时，ｕ１ｉ ＝ｕ１０，ｘ１ｉ ＝ ｘ１０，则二阶
子系统闭环表达式（１９）化简为

ｘ～
·

２∗ ＝ － ｋ３（Ｌ ＋ Ｂ）ｘ～ ２∗ － ｋ４ｓｉｇｎ （Ｌ ＋ Ｂ）ｘ～ ２∗[ ] －

　 　 ｕ１０（Ｌ ＋ Ｂ）ｘ～ ３∗ － １ｎｘ
·

２０

ｘ～
·

３∗ ＝ － ｋ０ ｕ１０ ｘ～ ３∗ ＋ ｕ１０ｘ
～
２∗

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

（２５）
则式（２２）整理为

Ｖ·２ ＝ － ｋ３ｘ
～ Ｔ
２∗ （Ｌ ＋ Ｂ） ２ｘ～ ２∗ － ｋ４‖ｘ～ Ｔ

２∗（Ｌ ＋ Ｂ）‖１ －
ｘ～ Ｔ

２∗（Ｌ ＋ Ｂ） １ｎｘ
·

２０ － ｋ０ ｕ１０ ｘ～ Ｔ
３∗ （Ｌ ＋ Ｂ） ２ｘ～ ３∗ ≤

－ ｋ３ｘ
～ Ｔ
２∗ （Ｌ ＋ Ｂ）２ｘ～ ２∗ － （ｋ４ － κ） ‖ｘ～ Ｔ

２∗（Ｌ ＋ Ｂ）‖１ －
ｋ０ ｕ１０ ｘ～ Ｔ

３∗ （Ｌ ＋ Ｂ） ２ｘ～ ３∗ （２６）

　 　 因为式（２６）中（Ｌ＋Ｂ）２＞０，ｋ４＞κ，ｋ３＞０，所以 Ｖ·２≤
０。 则二阶子系统式（１９）至少是一致渐进稳定。

Ｖ·２ ≤－ ｋ３ｘ
～ Ｔ
２∗ （Ｌ ＋ Ｂ）２ｘ～ ２∗ －

ｋ０ ｕ１０ ｘ～ Ｔ
３∗ （Ｌ ＋ Ｂ） ２ｘ～ ３∗ ≤－ ２βＶ２

式中 β＝ｍｉｎ（ｋ３λｍｉｎ（Ｌ＋Ｂ），ｋ０ ｕ１０ ）。 那么，可得 Ｖ２≤

Ｖ２（Ｔ１）ｅｘｐ － ２ ∫ｔ
Ｔ１
βｄτ( ) ＝ Ｖ２（Ｔ１） ｅｘｐ －２β（ξ）（ｔ－Ｔ１）[ ] ，

ξ∈Ｒ＋，ξ∈（Ｔ１，ｔ）。 所以，Ｖ２ 指数收敛于 ０，进而可得
ｌｉｍ
ｔ→¥

（ｘ２ｉ－ｘ２０）＝ ０，ｌｉｍ
ｔ→¥

（ｘ３ｉ－ｘ３０）＝ ０。 定理 ２ 得证。
综合定理 １ 和定理 ２，当 ｔ≤Ｔ１ 时，一阶子系统的

变量 ｘ～１ｉ有限时间收敛于 ０，二阶子系统的变量 ｘ～２ｉ，ｘ
～
３ｉ是

有界的；当 ｔ＞Ｔ１ 时，一阶子系统的 ｘ～１ｉ收敛于 ０，二阶子

系统 ｘ～２ｉ，ｘ
～
３ｉ指数收敛于 ０，这也意味着在分布式控制算

法式（１５）和式（１６）的作用下，每个机器人个体的各个

变量 ｘ～１ｉ，ｘ
～
２ｉ，ｘ

～
３ｉ至少指数收敛为 ０。 本文讨论的机器人

的通信拓扑结构是无向连通的，而当通信网络是有向
拓扑时，则 Ｌ＋Ｂ 不是对称矩阵，需要重新设计 Ｌｙａ⁃
ｐｕｎｏｖ 函数来证明系统的稳定性。

３　 仿真结果分析

本节中，我们用 ＭＡＴＬＡＢ 对移动机器人系统进
行了仿真研究，仿真中 ｎ ＝ ４，移动机器人之间的通
信拓扑为

Ｌ ＝

２ － １ － １ ０
－ １ １ ０ ０
－ １ ０ ２ － １
０ ０ － １ １

é
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ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

，Ｂ ＝

１ ０ ０ ０
０ ０ ０ ０
０ ０ １ ０
０ ０ ０ ０

é

ë

ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
úú

期望的编队队形 Ｆ 为一个正方形：
（ｐ１ｘ，ｐ１ｙ） ＝ （１，１），（ｐ２ｘ，ｐ２ｙ） ＝ （ － １，１）

（ｐ３ｘ，ｐ３ｙ） ＝ （ － １， － １），（ｐ４ｘ，ｐ４ｙ） ＝ （１， － １）

　 　 虚拟领导者 ０ 的 ｖ０ ＝ ４，ω０ ＝
１
３
，初始状态为

［ｘ０（０） ｙ０（０） θ０（０）］ Ｔ ＝ ［０ －１２ ０］ Ｔ。 通过坐标变

换式（８），计算得到 κ＝ ｘ·２０ ＝ ０。 再根据定理 ２，选
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取控制算法式（１５）和式（１８）的控制增益为：ｋ１ ＝
ｋ３ ＝１．２，ｋ０ ＝ １，ｋ２ ＝ ｋ４ ＝ ０．１。

在图 ３ 中，每个四边形中的 ４ 个∗表示 ４ 个跟
随者，实线和虚线分别表示虚拟机器人 ０ 和编队几
何中心的运动轨迹，从图中可以看出 ４ 个跟随者形
成了指定正方形编队，同时编队队形的几何中心收
敛到虚拟领导者 ０ 的运动轨迹。 图 ４ 和图 ５ 分别给
出了 ３ 个跟随者的控制输入 ωｉ，ｖｉ（ ｉ ＝ １，２，３，４），从
图中可以看出，在 １５ ｓ 之后，ωｉ，ｖｉ 收敛到 ω０，ｖ０。 图
６～８ 分别表示 ４ 个跟随者与虚拟机器人 ０ 的航角和
位置之间的误差。 在 ２０ ｓ 后，４ 个跟随者与虚拟领
导者 ０ 之间的航角误差为 ０，ｘ 轴和 ｙ 轴方向的位置
误差分别为 ｐｉｘ和 ｐｉｙ（ ｉ ＝ １，２，３，４）。 从上述仿真实
验可以看出，所设计的控制器可以使移动机器人形
成期望的编队。

图 ３　 移动机器人编队运动轨迹
Ｆｉｇ．３　 Ｔｒａｊｅｃｔｏｒｙ ｏｆ ｔｒａｃｋｉｎｇ ｏｆ ｍｏｂｉｌｅ ｒｏｂｏｔｓ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ

图 ４　 移动机器人控制输入 ω
Ｆｉｇ．４　 Ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ｉｎｐｕｔ ω ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｂｉｌｅ ｒｏｂｏｔｓ

图 ５　 移动机器人控制输入 ｖ
Ｆｉｇ．５　 Ｔｈｅ ｃｏｎｔｒｏｌ ｉｎｐｕｔ ｖ ｏｆ ｔｈｅ ｍｏｂｉｌｅ ｒｏｂｏｔｓ

图 ６　 航角误差 θｅ

Ｆｉｇ．６　 Ｈｅａｄｉｎｇ ｅｒｒｏｒｓ θｅ

图 ７　 Ｘ 轴方向的位置误差 ｘｅ

Ｆｉｇ．７　 Ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒｓ ｉｎ Ｘ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

图 ８　 Ｙ 轴方向的位置误差 ｙｅ
Ｆｉｇ．８　 Ｐｏｓｉｔｉｏｎ ｅｒｒｏｒｓ ｉｎ Ｙ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅｓ

４　 结束语

本文以多非完整移动机器人为研究对象，通过
坐标变换将编队问题转化为移动机器人状态量的一
致性问题。 在持续激励信号作用下，利用邻居状态
信息 设 计 了 分 布 式 控 制 协 议， 然 后 用 图 论 和
Ｌｙａｐｕｎｏｖ方法，在理论上证明了该控制协议可以很
好地解决机器人编队问题。 最后，通过 ＭＡＴＬＡＢ 对
该控制算法进行了验证。 从仿真实验结果可以看
出，本文提出的控制算法可靠性好，能在较短时间内
顺利形成编队。 本文假设通信拓扑结构是无向连通
的，但在实际应用中，系统之间的通信网络往往是有
向的或者存在时滞，所以，将来的研究工作将围绕着
有向通信拓扑来开展。
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