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二型直觉模糊粗糙集

王金英，韩晓冰，王艳平
（辽宁工业大学 理学院，辽宁 锦州 １２１００１）

摘　 要：将二型直觉模糊集和粗糙集理论融合，建立二型直觉模糊粗糙集模型。 首先，在二型直觉模糊近似空间中，
定义了一对二型直觉模糊上、下近似算子，并讨论了二型直觉模糊关系退化为普通二型模糊关系和一般等价关系

时，上、下近似算子的具体变化形式。 然后，将普通二型模糊集之间包含关系的定义推广到了二型直觉模糊集，在此

基础上研究了二型直觉模糊上、下近似算子的一些性质。 最后，定义了自反的、对称的和传递的二型直觉模糊关系，
并讨论了这 ３ 种特殊的二型直觉模糊关系与近似算子的特征之间的联系。 该结论进一步丰富了二型模糊集理论和

粗糙集理论，为二型直觉模糊信息系统的应用奠定了良好的理论基础。
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　 　 自 １９６５ 年 Ｚａｄｅｈ 首次提出模糊集［１］ 的概念以

来，Ｚａｄｅｈ 本人以及其他一些学者相继给出了模糊

集的一些推广形式。 其中 Ａｔａｎａｓｓｏｖ 将模糊集推广



到了直觉模糊集［２］ 以及区间直觉模糊集［３］，Ｚａｄｅｈ
等将普通模糊集推广到二型模糊集［４⁃５］。 随着信息

技术的发展，Ｐａｗｌａｋ 于 １９８２ 年提出了粗糙集［６］ 的

概念，由于模糊集和粗糙集理论在处理不确定性和

不精确性问题方面都推广了经典集合论，因此将 ２
个理论相融合，建立模糊粗糙集成为信息领域研究

的主要方向之一。 许多学者致力于这方面的研究，
分别给出了模糊粗糙集［７］、直觉模糊粗糙集［８⁃９］ 等

概念。 目前，一型广义模糊粗糙集理论的发展已达

到了一个相对完善的状态。 近年来，人们开始着手

将模糊粗糙集理论进一步推广到二型模糊粗糙

集［１０］，与此同时，二型模糊集的概念也被扩展到了

二型直觉模糊集［１１］。 然而，关于二型直觉模糊集和

粗糙集理论相融合的研究目前尚未见到，基于此，本
文在二型模糊粗糙集理论的基础上，利用二型直觉

模糊集和二型直觉模糊关系，将文献［１０］中给出的

二型模糊粗糙集模型进一步推广到二型直觉模糊粗

糙集模型，同时还讨论了一些相关的性质。

１　 二型直觉模糊集的基本理论

定义 １［１１］ 　 二型直觉模糊集。 设 Ｕ 为论域，称
Ａ ＝ ｛〈ｘ，μＡ（ｘ），ｖＡ（ｘ）〉 ｜ ｘ∈Ｕ｝ 为 Ｕ 上的一个二型

直觉模糊集。 其中

μＡ（ｘ） ＝ ∫
ｕ∈Ｊｕｘ

ｆｘ（ｕ） ／ ｕ，Ｊｕ
ｘ ⊆ ［０，１］

ｖＡ（ｘ） ＝ ∫
ｖ∈Ｊｖｘ

ｇｘ（ｖ） ／ ｖ，Ｊｖ
ｘ ⊆ ［０，１］

且对 ∀ｘ ∈ Ｕ 满足

ｍａｘ
ｕ∈Ｊｕｘ

（ ｆｘ（ｕ） × ｕ） ＋ ｍａｘ
ｖ∈Ｊｖｘ

（ｇｘ（ｖ） × ｖ） ≤ １

　 　 μＡ（ｘ） 表示 ｘ对 Ａ的隶属程度， ｖＡ（ｘ） 表示 ｘ对
Ａ 的非隶属程度。

为叙述方便，将 μＡ（ｘ） 和 ｖＡ（ｘ） 分别称为二型

直觉模糊集的主隶属度和主非隶属度。
定义 ２［１１］ 　 二型直觉模糊集的基本运算。 设

Ａ、Ｂ 是论域 Ｕ 上的 ２ 个二型直觉模糊集，令
Ａ ＝ ｛〈ｘ，μＡ（ｘ），ｖＡ（ｘ）〉 ｜ ｘ ∈ Ｕ｝
Ｂ ＝ ｛〈ｘ，μＢ（ｘ），ｖＢ（ｘ）〉 ｜ ｘ ∈ Ｕ｝

其中

μＡ（ｘ） ＝ ∫
ｕ∈Ｊｕｘ

ｆｘ（ｕ） ／ ｕ，Ｊｕ
ｘ ⊆ ［０，１］

ｖＡ（ｘ） ＝ ∫
ｖ∈Ｊｖｘ

ｇｘ（ｖ） ／ ｖ，Ｊｖ
ｘ ⊆ ［０，１］

μＢ（ｘ） ＝ ∫
ｗ∈Ｊｗｘ

ｈｘ（ｗ） ／ ｗ，Ｊｗ
ｘ ⊆ ［０，１］

ｖＢ（ｘ） ＝ ∫
ｐ∈Ｊｐｘ

ｋｘ（ｐ） ／ ｐ，Ｊｐ
ｘ ⊆ ［０，１］

定义运算如下：

１） Ａ ∩ Ｂ ＝ ｛〈ｘ，μＡ∩Ｂ（ｘ），ｖＡ∩Ｂ（ｘ）〉 ｜ ｘ ∈ Ｕ｝ ，
其中

μＡ∩Ｂ（ｘ） ＝ μＡ（ｘ）ΔμＢ（ｘ） ＝

∫
ｕ∈Ｊｕｘ
∫
ｗ∈Ｊｗｘ

ｆｘ（ｕ） ∧ ｈｘ（ｗ） ／ ｕ ∧ ｗ

ｖＡ∩Ｂ（ｘ） ＝ ｖＡ（ｘ） ÑｖＢ（ｘ） ＝

∫
ｖ∈Ｊｖｘ
∫
ｐ∈Ｊｐｘ

ｇｘ（ｖ） ∧ ｋｘ（ｐ） ／ ｖ ∨ ｐ

　 　 ２） Ａ ∪ Ｂ ＝ ｛〈ｘ，μＡ∪Ｂ（ｘ），ｖＡ∪Ｂ（ｘ）〉 ｜ ｘ ∈ Ｕ｝ ，
其中

μＡ∪Ｂ（ｘ） ＝ μＡ（ｘ） ÑμＢ（ｘ） ＝

∫
ｕ∈Ｊｕｘ
∫
ｗ∈Ｊｗｘ

ｆｘ（ｕ） ∧ ｈｘ（ｗ） ／ ｕ ∨ ｗ

ｖＡ∪Ｂ（ｘ） ＝ ｖＡ（ｘ）ΔｖＢ（ｘ） ＝

∫
ｖ∈Ｊｖｘ
∫
ｐ∈Ｊｐｘ

ｇｘ（ｖ） ∧ ｋｘ（ｐ） ／ ｖ ∧ ｐ

　 　 ３） Ａｃ ＝ ｛〈ｘ，ｖＡ（ｘ），μＡ（ｘ）〉 ｜ ｘ ∈ Ｕ｝。
定理 １　 ［１１］ 设 Ａ，Ｂ，Ｃ 是论域 Ｕ 上的 ３ 个二型

直觉模糊集，则下列各式成立：
１）交换律， Ａ ∪ Ｂ ＝ Ｂ ∪ Ａ ， Ａ ∩ Ｂ ＝ Ｂ ∩ Ａ ；
２）结合律， Ａ ∪（Ｂ∪ Ｃ） ＝ （Ａ∪ Ｂ） ∪ Ｃ ， Ａ∩

（Ｂ ∩ Ｃ） ＝ （Ａ ∩ Ｂ） ∩ Ｃ ；
３）幂等律， Ａ ∪ Ａ ＝ Ａ ， Ａ ∩ Ａ ＝ Ａ ；
４）对合律， （Ａｃ） ｃ ＝ Ａ ；
５）德摩根律， （Ａ ∪ Ｂ） ｃ ＝ Ａｃ ∩Ｂｃ ， （Ａ ∩ Ｂ） ｃ ＝

Ａｃ ∪ Ｂｃ 。
一般地，分配律和吸收律不成立。 如果限定所

有二型直觉模糊集的主隶属度和主非隶属度均为标

准的凸一型模糊集，那么，分配律和吸收律便成

立［１０］。
定义 ３［１１］ 　 二型直觉模糊关系。 设 Ｕ 和 Ｗ 是

有限非空论域，定义在直积空间 Ｕ × Ｗ 上的二型直

觉模糊子集称为从 Ｕ 到 Ｗ 的二型直觉模糊关系。
记为

Ｒ ＝ ｛〈（ｘ，ｙ），μＲ（ｘ，ｙ），ｖＲ（ｘ，ｙ）〉 ｜ ｘ ∈ Ｕ，ｙ ∈ Ｗ｝
其中

μＲ（ｘ，ｙ） ＝ ∫
ｕ∈Ｊｕ（ｘ，ｙ）

ｆ（ｘ，ｙ）（ｕ） ／ ｕ，Ｊｕ
（ｘ，ｙ） ⊆ ［０，１］

ｖＲ（ｘ，ｙ） ＝ ∫
ｖ∈Ｊｖ（ｘ，ｙ）

ｇ（ｘ，ｙ）（ｖ） ／ ｖ，Ｊｖ
（ｘ，ｙ） ⊆ ［０，１］

且对 ∀（ｘ，ｙ） ∈ Ｕ × Ｗ ，满足

ｍａｘ
ｕ∈Ｊｕ（ｘ，ｙ）

（ ｆ（ｘ，ｙ）（ｕ） × ｕ） ＋ ｍａｘ
ｖ∈Ｊｖ（ｘ，ｙ）

（ｇ（ｘ，ｙ）（ｖ） × ｖ） ≤ １

　 　 特别地，当 Ｕ ＝ Ｗ 时，二型直觉模糊关系 Ｒ 称为

Ｕ × Ｕ 上的二型直觉模糊关系。

２　 二型直觉模糊粗糙集及其性质

定义 ４ 　 设 Ｒ 是 Ｕ × Ｕ 上的二型直觉模糊关
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系，称 （Ｕ，Ｒ） 是二型直觉模糊近似空间， Ａ 是论域

Ｕ 上的一个二型直觉模糊集， Ａ 关于近似空间 （Ｕ，
Ｒ） 的上近似和下近似分别是定义在 Ｕ 上的二型直

觉模糊集，具体形式如下

Ｒ
－
（Ａ） ＝ ｛〈ｘ，μＲ

－
（Ａ）（ｘ），ｖＲ－（Ａ）（ｘ）〉 ｜ ｘ ∈ Ｕ｝

Ｒ
＿
（Ａ） ＝ ｛〈ｘ，μＲ＿（Ａ）

（ｘ），ｖＲ＿（Ａ）（ｘ）〉 ｜ ｘ ∈ Ｕ｝
其中

μＲ
－
（Ａ）（ｘ） ＝ Ñｙ∈Ｕ［μＡ（ｙ）ΔμＲ（ｘ，ｙ）］

ｖＲ－（Ａ）（ｘ） ＝ Δ
ｙ∈Ｕ

［ｖＡ（ｙ） ÑｖＲ（ｘ，ｙ）］

μＲ＿（Ａ）
（ｘ） ＝ Δ

ｙ∈Ｕ
［μＡ（ｙ） ÑｖＲ（ｘ，ｙ）］

ｖＲ＿（Ａ）（ｘ） ＝ Ñｙ∈Ｕ［ｖＡ（ｙ）ΔμＲ（ｘ，ｙ）］

称 （Ｒ
＿
（Ａ）、Ｒ

－
（Ａ）） 为 Ａ 关于 （Ｕ，Ｒ） 的二型直觉模

糊粗糙集。
下面讨论特殊情况下的模型形式。
１）当 Ｒ 退化为 Ｕ × Ｕ 上的普通二型模糊关系，

Ａ 退化为 Ｕ 上的普通二型模糊集时，定义 ４ 中的二

型直觉模糊粗糙集退化为文献［１０］中的二型模糊

粗糙集。
这是因为，对 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｕ ，此时有

μＡ（ｘ） ＝ ∫
ｕ∈Ｊｕｘ

ｆｘ（ｕ） ／ ｕ

ｖＡ（ｘ） ＝ ∫
ｕ∈Ｊｕｘ

ｆｘ（ｕ） ／ （１ － ｕ） ＝ ¬ μＡ（ｘ），Ｊｕ
ｘ ⊆ ［０，１］

μＲ（ｘ，ｙ） ＝ ∫
ｕ∈Ｊｕ（ｘ，ｙ）

ｆ（ｘ，ｙ）（ｕ） ／ ｕ

ｖＲ（ｘ，ｙ） ＝ ∫
ｕ∈Ｊｕ（ｘ，ｙ）

ｆ（ｘ，ｙ）（ｕ） ／ （１ － ｕ） ＝ ¬ μＲ（ｘ，ｙ）

Ｊｕ
（ｘ，ｙ） ⊆ ［０，１］

且由文献［１２］可知下式成立：
¬ （μＡ（ｘ）ΔμＢ（ｘ）） ＝ ¬ μＡ（ｘ） Ñ¬ μＢ（ｘ）
¬ （μＡ（ｘ） ÑμＢ（ｘ）） ＝ ¬ μＡ（ｘ）Δ¬ μＢ（ｘ）

从而有

ｖＲ－（Ａ）（ｘ） ＝ Δ
ｙ∈Ｕ

［ｖＡ（ｙ） ÑｖＲ（ｘ，ｙ）］ ＝

Δ
ｙ∈Ｕ

［¬ μＡ（ｙ） Ñ¬ μＲ（ｘ，ｙ）］ ＝

Δ
ｙ∈Ｕ

¬ ［μＡ（ｙ）ΔμＲ（ｘ，ｙ）］ ＝

¬ Ñｙ∈Ｕ［μＡ（ｙ）ΔμＲ（ｘ，ｙ）］ ＝
¬ μＲ

－
（Ａ）（ｘ）

即

Ｒ
－
（Ａ） ＝ ｛〈ｘ，μＲ

－
（Ａ）（ｘ），¬ μＲ

－
（Ａ）（ｘ）〉 ｜ ｘ ∈ Ｕ｝

为普通二型模糊集。
同理可得

Ｒ
＿
（Ａ） ＝ ｛〈ｘ，μＲ＿（Ａ）

（ｘ），¬ μＲ＿（Ａ）
（ｘ）〉 ｜ ｘ ∈ Ｕ｝

为普通二型模糊集。

于是 （Ｒ
＿
（Ａ），Ｒ

－
（Ａ）） 为 Ａ关于 （Ｕ，Ｒ） 的普通二型

模糊粗糙集。 由此可见，本文给出的二型直觉模糊粗

糙集是文献［１０］中的二型模糊粗糙集的推广。
２）当 Ｒ 退化为 Ｕ × Ｕ 上的等价关系， Ａ 为 Ｕ 上

的二型直觉模糊集时，定义 ４ 中的二型直觉模糊粗

糙集退化为如下形式：

Ｒ
－
（Ａ） ＝ ｛〈ｘ，μＲ

－
（Ａ）（ｘ），ｖＲ－（Ａ）（ｘ）〉 ｜ ｘ ∈ Ｕ｝

Ｒ
＿
（Ａ） ＝ ｛〈ｘ，μＲ＿（Ａ）

（ｘ），ｖＲ＿（Ａ）（ｘ）〉 ｜ ｘ ∈ Ｕ｝
其中

μＲ
－
（Ａ）（ｘ） ＝ Ñｙ∈［ｘ］ＲμＡ（ｙ）
ｖＲ－（Ａ）（ｘ） ＝ Δ

ｙ∈［ｘ］Ｒ
ｖＡ（ｙ）

μＲ＿（Ａ）
（ｘ） ＝ Δ

ｙ∈［ｘ］Ｒ
μＡ（ｙ）

ｖＲ＿（Ａ）（ｘ） ＝ Ñｙ∈［ｘ］ＲｖＡ（ｙ）

称 （Ｒ
＿
（Ａ）、Ｒ

－
（Ａ）） 为 Ａ 关于 （Ｕ，Ｒ） 的粗糙二型直

觉模糊集。
下面讨论定义 ４ 中的二型直觉模糊粗糙近似算子

的性质。 为此先将文献［１２⁃１３］中有关普通二型模糊

集之间包含关系的定义推广到二型直觉模糊集。
定义 ５ 　 设 Ａ、Ｂ 是论域 Ｕ 上的 ２ 个二型直觉

模糊集，规定

Ａ ⊆ Ｂ⇔∀ｘ ∈ Ｕ，μＡ（ｘ） ≺ μＢ（ｘ）
且 ｖＡ（ｘ） ≻ ｖＢ（ｘ） ，其中序关系 ≺， ≻ 定义为

μＡ（ｘ） ≺ μＢ（ｘ）⇔μＡ（ｘ）ΔμＢ（ｘ） ＝ μＡ（ｘ）
⇔μＡ（ｘ） ÑμＢ（ｘ） ＝ μＢ（ｘ）

ｖＡ（ｘ） ≻ ｖＢ（ｘ）⇔ｖＡ（ｘ） ÑｖＢ（ｘ） ＝ ｖＡ（ｘ）
⇔ｖＡ（ｘ）ΔｖＢ（ｘ） ＝ ｖＢ（ｘ）

定义 ５ 中的的序关系具有如下性质。
定理 ２ 　 设 Ａ，Ｂ，Ｃ 是论域 Ｕ 上的 ３ 个二型直

觉模糊集，若 Ａ ⊆ Ｂ ，即 ∀ｘ ∈ Ｕ ， μＡ（ｘ） ≺ μＢ（ｘ）
且 ｖＡ（ｘ） ≻ ｖＢ（ｘ） 。 则有下式成立：

μＡ（ｘ） ÑμＣ（ｘ） ≺ μＢ（ｘ） ÑμＣ（ｘ）
ｖＡ（ｘ）ΔｖＣ（ｘ） ≻ ｖＢ（ｘ）ΔｖＣ（ｘ）
μＡ（ｘ）ΔμＣ（ｘ） ≺ μＢ（ｘ）ΔμＣ（ｘ）
ｖＡ（ｘ） ÑｖＣ（ｘ） ≻ ｖＢ（ｘ） ÑｖＣ（ｘ）

　 　 证明　 由定义 ５ 可直接验证。

定理 ３ 　 设 Ｒ
－
和 Ｒ

＿
是定义 ４ 中的上、下近似算

子， Ａ、Ｂ 是论域 Ｕ 上的 ２ 个二型直觉模糊集，则有

下列性质：

１） Ｒ
－
（Ａｃ） ＝ Ｒ

＿
ｃ（Ａ） ， Ｒ

＿
（Ａｃ） ＝ Ｒ

－
ｃ（Ａ） ；

２） Ａ ⊆ Ｂ⇒Ｒ
－
（Ａ） ⊆ Ｒ

－
（Ｂ） ， Ｒ

＿
（Ａ） ⊆ Ｒ

＿
（Ｂ） ；

３） Ｒ１ ⊆ Ｒ２⇒ Ｒ１（Ａ） ⊆ Ｒ２（Ａ） ， Ｒ２＿
（Ａ） ⊆

Ｒ１＿
（Ａ） 。

证明　 １）因为
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μＲ
－
（Ａｃ）（ｘ） ＝ Ñｙ∈Ｕ［μＡｃ（ｙ）ΔμＲ（ｘ，ｙ）］ ＝

Ñｙ∈Ｕ［ｖＡ（ｙ）ΔμＲ（ｘ，ｙ）］ ＝
ｖＲ＿（Ａ）（ｘ），ｖＲ

－
（Ａｃ）（ｘ） ＝ Δ

ｙ∈Ｕ
［ｖＡｃ（ｙ） ÑｖＲ（ｘ，ｙ）］ ＝

Δ
ｙ∈Ｕ

［μＡ（ｙ） ÑｖＲ（ｘ，ｙ）］ ＝ μＲ＿（Ａ）
（ｘ）

所以

Ｒ
－
（Ａｃ） ＝ ｛〈ｘ，μＲ

－
（Ａｃ）（ｘ），ｖＲ－（Ａｃ）（ｘ）〉 ｜ ｘ ∈ Ｕ｝ ＝

｛〈ｘ，ｖＲ＿（Ａ）（ｘ），μＲ＿（Ａ）
（ｘ）〉 ｜ ｘ ∈ Ｕ｝ ＝ Ｒ

＿
ｃ（Ａ）

同理可得： Ｒ
＿
（Ａｃ） ＝ Ｒ

－
ｃ（Ａ） 。

２）若 Ａ ⊆ Ｂ ，即 ∀ｘ ∈ Ｕ ， μＡ（ｘ） ≺ μＢ（ｘ） 且

ｖＡ（ｘ） ≻ ｖＢ（ｘ） ，则有

μＲ
－
（Ａ）（ｘ） ＝ Ñｙ∈Ｕ［μＡ（ｙ）ΔμＲ（ｘ，ｙ）］

≺ Ñｙ∈Ｕ［μＢ（ｙ）ΔμＲ（ｘ，ｙ）］ ＝ μＲ
－
（Ｂ）（ｘ）

ｖＲ－（Ａ）（ｘ） ＝ Δ
ｙ∈Ｕ

［ｖＡ（ｙ） ÑｖＲ（ｘ，ｙ）］

≻ Δ
ｙ∈Ｕ

［ｖＢ（ｙ） ÑｖＲ（ｘ，ｙ）］ ＝ ｖＲ－（Ｂ）（ｘ）

所以， Ｒ
－
（Ａ） ⊆ Ｒ

－
（Ｂ） 。 同理可得： Ｒ

＿
（Ａ） ⊆ Ｒ

＿
（Ｂ） 。

３）若 Ｒ１ ⊆ Ｒ２，即 ∀ｘ ∈ Ｕ ， μＲ１
（ｘ，ｙ） ≺ μＲ２

（ｘ，
ｙ） 且 ｖＲ１

（ｘ，ｙ） ≻ ｖＲ２
（ｘ，ｙ） ，那么有

μＲ１（Ａ）（ｘ） ＝ Ñｙ∈Ｕ［μＡ（ｙ）ΔμＲ１
（ｘ，ｙ）］

≺ Ñｙ∈Ｕ［μＡ（ｙ）ΔμＲ２
（ｘ，ｙ）］ ＝ μＲ２（Ａ）（ｘ）

ｖＲ１（Ａ）（ｘ） ＝ Δ
ｙ∈Ｕ

［ｖＡ（ｙ） ÑｖＲ１
（ｘ，ｙ）］

≻ Δ
ｙ∈Ｕ

［ｖＡ（ｙ） ÑｖＲ２
（ｘ，ｙ）］ ＝ ｖＲ２（Ａ）（ｘ）

所以， Ｒ１（Ａ） ⊆ Ｒ２（Ａ） 。
同理可得： Ｒ２＿

（Ａ） ⊆ Ｒ１＿
（Ａ） 。

需要指出的是，由于上文中研究的二型直觉模

糊集的运算不满足分配律和吸收律，导致二型直觉

模糊近似算子的一些性质不成立。 例如

Ｒ
－
（Ａ ∪ Ｂ） ＝ Ｒ

－
（Ａ） ∪ Ｒ

－
（Ｂ）

Ｒ
＿
（Ａ ∩ Ｂ） ＝ Ｒ

＿
（Ａ） ∩ Ｒ

＿
（Ｂ）

Ｒ
－
（Ａ ∩ Ｂ） ⊆ Ｒ

－
（Ａ） ∩ Ｒ

－
（Ｂ）

Ｒ
＿
（Ａ ∪ Ｂ） ⊇ Ｒ

＿
（Ａ） ∪ Ｒ

＿
（Ｂ）

都不成立。 如果限定所有二型直觉模糊集的主隶属

度和主非隶属度均为标准的凸一型模糊集，那么上

述性质便成立，其原因是：上述性质的证明过程需要

使用分配律和吸收律。
为了便于研究和计算，假设下文中讨论的所有

二型直觉模糊集都满足如下条件：主隶属度和主非

隶属度都是标准的凸一型模糊集。

定理 ４　 设 Ｒ
－
和 Ｒ

＿
是定义 ４ 中的上、下近似算

子， Ａ、Ｂ 是论域 Ｕ 上的 ２ 个二型直觉模糊集，则有

下列性质：

１） Ｒ
－
（Ａ ∪ Ｂ） ＝ Ｒ

－
（Ａ） ∪ Ｒ

－
（Ｂ） ，

Ｒ
＿
（Ａ ∩ Ｂ） ＝ Ｒ

＿
（Ａ） ∩ Ｒ

＿
（Ｂ） ；

２） Ｒ
－
（Ａ ∩ Ｂ） ⊆ Ｒ

－
（Ａ） ∩ Ｒ

－
（Ｂ） ，

Ｒ
＿
（Ａ ∪ Ｂ） ⊇ Ｒ

＿
（Ａ） ∪ Ｒ

＿
（Ｂ） 。

证明　 １）对于 ∀ｘ ∈ Ｕ ，有
μＲ

－
（Ａ∪Ｂ）（ｘ） ＝ Ñｙ∈Ｕ［μＡ∪Ｂ（ｙ）ΔμＲ（ｘ，ｙ）］ ＝
Ñｙ∈Ｕ［ μＡ（ｙ） ÑμＢ（ｙ）( ) ΔμＲ（ｘ，ｙ）］ ＝

Ñｙ∈Ｕ｛［μＡ（ｙ）ΔμＲ（ｘ，ｙ）］ Ñ［μＢ（ｙ）ΔμＲ（ｘ，ｙ）］｝ ＝
｛Ñｙ∈Ｕ［μＡ（ｙ）ΔμＲ（ｘ，ｙ）］｝ Ñ｛Ñｙ∈Ｕ［μＢ（ｙ）ΔμＲ（ｘ，ｙ）］｝ ＝

μＲ
－
（Ａ）（ｘ） ÑμＲ

－
（Ｂ）（ｘ） ＝ μＲ

－
（Ａ）∪Ｒ

－
（Ｂ）（ｘ）

类似地，有
ｖＲ－（Ａ∪Ｂ）（ｘ） ＝ Δ

ｙ∈Ｕ
［ｖＡ∪Ｂ（ｙ） ÑｖＲ（ｘ，ｙ）］ ＝

Δ
ｙ∈Ｕ

［ ｖＡ（ｙ）ΔｖＢ（ｙ）( ) ÑｖＲ（ｘ，ｙ）］ ＝

ｖＲ－（Ａ）（ｘ）ΔｖＲ－（Ｂ）（ｘ） ＝ ｖＲ－（Ａ）∪Ｒ
－
（Ｂ）（ｘ）

所以， Ｒ
－
（Ａ ∪ Ｂ） ＝ Ｒ

－
（Ａ） ∪ Ｒ

－
（Ｂ） 。

同理可得： Ｒ
＿
（Ａ ∩ Ｂ） ＝ Ｒ

＿
（Ａ） ∩ Ｒ

＿
（Ｂ） 。

４）因为 Ａ ∩ Ｂ ⊆ Ａ，Ｂ ，由定理 ３ 的性质（２）有

Ｒ
－
（Ａ ∩ Ｂ） ⊆ Ｒ

－
（Ａ），Ｒ

－
（Ｂ）

所以， Ｒ
－
（Ａ ∩ Ｂ） ⊆ Ｒ

－
（Ａ） ∩ Ｒ

－
（Ｂ） 。

同理可得： Ｒ
＿
（Ａ ∪ Ｂ） ⊇ Ｒ

＿
（Ａ） ∪ Ｒ

＿
（Ｂ） 。

３　 二型直觉模糊关系与近似算子的特
征联系

定义 ６ 　 设 Ｒ 是论域 Ｕ × Ｕ 上的二型直觉模糊

关系，规定

１） Ｒ 是自反的 ⇔∀ｘ ∈ Ｕ， μＲ（ｘ，ｘ） ＝ １
１

且

ｖＲ（ｘ，ｘ） ＝ １
０

。

２） Ｒ 是对称的 ⇔∀ｘ，ｙ ∈ Ｕ，μＲ（ｘ，ｙ） ＝ μＲ（ｙ，
ｘ） 且 ｖＲ（ｘ，ｙ） ＝ ｖＲ（ｙ，ｘ） 。

３ ） Ｒ 是 传 递 的 ⇔∀ｘ，ｙ，ｚ ∈ Ｕ， Ñ ｙ∈Ｕ

μＲ ｘ，ｙ( ) ΔμＲ ｙ，ｚ( )[ ] ≺ μＲ ｘ，ｚ( )

且 Δ
ｙ∈Ｕ

ｖＲ ｘ，ｙ( ) ÑｖＲ ｙ，ｚ( )[ ] ≻ ｖＲ ｘ，ｚ( ) 。

定义 ７　 对于 ∀ｙ ∈ Ｕ ，二型单值直觉模糊集

１ｙ 和其补集 １Ｕ－ ｙ{ } 分别定义如下：

μ１ｙ（ｘ） ＝

１
１
，ｘ ＝ ｙ，

１
０
，ｘ ≠ ｙ；

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

　 ｖ１ｙ（ｘ） ＝

１
０
，ｘ ＝ ｙ，

１
１
，ｘ ≠ ｙ；

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

μ１Ｕ－ ｙ{ }
（ｘ） ＝

１
０
，ｘ ＝ ｙ，

１
１
，ｘ ≠ ｙ；

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

　 ｖ１Ｕ－ ｙ{ }
（ｘ） ＝

１
１
，ｘ ＝ ｙ，

１
０
，ｘ ≠ ｙ

ì

î

í

ï
ï

ï
ï
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　 　 定理 ５　 设 （Ｕ，Ｒ） 是一个二型直觉模糊近似

空间， Ａ 是论域 Ｕ 上的一个二型直觉模糊集，则下

列性质成立：

１）若 Ｒ 是自反的，则 Ｒ
＿
（Ａ） ⊆ Ａ ⊆ Ｒ

－
（Ａ） 。

２） 若 Ｒ 是对称的，则 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｕ，μＲ
－
（１ｘ）（ｙ） ＝

μＲ
－
（１ｙ）（ｘ），ｖＲ

－
（１ｘ）（ｙ） ＝ ｖＲ－（１ｙ）（ｘ），μＲ＿（１Ｕ－ ｙ{ } ）（ｘ） ＝

μＲ＿（１Ｕ－ ｘ{ } ）（ｙ），ｖＲ＿（１Ｕ－ ｙ{ } ）（ｘ） ＝ ｖＲ＿（１Ｘ－ ｘ{ } ）（ｙ）。

３）若 Ｒ 是传递的，则 Ｒ
－
（Ｒ

－
（Ａ）） ⊆ Ｒ

－
（Ａ），Ｒ

＿
（Ａ）

⊆ Ｒ
＿
（Ｒ

＿
（Ａ）） 。

证明　 １）若 Ｒ 是自反的，则 ∀ｘ∈Ｕ，μＲ（ｘ，ｘ） ＝
１
１

且 ｖＲ（ｘ，ｘ） ＝ １
０

。

那么有

μＲ＿（Ａ）
（ｘ） ＝ Δ

ｙ∈Ｕ
［μＡ（ｙ） ÑｖＲ（ｘ，ｙ）］ ≺

μＡ（ｘ） ÑｖＲ（ｘ，ｘ） ＝ μＡ（ｘ） Ñ
１
０

＝ μＡ（ｘ）

并且

ｖＲ＿（Ａ）（ｘ） ＝

Ñｙ∈Ｕ［ｖＡ（ｙ）ΔμＲ（ｘ，ｙ）］ ≻ ｖＡ（ｘ）ΔμＲ（ｘ，ｘ） ＝

ｖＡ（ｘ）Δ
１
１

＝ ｖＡ（ｘ）

所以， Ｒ
＿
（Ａ） ⊆ Ａ 。 同理可得： Ａ ⊆ Ｒ

－
（Ａ） 。

即 Ｒ
＿
（Ａ） ⊆ Ａ ⊆ Ｒ

－
（Ａ） 。

２）若 Ｒ 是对称的，则 ∀ｘ，ｙ ∈ Ｕ，μＲ（ｘ，ｙ） ＝
μＲ（ｙ，ｘ） 且 ｖＲ（ｘ，ｙ） ＝ ｖＲ（ｙ，ｘ） 。

那么有

μＲ
－
（１ｘ）（ｙ） ＝ Ñｔ∈Ｕ［μ１ｘ（ ｔ）ΔμＲ（ｙ，ｔ）］ ＝

［μ１ｘ（ｘ）ΔμＲ（ｙ，ｘ）］ Ñ｛Ñｔ≠ｘ［μ１ｘ（ ｔ）ΔμＲ（ｙ，ｔ）］｝ ＝

［ １
１
ΔμＲ（ｙ，ｘ）］ Ñ｛Ñｔ≠ｘ［

１
０
ΔμＲ（ｙ，ｔ）］｝ ＝

μＲ（ｙ，ｘ） Ñ｛ １
０
Δ［Ñｔ≠ｘμＲ（ｙ，ｔ）］｝ ＝

［μＲ（ｙ，ｘ） Ñ
１
０
］Δ｛μＲ（ｙ，ｘ） Ñ［Ñｔ≠ｘμＲ（ｙ，ｔ）］｝ ＝

μＲ（ｙ，ｘ）Δ｛μＲ（ｙ，ｘ） Ñ［Ñｔ≠ｘμＲ（ｙ，ｔ）］｝ ＝
μＲ（ｙ，ｘ）

类似 地， 有 μＲ
－
（１ｙ）（ｘ） ＝ Ñ ｔ∈Ｕ［μ１ｙ（ ｔ）ΔμＲ（ｘ，ｔ）］ ＝

μＲ（ｘ，ｙ）， 所以， μＲ
－
（１ｘ）（ｙ） ＝ μＲ

－
（１ｙ）（ｘ） 。

同理可得

ｖＲ－（１ｘ）（ｙ） ＝ ｖＲ－（１ｙ）（ｘ）
μＲ＿（１Ｕ－ ｙ{ } ）（ｘ） ＝ μＲ＿（１Ｕ－ ｘ{ } ）（ｙ）

ｖＲ＿（１Ｕ－ ｙ{ } ）（ｘ） ＝ ｖＲ＿（１Ｘ－ ｘ{ } ）（ｙ）
　 　 ３ ） 若 Ｒ 是传递的， 则 ∀ｘ，ｙ，ｚ ∈ Ｕ， Ñ ｙ∈Ｕ

μＲ ｘ，ｙ( ) ΔμＲ ｙ，ｚ( )[ ] ≺ μＲ ｘ，ｚ( )

且 Δ
ｙ∈Ｕ

ｖＲ ｘ，ｙ( ) ÑｖＲ ｙ，ｚ( )[ ] ≻ ｖＲ ｘ，ｚ( ) 。

那么有

μＲ
－
（Ｒ
－
（Ａ））（ｘ） ＝ Ñｙ∈Ｕ［μＲ

－
（Ａ）（ｙ）ΔμＲ（ｘ，ｙ）］ ＝

Ñｙ∈Ｕ｛［Ñｔ∈Ｕ（μＡ（ ｔ）ΔμＲ（ｙ，ｔ））］ΔμＲ（ｘ，ｙ）｝ ＝
Ñｙ∈Ｕ｛Ñｔ∈Ｕ［（μＡ（ ｔ）ΔμＲ（ｙ，ｔ））ΔμＲ（ｘ，ｙ）］｝ ＝

Ñｔ∈ＵÑｙ∈Ｕ［μＡ（ ｔ）Δ（μＲ（ｙ，ｔ）ΔμＲ（ｘ，ｙ））］ ＝
Ñｔ∈Ｕ｛μＡ（ ｔ）Δ［Ñｙ∈Ｕ（μＲ（ｙ，ｔ）ΔμＲ（ｘ，ｙ））］｝

≺ Ñｔ∈Ｕ［μＡ（ ｔ）ΔμＲ（ｘ，ｔ）］ ＝ μＲ
－
（Ａ）（ｘ）

类似地，有
ｖＲ－（Ｒ－（Ａ））（ｘ） ＝ Δ

ｙ∈Ｕ
［ｖＲ－（Ａ）（ｙ） ÑｖＲ（ｘ，ｙ）］ ≻ ｖＲ－（Ａ）（ｘ）

所以， Ｒ
－
（Ｒ

－
（Ａ）） ⊆ Ｒ

－
（Ａ） 。

同理可得： Ｒ
＿
（Ａ） ⊆ Ｒ

＿
（Ｒ

＿
（Ａ））

４　 结束语

由于二型模糊系统具有较强的鲁棒性，在鲁棒

控制、信号处理和系统辨识领域具有广泛的应用前

景，因此将二型模糊集与粗糙集融合建模无疑具有

理论意义和实际价值。 直觉模糊集因其在对问题的

描述上比模糊集更细腻，成为模糊集的自然推广，因
此二型直觉模糊集与粗糙集的融合在实际应用中将

会有更好地效果。 本文将二型直觉模糊集和粗糙集

相融合，建立二型直觉模糊粗糙集模型，同时给出了

上、下近似算子的一些性质，为二型直觉模糊信息系

统的约简奠定了基础，也为二型直觉模糊信息系统

的应用提供了理论保障。
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２０１６ 第 ８ 届 ＳＰＩＥ 图像处理国际会议
２０１６ Ｔｈｅ ８ｔｈ Ｉｎｔｅｒｎａｔｉｏｎａｌ Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ ｏｎ
Ｄｉｇｉｔａｌ Ｉｍａｇｅ Ｐｒｏｃｅｓｓｉｎｇ （ ＩＣＤＩＰ ２０１６）

　 　 数字图像处理国际会议自 ２００９ 年起，已先后在泰国曼谷，新加坡，中国成都，马来西亚吉隆坡，中国北京，希
腊雅典以及美国洛杉矶成功举行，大会已经成为相关专业人员的一个重要交流平台。 第八届数字图像处理国际

会议将于 ２０１６ 年 ５ 月 ２０ 日～２２ 日再次在成都举行。
本次大会由新加坡计算机科学与信息技术学会和四川省计算机学会联合举办，四川省计算机学会理事长张

景中院士担任大会的名誉主席，由美国新罕布什尔大学的 Ｙｕｒｉ Ｒｚｈａｎｏｖ 教授和北京大学的林宙辰教授联合担任

顾问委员会委员；由美国亚利桑那州立大学的 Ｃｈａｒｌｅｓ Ｍ． Ｆａｌｃｏ 教授，中国科学院成都计算机应用研究所所长王晓

宇研究员，成都信息工程大学校长周激流教授联合担任本次大会的大会主席；由新加坡南洋理工大学的 Ｘｕｄｏｎｇ
Ｊｉａｎｇ 教授，四川大学计算机学院 ／ 软件学院院长章毅教授，电子科技大学信息与软件工程学院院长秦志光教授，西
南交通大学信息科学与技术学院院长潘炜教授担任大会的程序委员会主席。

关于 ＩＣＤＩＰ 前 ７ 届的会议详情，请查看：ｈｔｔｐ： ／ ／ ｗｗｗ．ｉｃｄｉｐ．ｏｒｇ ／ ｐｕｂ．ｈｔｍｌ
会议网站：ｈｔｔｐ： ／ ／ ｗｗｗ．ｉｃｄｉｐ．ｏｒｇ ／ ｉｎｄｅｘ．ｈｔｍｌ
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