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多智能体网络系统的能控性代数条件

董洁，纪志坚，王晓晓
（青岛大学 自动化工程学院，山东 青岛 ２６６０７１）

摘　 要：能控性是多智能体系统研究的核心问题，主要包括结构可控性和精准可控性。 对多智能体系统的模型和能

控性代数条件进行了总结。 在相对协议和绝对协议条件下，运用图论和矩阵论的知识系统分析了多智能体系统能

控性的代数条件。 按照同质多智能体到异质多智能体的顺序，对现有的多智能体系统模型和代数条件进行了梳理，
并在已有结论的基础上对多智能体系统能控性的代数条件进行了改善，进一步提出了新的代数条件。 多智能体能

控性代数条件的改进大大简化了能控性的计算量。
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　 　 自然界中普遍存在着群体行为，例如鸟的成

通信作者：纪志坚． Ｅ⁃ｍａｉｌ：ｊｉｚｈｉｊｉａｎ＠ ｐｋｕ．ｏｒｇ．ｃｎ．

群

结队、鱼和昆虫协作捕食等，都显示出一些群体特

质：相对简单的生物个体可以通过群体共同完成更

为复杂的任务。 自然界中的群体行为使得它们能够

很好地生存繁衍下去，同时也给人类很大的启发：与
单个智能体相比，多智能体系统的合作可以大大提

高系统的性能，完成更复杂的任务。

多智能体技术是近年来新兴的一门控制学科，
它具有自主性、协调性、自组织能力和推理能力等特

点。 采用多智能体系统解决问题在鲁棒性、可靠性

和对未知环境的适应性等方面也有很多的潜在优

势［１］。 因此，多智能体系统的研究已经成为控制领

域的一个热点［２⁃４］，并且已经广泛的应用在各个领

域，如智能交通、机器人的编队控制，甚至是军事用

途［５⁃１１］。
智能体系统研究的核心问题是能控性问题，能

控性是现代控制理论的一个基本概念，由卡尔曼
．



（Ｋｌａｍａｎ）在 ２０ 世纪 ６０ 年代首次提出［１２］。 多智能

体系统的能控性是指基于系统内部智能体之间的相

互连接关系，通过对多智能体内部的领航者施加外

部控制输入，使得跟随者由任意给定的初始状态到

达期望的最终状态。 能控性能使每个智能体的状态

达到人们预定的结果，使系统发挥最大的作用，因此

多智能体系统能控性的研究具有非常重要的意义。
Ｔａｎｎｅｒ 在 ２００４ 年最早提出了多智能体网络系统的

能控性概念，叙述了单输入线性系统领航－跟随者

的经典可控性，即领航者接受外部控制信号，对跟随

者发布指令，从而影响跟随者的运动。 但是这种结

构的引入也带来了新的问题，如领航者的选取，领航

者的丢失问题等［１３］。 文献［１４］提出了控制协议，介
绍了多智能体网络系统能控的代数条件和图论条

件。 近年来，越来越多的研究者开始从图论的角度

研究多智能体的能控性［１５⁃１６］，拓展了多智能体系统

能控性的理论研究范围。 多智能体网络系统的能控

性不仅在理论方面具有重要研究价值，同时也具有

重要的实践意义，例如可以借助多智能体网络研究

编队控制，即通过调整领航者的行为来驱动跟随者

达到理想的位置［１７］。 很多现实中的网络，如社交网

络、电网、食物网和神经网络等都存在内在节点间的

动态关系，但是文献［１３⁃１８］没有考虑到节点之间具

有内在动力的情况。 因此，从理论和实践的角度来

看，异构动态多智能体网络系统的可控性研究具有

极其重要的意义和价值［１９⁃２０］。 Ｃａｉ 基于高阶异质多

智能体系统的分析建立了复杂异质多智能体系统模

型，并且提出了系统不能控的 ２ 个充分条件［２１⁃２８］。
Ｊｉ 等研究了具有状态时间延迟和切换拓扑的多智能

体系统的能控性［２２⁃２４］。 Ｌｉｕ 研究了含多个领航者和

时滞情况下切换离散时间多智能体系统的能控性，
提出系统的能控性仅仅是由领航者与跟随者之间的

交互信息所决定的［２５］。 在绝对协议下，文献［２６⁃
２７］研究了在广播控制信号下多智能体系统的能控

性。 与领航者－跟随者结构相比，广播信号在现实

生活中应用更为广泛。 文献［２８］研究了一致性协

议下单智能体的能控性。 本文基于相对协议和绝对

协议，总结了多智能体网络系统的模型和能控性的

代数条件。 阐述了图论的基本知识，叙述了在相对

协议下，多智能体网络系统的模型和能控性的代数条

件。 总结了在绝对协议下多智能体网络系统的模型和

能控性的代数条件，指出了该领域新的研究方向。

１　 图论的准备知识

本文使用的通信结构均为无向图，关于无向图

更全面的内容见文献［２９］。
一个无向图 Ｇ ＝ （Ｖ，Ｅ） 包括一个顶点集 Ｖ ＝

｛ｖ１，ｖ２，…，ｖｎ｝ 和一个边集 Ｅ ＝ ｛（ｖｉ，ｖｊ） ｜ ｖｉ，ｖｊ ∈
Ｖ｝， 边是指在图 Ｇ 里不同的无序节点对。 如果节点

ｖｉ，ｖｊ ∈ Ｖ ，并且互为邻居，那么它们之间的关系可以

用 ｖｉ ～ ｖｊ 表示。 令 Ｎｉ 表示节点 ｉ 的邻居集， Ｎｉ ＝ ｊ{ ｜
ｖｉ ～ ｖｊ} 。 路径 ｖｉ０ｖｉ１…ｖｉｓ 是一个 ｖｉｋ－１ ～ ｖｉｋ，ｋ ＝ １，２，
…，ｓ的有限序列。 如果在任意 ２ 个不同的节点对之

间都有路径，那么就说 Ｇ 是连通的。 完备图是指图

中任意 ２ 个节点都是相邻的关系。 图 Ｇ ＝ （Ｖ，Ｅ） 是

无向图，其中 ｖｉ ∈ Ｖ ，与节点 ｖｉ 邻接的节点数就是 ｖｉ
的度数。 不含圈和重边的无向图称为简单图。 各顶

点的度均相同的无向简单图称为正则图。
图 Ｇ 的度矩阵 Ｄ（Ｇ） 是一个对称矩阵，它的对

角线元素就是节点的度数。 图 Ｇ 的邻接矩阵 Ａ（Ｇ）
表达了图 Ｇ 中各顶点之间的相邻关系，任意一个无

向图都可以由邻接矩阵 Ａ（Ｇ） 来表示，它是一个只

含有元素 ０ 和元素 １ 的对称矩阵，如果节点 ｖｉ 和 ｖｊ
是相邻的，则 ａｉｊ 是 １，否则就是 ０。 图的拉普拉斯矩

阵 Ｌ（Ｇ） 是一个实对称矩阵，它定义为度矩阵与邻

接矩阵之差：Ｌ（Ｇ）＝ Ｄ（Ｇ） － Ａ（Ｇ），经过计算可得：

Ｌ Ｇ( ) ＝
ｄｉ， ｉ ＝ ｊ
－ １， ｉ ≠ ｊ ａｎｄ∃ｅｄｇｅ（ｖｉ，ｖｊ）
０， ｏｔｈｅｒｗｉｓｅ
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２　 相对协议下多智能体网络系统的可

控性

　 　 多 智 能 体 网 络 系 统 的 相 对 协 议 是 ｕｉ ＝

∑
ｊ∈Ｎｉ

ｘ ｊ － ｘｉ( ) 。 本节基于相对协议，总结了多智能

体网络系统能控性的模型和代数条件，同时提出了

一些新的代数条件。
２．１　 同质多智能体网络系统的能控性

将按照从一阶同质多智能体网络系统到高阶同

质多智能体网络系统的方式，对能控性代数条件进

行总结。
２．１．１　 一阶同质多智能体网络系统的能控性

采用多智能体系统如下：

ｘ·ｉ ＝ ∑
ｊ∈Ｎｉ

ｗ ｉｊ（ｘ ｊ － ｘｉ），ｉ ＝ １，２，…，ｎ，ｎ ＋ １，…，ｌ

（１）
式中：ｘｉ 代表智能体 ｉ 的状态，ｗ ｉｊ代表 Ｇ 的边权重，ｎ
和 ｌ 分别是领航者和跟随者的数目。 假设图 Ｇ 代表

该系统的通信拓扑图，其相应的拉普拉斯矩阵为 Ｌ。
定义一个含有 ｎ 个跟随者，ｌ 个领航者的多智能体，
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令 ｘｆ ＝ ｘ１　 ｘ２　 …　 ｘｎ[ ] Ｔ，ｘｌ ＝ ｘｎ＋１　 ｘｎ＋２　 …　 ｘｎ＋ｌ[ ] Ｔ，
系统（１）可以写成如下形式：

ｘ· ＝
ｘ·ｆ

ｘ·ｌ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú
＝ － Ｌｘ ＝ －

Ｌ ｆｆ Ｌ ｆｌ

Ｌ ｌｆ Ｌ ｌｌ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｘｆ

ｘｌ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（２）

式中：ｘｆ 和 ｘｌ 分别代表跟随者和领航者状态的迭加

向量，Ｌ ｆｆ∈Ｒｎ×ｎ和 Ｌ ｌｌ∈Ｒｌ×ｌ分别对应于系统跟随者和

领航者的编号，Ｌ ｌｆ表示从跟随者到领航者的通信连

接关系，Ｌ ｆｌ 表示从领航者到跟随者的通信连接关

系。 只要系统中的领航者能驱动跟随者到达期望的

状态，那么系统就是可控的。 本文研究的能控性问

题是领航者对跟随者的控制能力，即系统（３）的能

控性问题。
ｘ·ｆ ＝ － Ｌ ｆｆｘｆ － Ｌ ｆｌｘｌ （３）

　 　 如果存在输入信号 ｕ（ ｔ），能使系统在规定的时

间内从任意的初始状态 ｘｆ（０）被驱使到理想状态

ｘｆ（Ｔ），则系统（３）是能控的。
定义 １［３０］ 　 如果将矩阵 Ｌ 划分成式（２）的形

式，最后 ｌ 个智能体为领航者，当且仅当 Ｌ ｆｆ，Ｌ ｆｌ( ) 可

控，则系统就是能控的。
引理 １［３１］ 　 给定系统 ｘ·ｆ ＝ －Ｌ ｆｆ ｘｆ －Ｌ ｆｌ ｘｌ，可以得

出以下的说法是等同的：
１）系统是能控的；
２）能控性矩阵

［－Ｌ ｆｌ 　 Ｌ ｆｆＬ ｆｌ 　 －Ｌ２
ｆｆＬ ｆｌ 　 …　 （－１） ｎＬｎ－１

ｆｆ Ｌ ｆｌ］
是行满秩的；

３） 对于系统所有的特征值 λ ∈ Ｒ， 矩阵对

［λＩ－Ｌ ｆｆ 　 Ｌ ｆｌ］都是行满秩的，也就是说如果 ｖＴＬ ｆｆ ＝
λｖＴ 则 ｖＴＬ ｆｌ≠０，其中 ｖ 是矩阵 Ｌ ｆｆ的特征值 λ 所对

应的非零的左特征向量。
注释 １　 学术界已经广泛研究了一阶动力学多

智能体网络系统的模型，例如文献［１３⁃１８］。 而系统

（１）是一般的加权系统模型。
命题 １　 系统（３）是能控的，也就是［Ｌ ｆｆ 　 Ｌ ｆｌ］

是可控的，那么当且仅当矩阵 Ｌ 和矩阵 Ｌ ｆｆ没有相同

的特征值。
定理 １　 系统（３）是可控的，即矩阵对［Ｌｆｆ 　 Ｌｆｌ］

是可控的，那么矩阵 Ｌ 不存在与领航者节点所对应

向量元素全为 ０ 的左特征向量。
证明　 根据引理 １，如果矩阵 Ｌ ｆｆ中存在与特征

值 λ 所对应的左特征向量 ｖｆ∈Ｃｎ，使得 ｖＴ
ｆ Ｌ ｆｌ ＝ ０ 成

立，那么矩阵对［Ｌ ｆｆ 　 Ｌ ｆｌ］是不可控的。 构造一个向

量 ｖ∈Ｃｎ＋ｌ，令 ｖＴ ＝ ｖＴ
ｆ 　 ０[ ] ，那么下式成立：

ｖＴＬ ＝ ｖＴ
ｆ ０[ ]

Ｌ ｆｆ Ｌ ｆｌ

Ｌ ｌｆ Ｌ ｌｌ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
＝ ｖＴ

ｆ Ｌ ｆｆ ｖＴ
ｆ Ｌ ｆｌ[ ]

则有

ｖＴ
ｆ Ｌ ｆｆ ｖＴ

ｆ Ｌ ｆｌ[ ] ＝ λｖＴ
ｆ ０[ ] ＝ λｖＴ

所以 ｖＴＬ＝λｖＴ。 这说明向量 ｖ 是 Ｌ 的左特征向量，
并且对应于所有领航者的最后 ｌ 项全为零元素。 因

此定理 １ 成立。
２．１．２　 高阶同质多智能体网络系统的能控性

采用文献［２１，３２］的多智能体网络系统模型：

ｘ·ｉ ＝ Ｆ∑
ｊ∈Ｎｉ

ｗ ｉｊ（ｘ ｊ － ｘｉ） ＋ Ｂｕｉ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ （４）

式中：ｘｉ∈Ｒｄ，Ｆ∈Ｒｄ×ｄ，ｗ ｉｊ∈Ｒ，Ｂ∈Ｒｄ×ｍ，ｕｉ∈Ｒｍ； ｘｉ

表示智能体 ｉ 的状态；ｗ ｉｊ表示图 Ｇ 的边权重，代表了

节点 ｉ 和 ｊ 之间的连接强度；Ｂ 是控制输入矩阵。 如

果输入 ｕｉ ＝ ０，那么智能体 ｉ 就是跟随者，反之就是

领航者。 定义 ｘ ＝ ［ｘＴ
１ 　 ｘＴ

２ 　 …　 ｘＴ
ｎ］ Ｔ ∈Ｒｄ×ｎ， ｕ ＝

［ｕＴ
１ 　 ｕＴ

２ 　 …　 ｕＴ
ｎ］ Ｔ∈Ｒｍ×ｎ，则系统（４）就可以写成

ｘ· ＝ （ － Ｌ 􀱋 Ｆ）ｘ ＋ （Λ 􀱋 Ｂ）ｕ （５）
假设前 ｑ 个智能体是领航者，那么

Λ ＝ ｄｉａｇ（１，…，１，}

ｑ

０，…，０}

ｎ－ｑ

）

　 　 注释 ２　 文献［２１，３２］的状态方程为 Ｘ· ＝－ＦＸＬＴ＋
ＢＵ。 为了使分析一致，将 Ｘ· ＝ －ＦＸＬＴ＋ＢＵ 进行拉直

处理转化成式（５）进行分析。
引理 ２　 实矩阵 Ａ、Ｂ、Ｃ、Ｄ 的维数兼容，那么有

以下结论［３３］：
１）（Ａ＋Ｂ）􀱋Ｃ＝Ａ􀱋Ｃ＋Ｂ􀱋Ｃ
２）（Ａ􀱋Ｂ）（Ｃ􀱋Ｄ）＝ （ＡＣ）􀱋（ＢＤ）
３）（Ａ􀱋Ｂ） Ｔ ＝ＡＴ􀱋ＢＴ

４）Ａ 为 ｍ×ｍ 的矩阵，它的特征值 λ１，λ２，…，λｍ

所对应的左特征向量分别是 α１，α２，…，αｍ，Ｂ 为 ｎ×
ｎ 的矩阵，它的特征值 μ１，μ２，…，μｎ 所对应的左特

征向量分别是 β１，β２，…，βｎ。 则 Ａ􀱋Ｂ 的特征值是

λ ｉμ ｊ（ ｉ＝ １，２，…，ｍ；ｊ ＝ １，２，…，ｎ），对应的左特征向

量是 αｉ􀱋β ｊ。
定理 ２［２１］ 　 要使系统（５）能控，那么以下 ２ 个

条件必须同时成立。
１）［Ｆ　 Ｂ］是一个能控矩阵对；
２）矩阵 Ｌ 不存在前 ｑ 项全是零元素的左特征

向量。
证明　 根据 ＰＢＨ 判据，如果系统（５）是不可控

的，那么矩阵 Ｌ􀱋Ｆ 中存在与特征值 λ 相对应的左

特征值向量 ｖ，使得 ｖＴ（Λ􀱋Ｂ）＝ ０ 成立。 假设矩阵

Ｌ 和 Ｆ 对应的左特征向量分别是 α∈Ｃｎ 和 β∈Ｃｄ，
由引理 ２ 可知，ｖ＝α􀱋β 和（αＴ􀱋βＴ）（Λ􀱋Ｂ）＝ ０ 同

时成立，所以得到
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（αＴΛ） 􀱋 （βＴＢ） ＝ ０ （６）
　 　 要使式（６）成立，则有以下 ２ 种情况：

１）如果 αＴΛ＝ ０，也就是说矩阵 Ｌ 存在这样的左

特征向量，其前 ｑ 项都是零元素；或者

２）βＴＢ＝ ０，即［Ｆ　 Ｂ］是不可控的。
分析以上 ２ 种情况，可知定理 ２ 成立。

２．２　 异质多智能体网络系统的能控性

按照从简单异质多智能体网络系统到复杂异质

多智能体网络系统的顺序对能控性的线性代数条件

进行总结。
２．２．１　 简单异质多智能体网络系统的能控性

１）领航－跟随者框架下简单异质多智能体网络

系统的模型与文献［１９］相似：

ｘ·ｉ ＝ ｃｉＦｘｉ ＋ Ｆ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｗ ｉｊ（ｘ ｊ － ｘｉ） ＋ Ｂｕｉ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ

（７）
式中：ｘｉ∈Ｒｄ，ｃｉ∈Ｒ，Ｆ∈Ｒｄ×ｄ，ｗ ｉｊ∈Ｒ，Ｂ∈Ｒｄ×ｍ，ｕｉ∈
Ｒｍ。 ｃｉＦｘｉ 表示节点 ｉ 之间的内部动态关系。 如果

输入 ｕｉ ＝ ０，那么智能体 ｉ 就是跟随者，否则就是领

航者。 定 义 Ｘ ＝ ［ｘＴ
１ 　 ｘＴ

２ 　 …　 ｘＴ
ｎ］ Ｔ ∈ Ｒｄｎ， Ｕ ＝

［ｕＴ
１ 　 ｕＴ

２ 　 …　 ｕＴ
ｎ］ Ｔ∈Ｒｍｎ，则系统（７）可以写成：

ｘ· ＝ ［（Ｃ － Ｌ） 􀱋 Ｆ］ｘ ＋ （Λ 􀱋 Ｂ）ｕ （８）
　 　 如果系统的前 ｑ 个智能体是领航者，那么 Ｃ ＝
ｄｉａｇ（ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ），Λ＝ｄｉａｇ（１，…，１，}

ｑ

０，…，０}

ｎ－ｑ

）。

定理 ３［１９］ 　 要使系统（８）能控，那么以下 ２ 个

条件必须同时成立。
１）［Ｆ　 Ｂ］是一个能控矩阵对；
２）（Ｃ－Ｌ）不存在前 ｑ 项都为零的左特征向量。
证明　 定理 ３ 的证明过程与定理 ２ 相似。
２）广播信号下简单异质多智能体网络系统的

模型与文献［２０］中相似，系统模型为

ｘ·ｉ ＝ ｃｉＦｘｉ ＋ Ｆ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｗ ｉｊ（ｘ ｊ － ｘｉ） ＋ Ｂｕ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ

（９）
式中：ｘｉ∈Ｒｄ，ｃｉ∈Ｒ，Ｆ∈Ｒｄ×ｄ，ｗｉｊ∈Ｒ，Ｂ∈Ｒｄ×ｍ，ｕ∈Ｒｍ。
ｃｉＦｘｉ 表示节点 ｉ 之间的内部动态关系。 由于系统（９）
中所有的智能体都接收相同的控制信号，所以称 ｕ 为

广播控制信号。 定义 Ｘ ＝ ［ｘＴ
１ 　 ｘＴ

２ 　 …　 ｘＴ
ｎ］Ｔ ∈Ｒｄｎ，

Ｕ＝［ｕＴ
１ 　 ｕＴ

２ 　 …　 ｕＴ
ｎ］Ｔ∈Ｒｍｎ，则系统（９）可以写成如

下形式：
Ｘ· ＝ ［（Ｃ － Ｌ） 􀱋 Ｆ］Ｘ ＋ （Ｉｎ 􀱋 Ｂ）Ｕ （１０）

　 　 命题 ２［１９］ 　 如果系统（１０）是能控的，那么当且

仅当以下 ２ 个条件同时满足：

１）［Ｆ　 Ｂ］是一个能控矩阵对；
２）矩阵（Ｃ－Ｌ）􀱋Ｆ 的所有特征值各不相同。

２．２．２　 复杂异质多智能体网络系统的能控性

文献［２１］的复杂异质多智能体网络系统写成

ｘ·ｉ ＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
ｗ ｉｊＦｉｊ（ｘ ｊ － ｘｉ） ＋ Ｂｉｕｉ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ　 （１１）

式中：ｘｉ∈Ｒｄ，ｗ ｉｊ∈Ｒ，Ｆｉｊ∈Ｒｄ×ｄ，ｕｉ∈Ｒｍ，Ｂｉ∈Ｒｄ×ｍ。
将标量 ｗ ｉｊ与 Ｆｉｊ合并为一项，那么方程（１１）可以变

形为

　 ｘ·ｉ ＝ ∑
Ｎ

ｊ ＝ １
Ｍｉｊ（ｘ ｊ － ｘｉ） ＋ Ｂｉｕｉ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ　 （１２）

　 　 将方程（１２）与方程（１）相比较，如果把方阵

Ｍｉｊ∈Ｒｄ×ｄ看作是拓扑图 Ｇ 的边权重，那么系统的邻

接矩阵为

Ｗ ＝

０ Ｍ１２ … Ｍ１ｎ

Ｍ２１ ０ … Ｍ２ｎ

︙ ︙ ︙ ︙
Ｍｎ１ Ｍｎ２ … ０

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

（１３）

系统对应的拉普拉斯矩阵为

Ｌ ＝

∑ ｎ

ｊ ＝ １
Ｍ１ｊ － Ｍ１２ … － Ｍ１ｎ

－ Ｍ２１ ∑ ｎ

ｊ ＝ １
Ｍ２ｊ … － Ｍ２ｎ

︙ ︙ ︙ ︙

－ Ｍｎ１ － Ｍｎ２ … ∑ ｎ

ｊ ＝ １
Ｍｎｊ

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

　 （１４）

　 　 注释 ３　 文献［１９］中，ｃｉ∈Ｒ 表示节点 ｉ 之间的

异质动态关系，文献［２１］中 Ｆｉｊ∈Ｒｄ×ｄ表示节点 ｉ 之
间的异质动态关系。 文献［２１］的异质多智能体网络

系统的能控性是非常复杂的，所以对于这样一个异质

网络系统，只得到了系统不能控的 ２ 个充分条件。
命题 ３［２１］ 　 如果方程（１１）表示的加权矩阵图

是双向的，即 Ｍｉｋ ＝Ｍｋｉ（∀ｉ，ｋ ＝ １，２，…，ｎ），并且矩

阵对的集合 Ｍｉｋ Ｂｉ[ ] ｉ，ｋ＝ １，２，…，ｎ{ } 是不能控

的，那么多智能体系统（１０）就是不能控的。
命题 ４［２１］ 　 如果文献［２１］中异质多智能体系

统的拓扑图 Ｇ 是结构不能控的，那么整个系统都是

不能控的。
２．３　 一般多智能体网络系统的能控性

采用文献［２５］的一般动力学多智能体网络系

统模型：
ｘ·ｉ ＝ Ａｘｉ ＋ Ｃｕｉ ＋ δｉＢｕｌ， ｉ ＝ １，２，…，ｎ （１５）

式中：ｘｉ∈Ｒｐ 代表智能体 ｉ 的状态，ｕｉ∈Ｒｓ 是智能体

ｉ 的耦合变量，ｕｌ∈Ｒｑ 是智能体 ｉ 的外部输入。 Ａ ＝

Ｒｐ×ｐ，Ｂ∈Ｒｐ×ｑ，Ｃ∈Ｒｐ×ｓ。
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每个智能体 ｉ 的耦合变量 ｕｉ∈Ｒｓ 是由邻居间的

耦合扩散变量决定的。 也就是说，系统的相对协议为

ｕｉ ＝ Ｋ∑
ｊ∈Ｎｉ

（ｘ ｊ － ｘｉ） （１６）

　 　 令 ｘ＝ｃｏｌ（ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ），ｕ＝ｃｏｌ（ｕ１，ｕ２，…，ｕｍ），
则系统（１５）可以写成矩阵形式：

ｘ· ＝ Ｌ＾ ｘ ＋ Ｍ＾ ｕ （１７）
式中：Ｌ＾ ＝ Ｉｎ􀱋Ａ－Ｌ􀱋（ＣＫ），Ｍ＾ ＝Ｍ􀱋Ｂ，Ｍ∈Ｒｎ×ｍ。 ｍ
是领航者的数目。

Ｍｉｌ ＝
１， ｉ ＝ ｖｌ
０， 其他{

　 　 定理 ４［２５］ 　 （Ｌ＾ ，Ｍ＾ ）是能控的，当且仅当以下 ２
个条件同时成立：

１）（Ｌ，Ｍ）是能控的；
２）对于矩阵 Ｌ 的每一个特征值 λ，矩阵对（Ａ－

λＣＫ，Ｂ）都是可控的。
证明 　 （必要性）只证明矩阵（Ｌ，Ｍ）能控的必

要条件，（Ａ－λＣＫ，Ｂ）能控的必要条件可以用相似的

方法来证明。 假设（Ｌ，Ｍ）是不能控的，则存在非零

向量 ｘ∈Ｒｎ 使得 ｘＴＬ＝λｘＴ 和 ｘＴＭ ＝ ０ 成立。 令（θ，
ｙ）∈Ｃ×Ｃｐ 是矩阵（Ａ－λＣＫ，Ｂ）的左特征向量，那么

Ｌ 􀱋 （Ａ － λＣＫ） ＝ Ｌ 􀱋 Ａ － λＬ 􀱋 ＣＫ （１８）
由 ｘＴＬ＝ λｘＴ，可得 ｘＴＬ ／ λ ＝ ｘＴ，即 Ｌ ／ λ ＝ Ｉｎ。 所以式

（１８）可转化成 １ ／ λ｛Ｌ􀱋（Ａ－λＣＫ）｝ ＝ １ ／ λ｛Ｌ􀱋Ａ－
λＬ􀱋ＣＫ｝ ＝ Ｉｎ􀱋Ａ－Ｌ􀱋ＣＫ＝Ｌ＾ 。 由引理 ２，（θ，ｘ􀱋ｙ）

是 Ｌ＾ 的一个左特征向量，则有

（ｘ 􀱋 ｙ）ＨＭ＾ ＝ （ｘＴＭ） 􀱋 （ｙＨＢ） ＝ ０ （１９）
通过 ＰＢＨ 判据可知，（Ｌ＾ ，Ｍ＾ ）是不可控的。

（充分性）假设（Ｌ＾ ，Ｍ＾ ）是不能控的。 由于 Ｌ 是

对称矩阵，总能找到一个正交矩阵 Ｕ 使 Ｌ ＝ ＵＤＵＴ

成立［３３］，即
ＵＴＬＵ ＝ ｄｉａｇ（λ１，λ２，…，λｎ）

式中：λ ｉ 是矩阵 Ｌ 的特征值。 引入 ２ 个矩阵 Ｌ＾ 和

Ｍ～ ：

Ｌ
～ ＝ （ＵＴ 􀱋 Ｉｐ）Ｌ

＾ （Ｕ 􀱋 Ｉｐ） ＝

（ＵＴ 􀱋 Ｉｐ）（Ｉｐ 􀱋 Ａ － Ｌ 􀱋 ＣＫ）（Ｕ 􀱋 Ｉｐ） ＝

（（ＵＴ 􀱋 Ｉｐ）（Ｉｎ 􀱋Ａ） － （ＵＴ 􀱋 Ｉｐ）（Ｌ􀱋ＣＫ））（Ｕ􀱋 Ｉｐ）＝
（（ＵＴ 􀱋 Ａ） － （ＵＴＬ 􀱋 ＣＫ））（Ｕ 􀱋 Ｉｐ） ＝

（ＵＴ 􀱋 Ａ）（Ｕ 􀱋 Ｉｐ） － （ＵＴＬ 􀱋 ＣＫ）（Ｕ 􀱋 Ｉｐ） ＝

（Ｉｎ 􀱋 ＵＴＡ） － （ＵＴＬＵ 􀱋 ＣＫ） ＝
（Ｉｎ 􀱋 Ａ） － （ｄｉａｇ（λ １，λ ２，…，λ ｎ） 􀱋 ＣＫ） ＝

ｂｌｏｃｋｄｉａｇ（Ａ － λ １ＣＫ，…，Ａ － λ ｎＣＫ）
和

Ｍ
～ ＝ （ＵＴ 􀱋 Ｉｐ）Ｍ

＾ ＝ （ＵＴ 􀱋 Ｉｐ）（Ｍ􀱋Ｂ）＝ （ＵＴＭ）􀱋Ｂ

　 　 由于（Ｌ
＾
，Ｍ

＾
）是不能控的，并且 ＵＴ􀱋Ｉｐ 是非奇

异的，因此矩阵对（Ｌ
～
，Ｍ

～
）也是不能控的。 考虑到 Ｌ

～

的块对角结构，那么就一定会存在一个数 ｓ，１≤ｓ≤
ｎ，使与它相对应的矩阵对（Ａ－λｓＣＫ，（ＵＴＭ） ｓ􀱋Ｂ）
是不能控的。 用（Ｍ） ｓ 表示矩阵Ｍ的第 ｓ 行。 因此，

１）（ＵＴＭ） ｓ ＝ ０，也就是说（Ｌ，Ｍ）是不能控的；
２）假如（ＵＴＭ） ｓ≠０，那么（Ａ－λｓＣＫ，Ｂ）是不能

控的。
因此矛盾，故结论成立，定理证明完毕。
注释 ４　 定理 ４ 的证明比较复杂，是一个新的

证明方法，并且有一定的参考价值。

３　 绝对协议下多智能体网络系统的能

控性

　 　 在绝对协议 ｕｉ ＝∑
ｊ∈Ｎｉ

ｘ ｊ 下，总结动力学多智能体

网络系统能控性的代数条件，并且提出了一些新的

代数条件。
３．１　 一阶同质多智能体网络系统的能控性

采用文献［２６］的多智能体网络系统模型，它由

广播信号控制：

ｘ·ｉ ＝ ∑
ｊ∈Ｎｉ

ｘ ｊ ＋ ｕ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ （２０）

式中：ｘｉ 表示智能体 ｉ 的状态，Ｎｉ ＝ ｛ ｊ ｜ ｖｉ ～ ｖｊ；ｊ≠ｉ｝是
节点 ｖｉ 的邻居集，ｕ 是控制输入。 多智能体系统

（２０）的所有智能体都接受相同的控制信号，即 ｕ，称
这个信号为广播信号。

系统（２０）可以写成如矩阵形式如下：
ｘ· ＝ Ａｘ ＋ ｂｕ （２１）

式中：Ａ∈Ｒｎ×ｎ 为多智能体系统的邻接矩阵， ｂ ＝
［１　 １　 …　 １］Ｔ∈Ｒｎ。

命题 ５［１３］ 　 当且仅当以下 ２ 个条件同时成立，
系统（２１）是能控的。

１）矩阵 Ａ 的特征值各不相同；
２）Ａ 的特征向量都不与 ｂ 正交。
注释 ５　 命题 ５ 证明过程见文献［１３］。 但是命

题 ５ 只要满足条件 ２）系统就是能控的，即条件 ２）是
系统能控的充要条件，条件 １）是系统能控的必要

条件。
定理 ５　 当且仅当矩阵 Ａ 的所有特征向量都不

正交于 ｂ，则系统 （ ２１） 是能控的，并且如果系统

（２１）是能控的，那么矩阵 Ａ 的特征值各不相同。
证明　 假设向量 ｖ 是矩阵 Ａ 的特征向量，在
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ＰＢＨ 判据的条件下，如果系统（２１）是能控的，那么

ｒａｎｋ（λ ｉＩ－Ａ，ｂ）＝ ｎ 成立。 将 ＰＢＨ 判据和对称的状

态矩阵结合起来，如果系统是不能控的，那么矩阵 Ａ
存在一个特征向量使得（λ ｉＩ－Ａ，ｂ）ｖＴ ＝ ０ 成立，则有

（λ ｉＩ － Ａ）ｖＴ ＝ ０

ｂｖＴ ＝ ０{
简化成

Ａｖ ＝ λ ｉｖ

ｂＴｖ ＝ ０{
　 　 因此，要使系统实现全控，Ａ 的所有特征向量不

能与 ｂ 正交，也就是说，如果矩阵 Ａ 存在特征向量

与 ｂ 垂直，则系统（２１）是不能控的。 所以矩阵 Ａ 的

所有特征向量都不正交于 ｂ 是系统（２１）能控的充

要条件。 另一方面，Ａ 是一个实对称矩阵，因此存在

矩阵 Ｕ 使得 Ａ ＝ ＵＤＵＴ 成立［３３］，Ｕ 是 Ａ 的特征向

量，那么

λ ｉＩ － Ａ，ｂ[ ] ＝ λ ｉＩ － ＵＤＵＴ，ｂ[ ] ＝
Ｕ λ ｉＵＴ － ＤＵＴ，ＵＴｂ[ ] ＝
Ｕ λ ｉＩ － Ｄ( ) ＵＴ，ＵＴｂ[ ]

　 　 向量ｖｉ 是特征值λ ｉ 所对应的特征向量，即ｖ ＝ （ｖ１，
ｖ２，…，ｖｎ）。 由于 Ｕ 是非奇异矩阵， 所以它不影响

［（λｉＩ －Ｄ）ＵＴ　 ＵＴｂ］的秩，只需考虑［（λｉＩ －Ｄ）ＵＴ　 ＵＴｂ］
是否满秩。 将 λ ｉＩ－Ｄ( ) ＵＴ 　 ＵＴｂ[ ] 展开：

λ ｉ － λ１ ０ ０ … ０
０ λ ｉ － λ２ ０ … ０
︙ ︙ ︙ ︙
０ ０ ０ … ０
︙ ︙ ︙ ︙
０ ０ ０ … λ ｉ － λｎ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ｖＴ
１

ｖＴ
２

︙
ｖＴ
ｉ

︙
ｖＴ
ｎ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

·

ｖＴ
１ｂ

ｖＴ
２ｂ
︙
ｖＴ
ｉ ｂ
︙
ｖＴ
ｎｂ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

＝

（λ ｉ － λ１） １

（λ ｉ － λ２） ２

︙
０
︙

（λ ｉ － λｎ） ｎ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷

ｖＴ
１ｂ

ｖＴ
２ｂ
︙
ｖＴ
ｉ ｂ
︙
ｖＴ
ｎｂ

æ

è

ç
ç
ç
ç
ç
ç
ç
çç

ö

ø

÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷
÷÷

ù

û

ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú
ú

é

ë

ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê
ê

（２２）
　 　 从式（２２）可以看出，要使系统（２１）是能控的，
则矩阵 Ａ 的所有特征值各不相同。
３．２　 高阶异质多智能体网络系统的能控性

给定多智能体系统模型：

　 ｘ·ｉ ＝ ｃｉＦｘｉ ＋ Ｆ∑
ｊ∈Ｎｉ

ｘ ｊ ＋ Ｂｕｉ，ｉ ＝ １，２，…，ｎ　 （２３）

式中：ｘｉ∈Ｒｄ，ｃｉ∈Ｒ，Ｆ∈Ｒｄ×ｄ，Ｂ∈Ｒｄ×ｍ，和 ｕｉ∈Ｒｍ。
ｃｉＦｘｉ 表示异质多智能体系统中节点 ｉ 之间的动态

关系。 如果输入 ｕｉ ＝ ０，那么智能体 ｉ 就是跟随者，
反之是领航者。

令 ｘ ＝ ［ｘＴ
１ 　 ｘＴ

２ 　 …　 ｘＴ
ｎ］ Ｔ ∈ Ｒｄ×ｎ 以 及 ｕ ＝

［ｕＴ
１ 　 ｕＴ

２ 　 …　 ｕＴ
ｎ］ Ｔ∈Ｒｍ×ｎ，则系统（２３）可以写成

如下形式：
ｘ· ＝ ［（Ｃ ＋ Ａ） 􀱋 Ｆ］ｘ ＋ （Λ 􀱋 Ｂ）ｕ （２４）

式中：Ｃ＝ｄｉａｇ（ｃ１，ｃ２，…，ｃｎ），Ａ∈Ｒｎ×ｎ是系统的邻接

矩阵。 如果前 ｑ 个智能体是领航者， 那么 Λ ＝
ｄｉａｇ（１，…，１，}

ｑ

０，…，０}

ｎ－ｑ

）。

定理 ６　 假设 Ｆ 是对称的，如果系统（２４）是能

控的，那么必须同时满足以下 ２ 个条件：
１）［Ｆ　 Ｂ］是一个能控矩阵对；
２）矩阵（Ｃ＋Ａ）不存在前 ｑ 个元素都是零元素

的左特征向量。
证明 　 假设系统（２４）是不能控的，根据 ＰＢＨ

判据，（Ｃ＋Ａ）􀱋Ｆ 就存在左特征向量 ｖ 使得 ｖＴ（Λ􀱋
Ｂ）＝ ０ 成立。 根据引理 ２，矩阵（Ｃ＋Ａ）和矩阵 Ｆ 分

别存在特征向量 ｖ１ 和 ｖ２ 使得 Ｐ ＝ ｖ１􀱋ｖ２ 和（ ｖＴ
１ 􀱋

ｖＴ
２）（Ｉｎ􀱋Ｂ）≠０ 成立，那么

（ｖＴ
１Λ） 􀱋 （ｖＴ

２Ｂ） ≠ ０ （２５）
　 　 当且仅当以下 ２ 个条件同时满足时，式（２５）
成立。

１）ｖＴ
１Λ≠０，也就是说（Ｃ＋Ａ）不存在前 ｑ 项都是

零元素的左特征向量；
２）ｖＴ

２Ｂ≠０，也就是说［Ｆ　 Ｂ］是一个能控矩阵对。
显然，定理 ６ 成立。

４　 结束语

本文探究了多智能体网络系统的能控性问题，
分别在相对协议和绝对协议下总结了多智能体网络

系统的部分模型和能控性的线性代数条件。 相对协

议下，主要在 Ｌｅａｄｅｒ⁃Ｆｏｌｌｏｗｅｒ 模型下利用已有的能

控性代数条件对一阶系统和高阶系统的能控性代数

条件进行了总结和改进，并且还总结了一般多智能

体网络系统模型下能控性的充分必要条件。 在绝对

协议下，研究了广播信号下能控性的充分必要条件，
使能控性的充要条件得到了简化。 此外，本文不仅

讨论了同质多智能体网络系统的能控性，还讨论了

异质多智能体网络系统的能控性问题。 由于自然现

象和实际应用中，不同生物群体之间动力学具有较

大的差别，异质多智能体网络系统的能控性问题是
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未来研究的一个重要方向，所以本文对异质多智能

体网络系统能控性研究结果也具有很大的实际意义。
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ｒｅｓｅａｒｃｈｅｒｓ， ｅｎｇｉｎｅｅｒｓ ａｎｄ ｐｒａｃｔｉｔｉｏｎｅｒｓ ｏｎ ｔｈｅ ａｒｅａｓ ｏｆ Ｐａｔｔｅｒｎ Ｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ， ｂｏｔｈ ｆｒｏｍ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ａｎｄ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎ ｐｅｒｓｐｅｃｔｉｖｅｓ．

Ｃｏｎｔｒｉｂｕｔｉｏｎｓ ｄｅｓｃｒｉｂｉｎｇ ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ ｏｆ Ｐａｔｔｅｒｎ Ｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ ｔｅｃｈｎｉｑｕｅｓ ｔｏ ｒｅａｌ⁃ｗｏｒｌｄ ｐｒｏｂｌｅｍｓ， ｉｎｔｅｒｄｉｓｃｉｐｌｉｎａｒｙ ｒｅｓｅａｒｃｈ， ｅｘｐｅｒｉ⁃
ｍｅｎｔａｌ ａｎｄ ／ ｏｒ ｔｈｅｏｒｅｔｉｃａｌ ｓｔｕｄｉｅｓ ｙｉｅｌｄｉｎｇ ｎｅｗ ｉｎｓｉｇｈｔｓ ｔｈａｔ ａｄｖａｎｃｅ Ｐａｔｔｅｒｎ Ｒｅｃｏｇｎｉｔｉｏｎ ｍｅｔｈｏｄｓ ａｒｅ ｅｓｐｅｃｉａｌｌｙ ｅｎｃｏｕｒａｇｅｄ．

Ｃｏｎｆｅｒｅｎｃｅ Ａｒｅａｓ
１） Ｔｈｅｏｒｙ ａｎｄ Ｍｅｔｈｏｄｓ；
２） Ａｐｐｌｉｃａｔｉｏｎｓ．
Ｗｅｂｓｉｔｅ： ｈｔｔｐ： ／ ／ ｗｗｗ．ｉｃｐｒａｍ．ｏｒｇ ／
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