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命题逻辑的子句集中文字的分类

邓鹏１，２，徐扬１，２
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摘　 要：检测和消除命题逻辑公式中的冗余文字，是人工智能领域广泛研究的基本问题。 针对命题逻辑的子句集中

子句的划分，结合冗余子句和冗余文字的概念，将命题逻辑的子句集中的文字分为必需文字、有用文字和无用文字 ３
类，并分别给出其定义。 讨论 ３ 种文字与无冗余等价子集的性质，给出其等价子集的等价描述方法。 得到题逻辑的

子句集中必需文字、有用文字和无用文字的判定方法，借助子句集的可满足性得到 ３ 种文字与子句集的可满足性的

等价条件。 上述结果对命题逻辑中文字属性的判断提供了多种可选择方法，同时为命题逻辑公式的化简奠定了理

论基础。
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　 　 在人工智能领域，知识表示的方式多种多样，子
句形式仍不失为一种重要的知识表达方式。 子句表

示广泛应用于机器定理证明、专家系统和知识库等

领域。 在一个知识库中，如果有部分知识可以删除

并且不减少整个知识库携带的信息，那么称这个知

识库是冗余的。 冗余以及与其密切相关的化简已经

成为具有重要现实意义的问题。 命题逻辑中子句由



文字的析取组成，因此能够对其中的文字进行科学

合理的分类对研究冗余文字和冗余子句很有必要，
这些理论为归结自动推理奠定了基础。

逻辑公式的化简是计算机科学和人工智能领域

重要的研究方向。 逻辑上的冗余问题已被许多学者

广泛研究［１⁃４］，包括不同计算问题的复杂性的刻画。
其中，主要包括冗余性在实际可满足性求解中的重

要作用的研究［５⁃１１］。 Ｐ．Ｌｉｂｅｒａｔｏｒｅ［１］ 对命题逻辑中的

子句集进行了分类，给出了冗余子句的一些等价条

件和性质。 翟翠红等［１２］ 研究了命题逻辑中的冗余

子句和冗余文字，讨论了子句集的无冗余等价子集。
唐世辉［１３］研究了命题逻辑中子句集的冗余性，将命

题逻辑中子句分为绝对冗余、相对冗余和无冗余 ３
类。 因此，本文主要深入研究命题逻辑的子句集中

文字的特征，将命题逻辑的子句集中的文字划分为

有用文字、必需文字和无用文字，讨论 ３ 种文字的关

系。 最后得到有用文字、必需文字和无用文字的判

定方法，为命题逻辑公式的化简提供理论支撑。

１　 预备知识

在命题逻辑公式中，称原子公式及其否定叫做

文字，有限多个文字的析取叫子句，只含有一个文字

的子句称为单子句。
定义 １［１４］ 　 设 Ａ（ｐ１，ｐ２，…，ｐｍ）∈Ｆ（Ｓ），则当 Ａ

具有形式（Ｑ１１∨Ｑ１２∨…∨Ｑ１ｎ）∧…∧（Ｑｍ１∨Ｑｍ２∨
…∨Ｑｍｎ）时，称 Ａ 为合取范式（ ｃｏｎｊｕｎｃｔｉｏｎ ｎｏｒｍａｌ
ｆｏｒｍ， ＣＮＦ），这里Ｑｉｊ ＝ ｐ ｊ 或Ｑｉｊ ＝ ¬ ｐ ｊ（ ｊ ＝ １，２，…，ｎ；
ｉ＝ １，２，…，ｍ）。

定义 ２［１５］ 　 设 Ｓ ＝ ｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ，Ｄ｝是命题逻

辑中的子句集。 显然，Ｄ 是 Ｓ 中的冗余子句，当且仅

当Ｃ１∧Ｃ２∧…∧Ｃｍ∧Ｄ≡Ｃ１∧Ｃ２∧…∧Ｃｍ。
一个子句是冗余的，暗示此子句可以从子句集

中删除，不会影响子句集所要表示的信息。 同理，一
个子句集是冗余的，可以定义为它和它的一个真子

集等价。
定义 ３［１］ 子句集 Ｓ 是冗余的，当且仅当存在

Ｓ′⊂Ｓ，使 Ｓ′＝Ｓ。
在命题逻辑中，此定义和如下说法是等价的：
１）存在 Ｓ′⊂Ｓ，使 Ｓ′⊨Ｓ；
２）Ｓ 中含有冗余子句。
定义 ４［１］ 　 设 Ｓ 是子句集，Ｃ∈Ｓ，
１） 称 Ｃ 在 Ｓ 中是必需的（ｎｅｃｅｓｓａｒｙ），如果对于

Ｓ 的任一无冗余等价子集 Ｓ′，有 Ｃ∈Ｓ′；
２）称 Ｃ 在 Ｓ 中是有用的（ ｕｓｅｆｕｌ），如果存在 Ｓ

的一个无冗余等价子集 Ｓ′，使 Ｃ∈Ｓ′；

３）称 Ｃ 在 Ｓ 中是无用的（ｕｓｅｌｅｓｓ），如果对于 Ｓ
的任一无冗余等价子集 Ｓ′，有 Ｃ∉Ｓ′。

定理 １［１］ 　 设 Ｓ 是子句集，Ｃ∈Ｓ，Ｃ 在 Ｓ 中是必

需的当且仅当 Ｓ－｛Ｃ｝⊨／ Ｃ。
定理 ２［１２］ 　 设 Ｓ 是子句集，Ｃ∈Ｓ。 Ｃ 在 Ｓ 中是

有用的当且仅当存在 Ｓ 的一个无冗余等价子集 Ｓ′，
使 Ｓ′－｛Ｃ｝⊨／ Ｃ。

定理 ３［１２］ 　 设 Ｓ 是子句集，Ｃ∈Ｓ。 Ｃ 在 Ｓ 中是

无用的当且仅当 Ｓ 的无冗余等价子集恰为 Ｓ－｛Ｃ｝
的无冗余等价子集。

定理 ４［１３］ 　 设 Ｓ ＝ ｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ，Ｄ｝是命题逻

辑中子句集，且 Ｄ 中不含互补文字。 Ｄ 是 Ｓ 中冗余

子句当且仅当子句集 Ｓ′＝ ｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ｝∪｛Ｄ｝不
可满足。

定义 ５［１２］ 　 设 Ｓ ＝ ｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ，Ｄ｝是命题逻

辑中子句集，Ｄ＝ ｘ∨Ｄ１，其中 ｘ 是一文字，Ｄ１ 是一子

句，如果 Ｄ ∧ Ｃ１ ∧ Ｃ２ ∧ … ∧ Ｃｍ ＝ Ｄ１ ∧ Ｃ１ ∧
Ｃ２ ∧… ∧ Ｃｍ， 则称 ｘ 是 Ｄ 中关于 Ｓ 的冗余文字。

定理 ５［１２］ 　 设 Ｓ ＝ ｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ，Ｄ｝是命题逻

辑中的子句集，Ｄ ＝ ｘ∨Ｄ１，如果 Ｄ１ 是 Ｓ′ ＝ ｛Ｃ１，Ｃ２，
…，Ｃｍ，Ｄ１｝中的冗余子句，则 ｘ 是 Ｄ 中关于 Ｓ 的冗

余文字。
定理 ６［１２］ 　 设 Ｓ ＝ ｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ，Ｄ｝是命题逻

辑中子句集，Ｄ＝ ｘ∨Ｄ１，ｘ 是 Ｄ 中关于 Ｓ 的冗余文字

当且仅当 Ｄ１ 是子句集 Ｓ′＝ ｛Ｄ１，ｘ，Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ｝中
的冗余子句。

定理 ７［１２］ 　 设 Ｓ ＝ ｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ，Ｄ｝是命题逻

辑中子句集，且 Ｄ 中不含互补文字。 Ｄ 是 Ｓ 中冗余

子句当且仅当子句集 Ｓ′ ＝ ｛Ｃ１－Ｄ，Ｃ２－Ｄ，…，Ｃｍ－Ｄ｝
不可满足。

对于子句集 Ｓ，令 Ｓ ｜ ｘ ＝ ｛Ｃ ｜ Ｃ∈Ｓ 且｛ｘ，¬ ｘ｝∩
Ｃ＝∅｝ ∪｛Ｃ ＼ ｛ ¬ ｘ｝ ｜ Ｃ∈ Ｓ 且 ¬ ｘ∈Ｃ｝， Ｓ ｜ Ａ ＝
（…（（Ｓ ｜ ｘ１） ｜ ｘ２）… ｜ ｘｎ），其中Ａ ＝ ｛ｘ１，ｘ２，…，ｘｎ｝。

定理 ８［１３］ 　 设 Ｓ ＝ ｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ，Ｄ｝是命题逻

辑中子句集，子句集 Ｓ′ ＝ ｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ｝∪｛Ｄ｝不

可满足当且仅当子句集（Ｓ ＼｛Ｄ｝） ｜ Ｄ不可满足。

２　 子句集中文字的分类

定义 ６　 设 Ｓ ＝ ｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ｝是命题逻辑中

的子句集，如果对于 Ｓ 中的任一子句 Ｃ ｉ，若有 Ｃ ｉ ＝
ｘ∨Ｄｉ（ ｉ∈｛１，２，…，ｍ｝），其中 ｘ 是一文字，Ｄｉ 是一

子句，且 ｘ 不是 Ｃ ｉ 中关于 Ｓ 的冗余文字，则称 ｘ 是 Ｓ
中的必需文字。

定义 ７　 设 Ｓ ＝ ｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ｝是命题逻辑中
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的子句集，如果存在 Ｓ 中的一个子句 Ｃ ｉ，若有 Ｃ ｉ ＝
ｘ∨Ｄ（ ｉ∈｛１，２，…，ｍ｝），其中 ｘ 是一文字，Ｄ 是一子

句，且 ｘ 不是 Ｃ ｉ 中关于 Ｓ 的冗余文字，则称 ｘ 是 Ｓ
中的有用文字。

定义 ８　 设 Ｓ ＝ ｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ｝是命题逻辑中

的子句集，如果对于 Ｓ 中的任一子句 Ｃ ｉ，若有 Ｃ ｉ ＝
ｘ∨Ｄｉ（ ｉ∈｛１，２，…，ｍ｝），其中 ｘ 是一文字，Ｄｉ 是一

子句，且 ｘ 是 Ｃ ｉ 中关于 Ｓ 的冗余文字，则称 ｘ 是 Ｓ
中的无用文字。

从定义 ６～８ 可以看出，子句集中的必需文字一

定是有用文字，有用文字不一定是必需文字，同时有

用和无用是 ２ 个相对的概念，子句集中的必需文字

一定是非冗余文字，子句集中的无用文字一定是冗

余文字。
定理 ９　 设 Ｓ ＝ ｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ｝是命题逻辑中

的子句集，如果对于 Ｓ 中的任一子句 Ｃ ｉ，若有 Ｃ ｉ ＝
ｘ∨Ｄｉ（ ｉ∈｛１，２，…，ｍ｝），其中 ｘ 是一文字，Ｄｉ 是一

子句，ｘ 是 Ｓ 中的必需文字当且仅当 Ｓ′ｉ －｛Ｄｉ ｝ ⊨／
Ｄｉ，Ｓ′ｉ ＝ ｛Ｄｉ，ｘ，Ｃ１，…，Ｃ ｉ－１，Ｃ ｉ＋１，…，Ｃｍ｝ （ ｉ∈｛１，２，
…，ｍ｝）。

证明　 因为 ｘ 是 Ｓ 中的必需文字，所以 ｘ 一定

不是 Ｃ ｉ 关于 Ｓ 的冗余文字，由定理 ６ 知 ｘ 不是 Ｃ ｉ 中

关于 Ｓ 的冗余文字当且仅当 Ｄｉ 不是子句集 Ｓｉ′ ＝
｛Ｄｉ，ｘ，Ｃ１，…，Ｃ ｉ－１，Ｃ ｉ＋１，…，Ｃｍ｝ （ ｉ∈｛１，２，…，ｍ｝）
中的冗余子句，因此 Ｄｉ 在 Ｓｉ′中是必需的，由定理 １
知 Ｄｉ 在 Ｓｉ′中是必需的当且仅当 Ｓｉ′－｛Ｄｉ｝⊨／ Ｄｉ。

推论 １　 设 Ｓ ＝ ｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ｝是命题逻辑中

的子句集，如果存在 Ｓ 中的一个子句 Ｃ ｉ，若有 Ｃ ｉ ＝
ｘ∨Ｄ（ ｉ∈｛１，…，ｍ｝），其中 ｘ 是一文字，Ｄ 是一子

句，则 ｘ 是 Ｓ 中的有用文字当且仅当 Ｓ′－｛Ｄ｝⊨／ Ｄ，
其中 Ｓ′＝｛Ｄ，ｘ，Ｃ１，…，Ｃ ｉ－１，Ｃ ｉ＋１，Ｃｍ｝。

定理 １０　 设 Ｓ ＝ ｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ｝是命题逻辑中

的子句集，如果存在 Ｓ 中的一个子句 Ｃ ｉ，若有 Ｃ ｉ ＝
ｘ∨Ｄ（ ｉ∈｛１，２，…，ｍ｝），其中 ｘ 是一文字，Ｄ 是一子

句，则 ｘ 是 Ｓ 中的有用文字当且仅当存在 Ｓ′的一个

无冗余等价子集 Ｓ″使 Ｓ″－｛Ｄ｝⊨／ Ｄ，其中 Ｓ′ ＝ ｛Ｄ，ｘ，
Ｃ１，…，Ｃ ｉ－１，Ｃ ｉ＋１，…，Ｃｍ｝。

证明　 因为 ｘ 是 Ｓ 中的有用文字，所以 ｘ 一定

不是 Ｃ ｉ 关于 Ｓ 的冗余文字，由定理 ６ 知 ｘ 不是 Ｃ ｉ 中

关于 Ｓ 的冗余文字当且仅当 Ｄ 不是子句集 Ｓ′＝ ｛Ｄ，
ｘ，Ｃ１，…，Ｃ ｉ－１，Ｃ ｉ＋１，…，Ｃｍ｝中的冗余子句，因此 Ｄ 在

Ｓ′中是有用的，由定理 ２ 知 Ｄ 在 Ｓ′中是有用的当且

仅当存在 Ｓ′的一个无冗余等价子集 Ｓ″使 Ｓ″－｛Ｄ｝⊨／
Ｄ，Ｓ′＝｛Ｄ，ｘ，Ｃ１，…，Ｃ ｉ－１，Ｃ ｉ＋１，…，Ｃｍ｝。

定理 １１　 设 Ｓ ＝ ｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ｝是命题逻辑中

的子句集，如果对于 Ｓ 中的任一子句 Ｃ ｉ，若有 Ｃ ｉ ＝
ｘ∨Ｄｉ（ ｉ∈｛１，２，…，ｍ｝），其中 ｘ 是一文字，Ｄｉ 是一

子句，则称 ｘ 是 Ｓ 中的无用文字当且仅当 Ｓｉ′的无冗

余等价子集恰为 Ｓｉ′－｛Ｄｉ｝的无冗余等价子集，其中

Ｓ′ｉ ＝｛Ｄｉ，ｘ，Ｃ１，…，Ｃｉ－１，Ｃｉ＋１，…，Ｃｍ｝（ｉ∈｛１，２，…，ｍ｝）。
证明　 因为 ｘ 是 Ｓ 中的无用文字，所以 ｘ 一定

是 Ｃ ｉ 关于 Ｓ 的冗余文字，由定理 ６ 知 ｘ 是 Ｃ ｉ 中关于

Ｓ 的冗余文字当且仅当 Ｄｉ 是子句集 Ｓｉ′＝ ｛Ｄｉ，ｘ，Ｃ１，
…，Ｃ ｉ－１，Ｃ ｉ＋１，…，Ｃｍ｝ （ ｉ∈｛１，…，ｍ｝）中的冗余子

句，因此 Ｄｉ 在 Ｓｉ′中是无用的，由定理 ３ 知 Ｄｉ 在 Ｓｉ

中是无用的当且仅当 Ｓｉ′的无冗余等价子集恰为

Ｓｉ′－｛Ｄｉ｝的无冗余等价子集。

３　 子句集中文字的判定

根据子句集中文字的分类和冗余子句与子句集

的可满足性判定的关系可以得到如下定理。
定理 １２　 设 Ｓ ＝ ｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ｝是命题逻辑中

的子句集，如果对于 Ｓ 中的任一子句 Ｃ ｉ，有 Ｃ ｉ ＝
ｘ∨Ｄｉ（ ｉ∈｛１，２，…，ｍ｝），其中 ｘ 是一文字，Ｄｉ 是一

子句，且 Ｄｉ 中不含互补文字，则 ｘ 是 Ｓ 中的无用文

字当且仅当子句集｛ｘ，Ｃ１ －Ｄｉ，…，Ｃ ｉ－１ －Ｄｉ，Ｃ ｉ＋１ －Ｄｉ，
…，Ｃｍ－Ｄｉ｝（ ｉ∈｛１，２，…，ｍ｝）不可满足。

证明　 若 ｘ 是 Ｓ 中的无用文字，则一定存在

Ｃ ｉ∈Ｓ且 Ｃ ｉ ＝ ｘ∨Ｄｉ，使 ｘ 是 Ｃ ｉ 中关于 Ｓ 的冗余文字，
则 Ｄｉ 是子句集 Ｓｉ′＝｛Ｄｉ，ｘ，Ｃ１，…，Ｃ ｉ－１，Ｃ ｉ＋１，…，Ｃｍ｝
中的冗余子句，于是由定理 ７ 知 Ｄｉ 是子句集 Ｓｉ′ ＝
｛Ｄｉ，ｘ，Ｃ１…，Ｃ ｉ－１，Ｃ ｉ＋１，…，Ｃｍ｝中的冗余子句当且仅

当子句集｛ ｘ，Ｃ１ －Ｄｉ，…，Ｃ ｉ－１ －Ｄｉ，Ｃ ｉ＋１ －Ｄｉ，…，Ｃｍ －
Ｄｉ｝不可满足。

定理 １３　 设 Ｓ ＝ ｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ｝是命题逻辑中

的子句集，如果对于 Ｓ 中的任一子句 Ｃ ｉ，有 Ｃ ｉ ＝ ｘ∨
Ｄｉ（ ｉ∈｛１，２，…，ｍ｝），其中 ｘ 是一文字，Ｄｉ 是一子

句，且 Ｄｉ 中不含互补文字，则 ｘ 是 Ｓ 中的必需文字

当且仅当子句集｛ｘ，Ｃ１－Ｄｉ，…，Ｃ ｉ－１－Ｄｉ，Ｃ ｉ＋１－Ｄｉ，…，
Ｃｍ－Ｄｉ｝（ ｉ∈｛１，２，…，ｍ｝）可满足。

证明 ７　 （充分性）若 ｘ 不是 Ｓ 中的必需文字，
则存在 Ｃ ｉ∈Ｓ 且 Ｃ ｉ ＝ ｘ∨Ｄｉ，使 ｘ 是 Ｃ ｉ 中关于 Ｓ 的冗

余文字，则 Ｄｉ 是子句集 Ｓｉ′ ＝ ｛Ｄｉ， ｘ，Ｃ１，…，Ｃ ｉ－１，
Ｃｉ＋１，…，Ｃｍ｝中的冗余子句，即 Ｄｉ∧ｘ∧Ｃ１∧…∧Ｃｉ－１∧
Ｃ ｉ＋１∧…∧Ｃｍ ＝ ｘ∧Ｃ１∧…∧Ｃ ｉ－１∧Ｃ ｉ＋１∧…∧Ｃｍ。
又因为 Ｃ ｉ ＝ ｘ∨Ｄｉ，所以 ｘ∉Ｄｉ，即 ｘ－Ｄｉ ＝ ｘ。 于是由

定理 ７ 知子句集｛ｘ，Ｃ１－Ｄｉ，…，Ｃ ｉ－１－Ｄｉ，Ｃ ｉ＋１－Ｄｉ，…，
Ｃｍ－Ｄｉ｝（ ｉ∈｛１，２，…，ｍ｝）不可满足，矛盾。

（必要性）假设子句集｛ ｘ，Ｃ１ －Ｄｉ，…，Ｃ ｉ－１ －Ｄｉ，
Ｃ ｉ＋１－Ｄｉ，…，Ｃｍ－Ｄｉ｝不可满足，由定理 ７ 知 Ｄｉ 是子
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句集 Ｓｉ′＝｛Ｄｉ，ｘ，Ｃ ｉ，…，Ｃ ｉ－１，Ｃ ｉ＋１，…，Ｃｍ｝中的冗余

子句，则 ｘ 不是 Ｓ 中的必需文字，矛盾。
定理 １４　 设 Ｓ ＝ ｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ｝是命题逻辑中

的子句集，如果存在 Ｓ 中的一个子句 Ｃ ｉ，若有 Ｃ ｉ ＝
ｘ∨Ｄ（ ｉ∈｛１，２，…，ｍ｝），其中 ｘ 是一文字，Ｄ 是一子

句，则 ｘ 是 Ｓ 中的有用文字当且仅当子句集｛ｘ，Ｃ１－
Ｄ，…，Ｃ ｉ－１－Ｄ，Ｃ ｉ＋１－Ｄ，…，Ｃｍ－Ｄ｝可满足。

证明　 （充分性）若 ｘ 不是 Ｓ 中的有用文字，则
存在 Ｃ ｉ∈Ｓ 且 Ｃ ｉ ＝ ｘ∨Ｄ，使 ｘ 是 Ｃ ｉ 中关于 Ｓ 的冗余

文字，则 Ｄ 是子句集 Ｓ′＝｛Ｄ，ｘ，Ｃ１，…，Ｃ ｉ－１，Ｃ ｉ＋１，…，
Ｃｍ｝中的冗余子句，即 Ｄ∧ｘ∧Ｃ１∧…∧Ｃ ｉ－１∧Ｃ ｉ＋１∧
…∧Ｃｍ ＝ ｘ∧Ｃ１∧…∧Ｃ ｉ－１∧Ｃ ｉ＋１∧…∧Ｃｍ。 又因为

Ｃ ｉ ＝ ｘ∨Ｄ，所以 ｘ∉Ｄ，于是由定理 ７ 知子句集

｛ｘ，Ｃ１－Ｄ，…，Ｃ ｉ－１－Ｄ，Ｃ ｉ＋１－Ｄ，…，Ｃｍ－Ｄ｝不可满足，
矛盾。

（必要性）假设子句集｛ｘ，Ｃ１－Ｄ，…，Ｃ ｉ－１－Ｄ，Ｃ ｉ＋１－
Ｄ，…，Ｃｍ－Ｄ｝不可满足，由定理 ７ 知 Ｄ 是子句集Ｓ′＝
｛Ｄ，ｘ，Ｃ１，…，Ｃ ｉ－１，Ｃ ｉ＋１，…，Ｃｍ ｝ 中的冗余子句，则
ｘ 不是 Ｓ 中的有用文字，矛盾。

定理 １５　 设 Ｓ ＝ ｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ｝是命题逻辑中

的子句集，如果对于 Ｓ 中的任一子句 Ｃ ｉ，有 Ｃ ｉ ＝
ｘ∨Ｄｉ（ ｉ∈｛１，２，…，ｍ｝），其中 ｘ 是一文字，Ｄｉ 是一

子句，且 Ｄｉ 中不含互补文字，则 ｘ 是 Ｓ 中的无用文

字当且仅当子句集｛ ｘ，Ｃ１，…，Ｃ ｉ－１，Ｃ ｉ＋１，…，Ｃｍ｝∪

｛Ｄｉ｝不可满足。

证明　 若 ｘ 是 Ｓ 中的无用文字，则一定存在

Ｃ ｉ∈Ｓ且 Ｃ ｉ ＝ ｘ∨Ｄｉ，使 ｘ 是 Ｃ ｉ 中关于 Ｓ 的冗余文字，
由定理 １．６ 知 ｘ 是 Ｃ ｉ 中关于 Ｓ 的冗余文字当且仅当

Ｄｉ 是子句集 Ｓｉ′＝｛Ｄｉ，ｘ，Ｃ１，…，Ｃ ｉ－１，Ｃ ｉ＋１，…，Ｃｍ｝中
的冗余子句，于是再由定理 ４ 知 Ｄｉ 是子句集 Ｓｉ′ ＝
｛Ｄｉ，ｘ，Ｃ１，…，Ｃ ｉ－１，Ｃ ｉ＋１，…，Ｃｍ｝中的冗余子句当且

仅当子句集｛ｘ，Ｃ１，…，Ｃ ｉ－１，Ｃ ｉ＋１，…，Ｃｍ｝∪｛Ｄｉ｝不可

满足。
定理 １６　 设 Ｓ ＝ ｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ｝是命题逻辑中

的子句集，如果对于 Ｓ 中的任一子句 Ｃ ｉ，有 Ｃ ｉ ＝ ｘ∨
Ｄｉ（ ｉ∈｛１，…，ｍ｝），其中 ｘ 是一文字，Ｄｉ 是一子句，
且 Ｄｉ 中不含互补文字，则 ｘ 是 Ｓ 中的必需文字当且

仅当子句集｛ ｘ，Ｃ１，…，Ｃ ｉ－１，Ｃ ｉ＋１，…，Ｃｍ｝∪｛Ｄｉ｝可

满足。
证明　 （充分性）若 ｘ 不是 Ｓ 中的必需文字，则

存在 Ｃ ｉ∈Ｓ 且 Ｃ ｉ ＝ ｘ∨Ｄｉ，使 ｘ 是 Ｃ ｉ 中关于 Ｓ 的冗余

文字，则 Ｄｉ 是子句集 Ｓｉ′ ＝ ｛Ｄｉ，ｘ，Ｃ１，…，Ｃ ｉ－１，Ｃ ｉ＋１，
…，Ｃｍ｝中的冗余子句，于是由定理 ４ 知子句集｛ ｘ，

Ｃ１，…，Ｃ ｉ－１，Ｃ ｉ＋１，…，Ｃｍ｝∪｛Ｄｉ｝不可满足，这显然与

已知矛盾。
（必要性）假设子句集｛ ｘ，Ｃ１，…，Ｃ ｉ－１，Ｃ ｉ＋１，…，

Ｃｍ｝∪｛Ｄｉ｝不可满足，那么由定理 ４ 知 Ｄｉ 是子句集

Ｓｉ′＝｛Ｄｉ，ｘ，Ｃ１，…，Ｃ ｉ－１，Ｃ ｉ＋１，…，Ｃｍ｝中的冗余子句，
则 ｘ 不是 Ｓ 中的必需文字，矛盾。

定理 １７　 设 Ｓ ＝ ｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ｝是命题逻辑中

的子句集，如果存在 Ｓ 中的一个子句 Ｃ ｉ，若有 Ｃ ｉ ＝
ｘ∨Ｄ（ ｉ∈｛１，２，…，ｍ｝），其中 ｘ 是一文字，Ｄ 是一子

句，则 ｘ 是 Ｓ 中的有用文字当且仅当子句集｛ｘ，Ｃ１，

…，Ｃ ｉ－１，Ｃ ｉ＋１，…，Ｃｍ｝∪｛Ｄ｝可满足。
证明　 （充分性）若 ｘ 不是 Ｓ 中的有用文字，则

存在 Ｃ ｉ∈Ｓ 且 Ｃ ｉ ＝ ｘ∨Ｄ，使 ｘ 是 Ｃ ｉ 中关于 Ｓ 的冗余

文字，则 Ｄ 是子句集 Ｓ′＝｛Ｄ，ｘ，Ｃ１，…，Ｃ ｉ－１，Ｃ ｉ＋１，…，
Ｃｍ｝中的冗余子句，于是由定理 ４ 知子句集｛ ｘ，Ｃ１，

…，Ｃ ｉ－１，Ｃ ｉ＋１，…，Ｃｍ｝∪｛Ｄ｝不可满足，这显然与已

知矛盾。
（必要性）假设子句集｛ ｘ，Ｃ１，…，Ｃ ｉ－１，Ｃ ｉ＋１，…，

Ｃｍ｝∪｛Ｄ｝不可满足，那么由定理 ４ 知 Ｄ 是子句集

Ｓ′＝｛Ｄ，ｘ，Ｃ１，…，Ｃ ｉ－１，Ｃ ｉ＋１，…，Ｃｍ｝中的冗余子句，
则 ｘ 不是 Ｓ 中的有用文字，矛盾。

定理 １８　 设 Ｓ ＝ ｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ｝是命题逻辑中

的子句集，如果对于 Ｓ 中的任一子句 Ｃ ｉ，有 Ｃ ｉ ＝ ｘ∨
Ｄｉ（ ｉ∈｛１，２，…，ｍ｝），其中 ｘ 是一文字，Ｄｉ 是一子

句，且 Ｄｉ 中不含互补文字，则 ｘ 是 Ｓ 中的无用文字

当且仅当子句集（Ｓ′ｉ ＼｛Ｄｉ｝） ｜ Ｄｉ
不可满足，其中 Ｓｉ′＝

｛Ｄｉ，ｘ，Ｃ１，…，Ｃ ｉ－１，Ｃ ｉ＋１，…，Ｃｍ｝。
证明　 由于 Ｃ ｉ∈Ｓ 且 Ｃ ｉ ＝ ｘ∨Ｄｉ，ｘ 是 Ｓ 中的无

用文字，由定义知 ｘ 是 Ｃ ｉ 中关于 Ｓ 的冗余文字，所
以 Ｄｉ 是子句集 Ｓｉ′＝｛Ｄｉ，ｘ，Ｃ１，…，Ｃ ｉ－１，Ｃ ｉ＋１，…，Ｃｍ｝
中的冗余子句，再由定理 ４ 和定理 ８ 可以得出充要

条件。
定理 １９　 设 Ｓ ＝ ｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ｝是命题逻辑中

的子句集，如果对于 Ｓ 中的任一子句 Ｃ ｉ，有 Ｃ ｉ ＝ ｘ∨
Ｄｉ（ ｉ∈｛１，…，ｍ｝），其中 ｘ 是一文字，Ｄｉ 是一子句，
且 Ｄｉ 中不含互补文字，则 ｘ 是 Ｓ 中的必需文字当且

仅当子句集（Ｓｉ′ ＼｛Ｄｉ｝） ｜ Ｄｉ
可满足，其中 Ｓｉ′＝ ｛Ｄｉ，ｘ，

Ｃ１，…，Ｃ ｉ－１，Ｃ ｉ＋１，…，Ｃｍ｝。
证明　 （充分性）由于 Ｃ ｉ∈Ｓ，Ｃ ｉ ＝ ｘ∨Ｄｉ，假设 ｘ

不是 Ｓ 中的必需文字，由定义可以知 ｘ 是 Ｃ ｉ 中关于

Ｓ 的冗余文字，所以 Ｄｉ 是子句集 Ｓ′
ｉ ＝ ｛Ｄｉ，ｘ，Ｃ１，…，

Ｃ ｉ－１，Ｃ ｉ＋１，…，Ｃｍ｝中的冗余子句，再由定理 ４ 和定理

８ 可以得出子句集（Ｓｉ′ ＼｛Ｄｉ｝） ｜ Ｄｉ
不可满足，矛盾。

（必要性）假设（Ｓ′ｉ ＼ ｛Ｄｉ ｝） ｜ Ｄｉ
不可满足由定理
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４ 和定理 ８ 可知 ｘ 一定是 Ｃ ｉ 关于 Ｓ 的冗余文字，这
与 ｘ 是 Ｓ 中的必需文字矛盾。

定理 ２０　 设 Ｓ ＝ ｛Ｃ１，Ｃ２，…，Ｃｍ｝是命题逻辑中

的子句集，如果存在 Ｓ 中的一个子句 Ｃ ｉ，若有 Ｃ ｉ ＝
ｘ∨Ｄ（ ｉ∈｛１，２，…，ｍ｝），其中 ｘ 是一文字，Ｄ 是一子

句，则 ｘ 是 Ｓ 中的有用文字当且 仅 当 子 句 集

（Ｓ′ ＼｛Ｄ｝） Ｄ 可满足，其中 Ｓ′ ＝ ｛Ｄ，ｘ，Ｃ１，…，Ｃ ｉ－１，

Ｃ ｉ＋１，…，Ｃｍ｝。
证明　 （充分性）由于 Ｃ ｉ∈Ｓ，Ｃ ｉ ＝ ｘ∨Ｄ，假设 ｘ

不是 Ｓ 中的有用文字，由定义知 ｘ 一定是 Ｃ ｉ 中关于

Ｓ 的冗余文字，所以 Ｄ 是子句集 Ｓ′ ＝ ｛Ｄ，ｘ，Ｃ１，…，
Ｃ ｉ－１，Ｃ ｉ＋１，…，Ｃｍ｝中的冗余子句，再由定理 ４ 和定理

８ 可以得出子句集（Ｓ′ ＼｛Ｄ｝） ｜ Ｄ不可满足，矛盾。
（必要性）假设（Ｓ′ ＼Ｄ｝） ｜ Ｄ不可满足由定理 ４ 和

定理 ８ 可知 ｘ 一定是 Ｃ ｉ 中关于 Ｓ 的冗余文字，这与

ｘ 是 Ｓ 中的有用文字矛盾。

４　 结束语

本文主要研究命题逻辑的子句集中必需文字、
有用文字和无用文字的特征，讨论它们相应的等价

条件。 然后运用冗余文字和冗余子句的知识，得到

必需文字、有用文字和无用文字与子句集可满足性

的判定方法。 该方法丰富了命题逻辑的子句集中文

字的分类方法，得到子句集中文字特征的判定方法，
为命题逻辑公式的化简奠定了理论基础。 但是目前

的冗余文字判定方法对子句集中文字属性的判断处

理过程比较复杂，下一步将继续深入研究子句集的

分类，为命题逻辑中子句集的化简和高效的归结自

动推理提供理论支撑。
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