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时间复杂性和空间复杂性研究
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摘　 要：计算复杂性是衡量问题求解的难易程度的。 研究问题的计算复杂性，可以明确该问题是否存在有效的求解

算法。 介绍并分析了计算理论的一些基本概念，论述了时间复杂性（包括 Ｐ、ＮＰ、ＮＰ⁃ｈａｒｄ、ＮＰ⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ 和 ＥＸＰＴＩＭＥ）
和空间复杂性（包括 ＰＳＰＡＣＥ、ＮＰＳＰＡＣＥ、ＰＳＰＡＣＥ⁃ｈａｒｄ 和 ＰＳＡＰＣＥ⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ）中的各个主要分类。 最后分析了各个复

杂性类之间的关系。
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　 　 理论与实践是密切相关的，计算理论为实际工

作者提供了在计算机工程中使用的理性工具［１］。
计算复杂性是计算理论的重要分支，它告诉人们问

题求解需要多少资源（时间或空间）。 它所涉及到

的一些典型的难解问题包括旅行商问题［２］、ＳＡＴ 问

题（可满足性问题，它涉及芯片测试、计算机设计、
软件工程等应用领域［２］）、电路复杂性问题［３］、博弈

问题［１］等。 通过对计算复杂性的研究，可以更深入

地了解计算机的能力及局限性。 研究问题的复杂性

可以了解该问题求解的难易程度，如果它被证明是

难解的，就不必将大量精力花费在寻找有效的求解

算法上［１］，从而在实际工作中做出理性的抉择。 本

文介绍了与计算复杂性相关的基本概念，同时综述

了目前的研究状况，通过例子分析了各个计算复杂

性类的特点及其证明的方法。 并对各个计算复杂性

类之间的关系作了详细的分析。

１　 计算复杂性

计算复杂性是计算理论的一个分支，它用于衡



量问题被求解所需资源 （比如时间或空间） 的多

少［１］，在介绍时间复杂性和空间复杂性之前，先来

了解计算理论中的一些基本概念。
１．１　 可判定问题

　 　 可判定问题是指该问题在算法上是可解的，即
该问题在计算模型（如有穷自动机或图灵机）上执

行，能够进入接受或拒绝状态而终止计算（即停机

状态［４］）。 不可判定问题是指该问题在算法上是不

可解的，即该问题在计算模型上执行不能进入停机

状态，即不停机［４］。
１．２ 　 确定型图灵机及非确定型图灵机

１．２．１　 确定型图灵机

图灵机 （ ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃ Ｔｕｒｉｎｇ ｍａｃｈｉｎｅ， ＤＴＭ）
（见图 １）是一种通用的计算模型［５］，该模型由图灵

（Ａｌａｎ Ｔｕｒｉｎｇ）在 １９３６ 年提出［１］，能模拟实际计算机

的所有计算行为。 它用一个无限长的带子作为它的

无限存储，有一个读写头，能在带子上读、写符号和

左右移动。 初始时，带子上只有输入串，其他地方都

是空的，如果需要保存信息，它可能将这个信息写在

带子上，为了读已经写下的信息，它可将读写头往回

移动到这个信息所在的位置。 机器持续地计算，直
到产生输出为止。 机器预置了接受和拒绝 ２ 种状

态，如果进入这 ２ 种状态，就产生输出接受或拒绝。
如果不能进入任何接受或拒绝状态，就继续执行下

去，永不停止。

图 １　 图灵机示意

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｄｉａｇｒａｍ ｏｆ Ｔｕｒｉｎｇ ｍａｃｈｉｎｅ

　 　 由于它具有无限的存储带，带上可读也可写，读
写头可在带上左右移动等特点，所以相对于另外 ２
种计算模型———有穷自动机［１］（它的存储资源是有

限的）和下推自动机［１］（其栈内信息“先进后出”），
它具有更强的描述求解某问题的算法的能力。 例

如：确定型图灵机可以判定语言 Ａ（即，所有由 ０ 组

成、长度为 ２ 的方幂的字符串）， Ａ ＝ ｛０２ｎ ｜ ｎ ≥０｝ 。
该语言（语言是对问题的形式化描述［５］ ）的算法描

述［１］ＤＴＭ Ｍ ２如下：
对于输入字符串 ｗ：
１）从左往右扫描整个带子，隔一个字符消去一

个 ０；
２）如果在第 １）步之后，带子上只剩下唯一的一

个 ０，则接受；
３）如果在第 １）步之后，带子上包含不止一个

０，并且 ０ 的个数是奇数，则拒绝；
４）读写头返回至带子的最左端；
５）转到第 １）步。
第 １）步每重复一次，就会消去带子上一半的 ０。

如果执行一次第 １）步后，带子上的 ０ 的个数是大于

１ 的奇数，说明带子上原有的 ０ 的个数不可能是 ２
的方幂，因此拒绝［１］。 显然该算法 Ｍ２ 判定该语言。
对于存储资源有限的有穷自动机是无法描述该算法

的，而对于下推自动机，虽然具有无限存储的栈，但
由于栈的“先进后出”的特点，无法实现隔一个字符

消去一个 ０，由此可见图灵机具有更强的描述问题

的能力。
１．２．２　 非确定型图灵机

确定型图灵机在计算过程中，下一步动作只有

一种可能；而非确定型图灵机［５］ （ ｎｏｎｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃ
Ｔｕｒｉｎｇ ｍａｃｈｉｎｅ，ＮＴＭ）是指在计算过程中，机器可以

在多种可能性动作中选择一种继续进行，其计算是

一棵树，不同分支对应机器不同的可能性［５］。 如果

计算的某个分支导致接受状态，则机器接受该输入。
非确定型图灵机并不对应任何实际的计算设

备，它是一种假想的机器［７］。 但它是一个有用的数

学定义，有些问题更适于采用非确定型图灵机来描

述，如计算机博弈问题，某走棋方在走棋时有多种走

法可选择，这与非确定型图灵机的计算过程相同。
每个非确定型图灵机都等价于一个确定型图灵

机［１］。 也就是说这 ２ 种图灵机在能力上是等价的。
文献［７］中给出如下定理：如果一个确定型图灵机

去模拟一个 ｔ（ｎ）时间的非确定型图灵机，则所需时

间为 ２Ｏ（ ｔ（ｎ））。
１．３ 　 映射可归约性

概念　 问题 Ａ 是映射可归约到问题 Ｂ 的，如果

存在可计算函数 ｆ ，使得对每个 ｗ， ｗ ∈ Ａ⇔ｆ（ｗ） ∈
Ｂ ，记做 Ａ ≤ｍＢ 。 称 ｆ 为 Ａ 到 Ｂ 的归约［１］。

作用　 它旨在将一个问题转化为另一个问题，
且使得可以用第 ２ 个问题的解来解第 １ 个问题。 如

果问题 Ａ 可归约到问题 Ｂ，就可用 Ｂ 的解来解决问

题 Ａ［３］。 例如：在一个城市认路，可以借助于城市地

图，这样就将城市认路问题归约到城市地图问题。

２　 时间复杂性

时间复杂性是指求解一个问题所需多少时间。
对于固定规模的问题，其所需时间是一个常量；对于

任意规模的问题，一般采用渐近记法［１］，衡量其求

解的复杂程度。 如：函数 ｆ（ｎ） ＝ ｎ３ ＋ ｎ２ ＋ １，利用渐

近记法，则该函数的时间复杂性为 Ｏ（ｎ３） （其中 Ｏ
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表示一个常数），因为最高次项的影响占主导地位。
另外，也可以通过证明，给一些问题的时间复杂性分

类来说明该问题求解的难易程度。
２．１　 确定型多项式时间复杂性

确定型多项式时间复杂性（ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃ ｐｏｌｙｎｏ⁃
ｍｉａｌ ｔｉｍｅ，Ｐ）是指可以在确定型图灵机上以多项式

时间解决的问题的集合［６］。 一般认为多项式时间

算法已经足够快了，而指数时间的算法很少采

用［１］。 属于 Ｐ 复杂性类的问题，被认为是容易求解

的［８］。 属于 Ｐ 类的例子：２ 个数是否是互素的问题，
即 ＲＥＬＰＲＩＭＥ ＝ ｛〈ａ， ｂ〉 ｜ ａ 与 ｂ 互素｝ ［１］；如果 １
是同时整除 ２ 个数的最大整数，则称这 ２ 个数是互

素的。 如 ９ 和 １０ 就是互素的。 一种快速地判断 ２
个数是否互素的方法是采用欧几里德算法（Ｅｕｃｌｉｄｅ⁃
ａｎ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ） ［９］来计算 ２ 个自然数 ａ 和 ｂ 的最大公

因子，记为 ｇｃｄ（ｘ，ｙ） ［１０］，它是能够整除 ２ 个自然数

的最大整数， 如： ｇｃｄ（１２，１５） ＝ ３。 显然若 ｇｃｄ
（ｘ，ｙ） ＝１，说明 ｘ 和 ｙ 是互素的。 欧几里德算法用

伪代码描述［９］如下：
ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｇｃｄ（ａ，ｂ）
　 　 ｗｈｉｌｅ ｂ ≠ ０
　 　 　 ｔ ← ｂ（“←”表示赋值）
　 　 　 ｂ ← ａ ｍｏｄ ｂ（“ｍｏｄ”表示求余运算）
　 　 　 ａ ← ｔ
　 　 ｒｅｔｕｒｎ ａ
该算法输出的值就是 ａ 和 ｂ 的最大公因子。
算法 Ｒ 以 ｇｃｄ（ａ，ｂ） 为 子 程 序 求 解 ＲＥＬ⁃

ＰＲＩＭＥ［１］。
Ｒ＝“对输入〈ａ， ｂ〉，ａ 和 ｂ 是自然数：
１）运行子程序 ｇｃｄ（ａ，ｂ） 。
２）若结果为 １，就接受；否则，就拒绝。”
算法 Ｒ 的复杂性分析：显然，算法 Ｒ 的复杂性

由欧几里德算法的复杂性决定。 欧几里德算法的复

杂性问题已经被彻底研究过了，其复杂性为 ｈ２（ｈ 为

２ 个自然数中最小的那个数的位数） ［１１］，因此算法

Ｒ 的复杂性是 ｈ２，属于 Ｐ 类，即多项式时间算法。
２．２　 非确定型多项式时间复杂性

非确定型多项式时间复杂性（ ｎｏｎｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃ
ｐｏｌｙｎｏｍｉａｌ ｔｉｍｅ，ＮＰ）是指可以在非确定型图灵机上

以多项式时间解决的问题的集合［６］。 而前面在图

灵机的阐述中提到过，一个确定型图灵机去模拟一

个 ｔ （ ｎ） 时间的非确定型图灵机， 所需时间为

２Ｏ（ ｔ（ｎ）） ，所以属于 Ｐ 类的问题与属于 ＮＰ 类的问题

在求解的时间上存在指数级的差异。 可见 ＮＰ 类的

问题被怀疑是难解的［８］。 到目前为止，还不清楚

ＮＰ 类问题是否存在有效的多项式时间算法［８］。 但

是去验证某个问题是否成立是可以在多项式时间完

成的［１］，比如：合数问题（当一个自然数是 ２ 个大于

１ 的整数的乘积，称该自然数为合数），虽然还没有

找到一个有效的多项式时间算法，但可以比较容易

地去验证一个数是否是合数，这只需找到该数的一

个因子［１］，比如 ２４，它可以是 ４ 和 ６ 的乘积，因此它

是合数。 所以 ＮＰ 是具有多项式时间验证机（验证

算法）的问题的集合［１］。
ＮＰ 类问题的举例　 判定一个无向图是否包含

指定大小的团的问题属于 ＮＰ ［１２］，令 ＣＬＩＱＵＥ ＝
｛〈Ｇ， ｋ〉 ｜ Ｇ 是包含 ｋ 团的无向图｝。

团的概念　 如果 Ｃ 是无向图的顶点集 Ｖ 的子

集，而且任意 ２ 个 Ｃ 中的顶点都有边连接，则称顶

点集 Ｃ 为该无向图的团［２］。 文献［１］给出一种判定

团的非确定型多项式时间算法，如下：
Ｎ＝“对输入〈Ｇ ， ｋ〉 ，其中 Ｇ 是一个无向图：
１）非确定性地选择 Ｇ 中 ｋ 个结点的子集；
２）检查 Ｇ 是否包含链接 Ｃ 中结点的所有边；
３）若是，则接受；否则，拒绝。”
算法分析 　 该算法是运行在非确定型图灵机

上，当然，现实中并没有这种设备，这是一种假想，假
设存在这种机器，该算法在非确定型图灵机上以多

项式时间运行，而确定型图灵机才是现实中计算机

的雏形，所以该算法在计算机上将以指数时间运行，
也就是说该算法是不可取的，说明团问题是难解的。
２．３　 ＮＰ 的完全问题（ＮＰ⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ）

一个语言 Ｂ 属于 ＮＰ⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ，如果它满足 ２ 个

条件：
１）Ｂ 属于 ＮＰ；
２）每个属于 ＮＰ 的问题在多项式时间内可以归

约到 Ｂ［１］。
ＮＰ⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ 问题被认为是 ＮＰ 类中最难的［２］，

Ｃｏｏｋ［１２］找到并证明了第一个属于 ＮＰ⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ 的问

题［１３］，即 ＳＡＴ［１２］（ｓａｔｉｓｆｉａｂｉｌｉｔｙ， 可满足性问题［１４］ ），
可以根据映射可归约性，证明某个问题属于 ＮＰ⁃
ｃｏｍｐｌｅｔｅ。 如果某个问题被证明属于 ＮＰ⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ，
则说明该问题不存在有效的多项式时间算法，因此

就可以不用将精力花费在寻找有效算法上了［１］。
对于 ＮＰ⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ 的定义，如果 Ｂ 仅仅满足条件 ２，
这说明该问题本身并不属于 ＮＰ，可以说它是 ＮＰ⁃
ｈａｒｄ［１］。 因而该问题可能更加难解。

ＮＰ⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ 例子　 顶点覆盖问题［１５］。
无向图 Ｇ 的顶点覆盖是一个顶点集合 Ｖ，使得

Ｇ 中的每一条边都接触 Ｖ 中的至少一个顶点［１６］。
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顶点覆盖问题旨在确定图中是否存在指定规模的顶

点覆盖：
ＶＥＲＴＥＸ⁃ＣＯＶＥＲ ＝ ｛〈Ｇ ， ｋ〉 ｜ Ｇ 是具有 ｋ 个

结点的顶点覆盖的无向图｝ ［１］，顶点覆盖问题属于

ＮＰ⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ 类问题［１２］。
对于证明某个问题 Ａ 属于 ＮＰ⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ，需要依

据 ＮＰ⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ 的定义，具体步骤如下：
１）证明 Ａ 属于 ＮＰ；
２）需要找到一个已被证明是 ＮＰ⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ 的问

题 Ｂ；
３）证明 Ｂ 可归约到 Ａ；
４）证明该归约可在多项式时间内完成。
这里步骤 ３）是难点，需要一些别出心裁的巧妙

思维去构造一个合理的归约函数，文献［１］中，使用

已经被证明属于 ＮＰ⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ 的问题 ３ＳＡＴ（３ＳＡＴ，
是一个合取范式，该公式中每一个子句都有 ３ 个文

字，它是 Ｋａｒｐ［１２］的 ２１ 个 ＮＰ⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ 问题的其中之

一），设该 ３ＳＡＴ 公式为 （ｘ∨ ｘ∨ ｙ） ∧ （ｘ－ ∨ ｙ－ ∨ ｙ－）
∧ （ｘ－ ∨ ｙ ∨ ｙ－） ，并且构造了一个归约，如图 ２。

图 ２　 归约的完整结构图

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｒｅｄｕｃｉｂｉｌｉｔｙ

图中包括变量构件和子句构件，变量构件关系

对变量的赋值；子句构件对应公式中的 ３ 个子句。
图中共有 ２ｍ ＋ ３ｌ （ｍ 表示公式中变量的数量，ｌ 表
示公式中子句的数量）个顶点，令指定的顶点覆盖

规模 ｋ ＝ ｍ ＋ ｌ ，根据此 ３ＳＡＴ 公式，ｋ 的值为 ８，因此

要从图中找到满足该 ３ＳＡＴ 公式的规模为 ８ 的顶点

覆盖。
规则［１］ 　 首先为 ２ 个变量选取满足公式的赋

值，即 ｘ 为假、ｙ 为真，选择变量构件中相应的结点

作为顶点覆盖中的结点，然后在各个子句构件中选

择值不为真的 ２ 个结点作为顶点覆盖中的结点，其
中第 ３ 个子句的 ３ 个变量的值都为真，则将不影响

顶点覆盖的结点 ｘ－ 去除，选择该子句中的另外 ２ 个

结点，如图中有阴影的结点，这些结点的集合构成该

图的一个顶点覆盖。 因此说明该图中的顶点覆盖，
可以满足该 ３ＳＡＴ 公式（即该公式的值为真），进而

说明 ３ＳＡＴ 可归约到顶点覆盖，也就是说 ３ＳＡＴ 问题

可以在顶点覆盖问题上求解，根据 ＮＰ⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ 定

义可知，顶点覆盖问题属于 ＮＰ⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ。
２．４　 指数时间复杂性（ｅｘｐｏｎｅｎｔｉａｌ ｔｉｍｅ， ＥＸＰＴＩＭＥ）

该复杂性类是一些确定型问题的集合，这些问

题可以使用确定型图灵机在 Ｏ（２ｐ（ｎ）） 的时间内解

决，这里的 ｐ（ｎ）代表的是 ｎ 的某个多项式。 属于该

复杂性的问题，它的难度不小于 Ｐ、ＮＰ、ＮＰ⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ
以及 空 间 复 杂 性 类 （ ＰＳＰＡＣＥ 和 ＰＳＰＡＣＥ⁃ｃｏｍ⁃
ｐｌｅｔｅ） ［３］。

ＥＸＰＴＩＭＥ 例子 　 Ｇ３
［１７］ 游戏，该游戏中的每个

局面（ｐｏｓｉｔｉｏｎ）是一个四元组（ τ ， Ｗ－ＬＯＳＥ（Ｘ，Ｙ），
Ｂ－ＬＯＳＥ（Ｘ，Ｙ），α′），其中 τ ∈ ｛Ｗ，Ｂ｝ ，它表示当前

走棋方， Ｗ － ＬＯＳＥ ＝ Ｃ１１ ∨ Ｃ１２ ∨ Ｃ１３ ∨…∨ Ｃ１ｐ 和

Ｂ⁃ＬＯＳＥ ＝ Ｃ２１ ∨ Ｃ２２ ∨ Ｃ２３ ∨ … ∨ Ｃ２ｑ 是属于

１２ＤＮＦ［１８］的布尔公式，其中每个 Ｃ１ ｉ（１≤ ｉ≤ｐ） 和

Ｃ２ ｊ（１≤ｊ≤ｑ）是最多 １２ 个文字之间的与运算，每个

文字是集合 Ｘ（Ｙ）中的一个变量，如： ｚ 或 ｚ－ （变量 ｚ
的非运算）；α′是对公式 Ｘ ∪ Ｙ 的一个赋值，如： Ｘ ＝
｛ｘ１，ｘ２，ｘ３｝ ， Ｙ ＝ ｛ｙ１，ｙ２，ｙ３｝ ，则 Ｘ∪Ｙ ＝ ｛ｘ１，ｘ２，ｘ３，
ｙ１，ｙ２，ｙ３｝ ，对 Ｘ ∪ Ｙ 赋值，就是对该集合中的各个

元素赋值为 ０ 或 １。
比赛双方交替进行，Ｗ 方或 Ｂ 方通过改变集合

Ｘ 和 Ｙ 中的一个变量的值进行走棋。 更精确地，Ｗ
方能够从局面（Ｗ， Ｗ －ＬＯＳＥ（Ｘ，Ｙ），Ｂ －ＬＯＳＥ （Ｘ，
Ｙ）， α′） 下棋到局面（Ｂ， Ｗ－ＬＯＳＥ（Ｘ，Ｙ）， Ｂ－ＬＯＳＥ
（Ｘ，Ｙ）， α′），当且仅当 α′ 与 α′’不同，并且在 α′的
赋值下，Ｗ－ＬＯＳＥ（Ｘ，Ｙ）的布尔值为 ｆａｌｓｅ。 如果在

Ｗ（Ｂ）走了若干步后，公式 Ｗ－ＬＯＳＥ（Ｂ－ＬＯＳＥ）为

ｔｒｕｅ，那么 Ｗ（Ｂ）失败。
在文献［１７］中，给出了四元组中的公式 Ｆ（即

Ｗ－ＬＯＳＥ（Ｘ，Ｙ）或 Ｂ－ＬＯＳＥ（Ｘ，Ｙ））的所有可能的表

示形式共有： ｃａｒｄ（Ｖ（Ｆ）） ≤ ｅ ×｜ Ｆ ｜ ／ ｌｏｇ（ ｜ Ｆ ｜ ） ，
其中，ｅ 为常量， ｜Ｆ ｜表示公式 Ｆ 被编码后的长度，Ｖ
（Ｆ）表示公式 Ｆ 所有可能的表示形式所构成的集

合，ｃａｒｄ（Ｖ（Ｆ））表示集合中的元素总数。 而对于表

示 Ｇ３游戏局面的四元组，对于 ｐｌａｙｅｒ Ｉ（ ｐｌａｙｅｒ ＩＩ），
通过对集合 Ｘ（Ｙ）中的一个变量的赋值来完成下

棋，而该变量的值有 ２ 个，即 ０ 或 １。 所以，某个走

棋方在下棋时，可走的局面有 ２ 个，即对于一个 Ｆ 的

表示形式，由于四元组有 ２ 种可能，所以，从第一步

开始一直到分出胜负，共有 ｅ ×｜ Ｆ ｜ ／ ｌｏｇ（ ｜ Ｆ ｜ ） 个 ２
相乘，即 ２ｅ×｜ Ｆ｜ ／ ｌｏｇ（ ｜ Ｆ｜ ） 。 又用 τ 来识别走棋方，即第

一步谁先走有 ２ 种可能，并且该四元组中有 ２ 个公

式 Ｆ（即 Ｗ－ＬＯＳＥ（Ｘ，Ｙ）和 Ｂ－ＬＯＳＥ（Ｘ，Ｙ）），因此，
对一个输入 ｗ，其中 ｎ 表示 ｗ 的长度，则 Ｇ ３从开始
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走棋到分出胜负，共产生的局面的数量为 ２ ×
２２ｅｎ ／ ｌｏｇ（ｎ） ，用渐近记法表示，为 ２Ｏ（ｎ ／ ｌｏｇ（ｎ）） ，是指数级

的。 即该游戏属于 ＥＸＰＴＩＭＥ 问题。

３　 空间复杂性

空间复杂性是指求解一个问题所需多少空间。
属于某空间复杂性类的问题，它的求解难度要大于

属于时间复杂性类的问题，因为运行快的算法不可

能消耗大量的空间，也就是说在每个计算步上最多

能访问一个新单元，所以，任何在时间 ｔ（ｎ）内运行

的机器最多能消耗 ｔ（ｎ）的空间［１］。 与时间复杂性

一样，也是采用渐近记法来计算求解问题的空间复

杂性。 另外，也可以通过证明，给一些问题的空间复

杂性分类来说明该问题求解的困难程度。
３．１　 确定型多项式空间复杂性

确定型多项式空间复杂性（ｄｅｔｅｒｍｉｎｉｓｔｉｃ ｐｏｌｙｎｏ⁃
ｍｉａｌ ｓｐａｃｅ，ＰＳＰＡＣＥ）是指能够被确定型图灵机在多

项式空间内解决的问题的集合［１９］。 属于 ＰＳＰＡＣＥ
问题举例：全量词化的布尔公式（ ｔｒｕｅ ｑｕａｌｉｆｉｅｄ ｂｏｏｌ⁃
ｅａｎ ｆｏｒｍｕｌａ，ＴＱＢＦ） ［６］，形如： ∀ｘ∃ｙ（ｘ ∧ ｙ） ，该公

式的含义是：对于任意的 ｘ，存在 ｙ，使得 ｘ∧ ｙ 为真。
全量词化的布尔公式是指公式中出现的所有变量，
都有量词对其约束［６］。 ＴＱＢＦ 问题就是判定一个全

量词 化 的 布 尔 公 式 是 真 或 假 的 问 题， 它 属 于

ＰＳＰＡＣＥ。 其多项式空间算法［１］如下：
Ｔ ＝ 对输入的全量词化的布尔公式：
１）若该公式不含量词，则它是一个只有常数的

表达式。 计算公式的值，若为真，则接受；否则，则拒

绝。
２）若公式等于∃ ｘφ ，在 φ 上递归地调用 Ｔ，首

先用 ０ 替换 ｘ，然后用 １ 替换 ｘ。 只要有一个结果是

接受，则接受；否则，拒绝。
３）若 φ 等于 ∀ｘφ ，在 φ 上递归调用 Ｔ，首先用

０ 替换 ｘ，然后用 １ 替换 ｘ。 若 ２ 个结果都是接受，则
接受；否则，拒绝。

算法分析　 该算法模拟的是量词化布尔公式的

计算过程，每一次递归就是对公式中最左侧的一个

量词所约束的变量赋值 （假设该公式为前束范

式［１８］ ）。 递归的深度就是该公式 φ 中包含的变量的

个数，设为 ｍ，因此每层只需存储一个变量，所以该

算法的空间消耗是 Ｏ（ｍ）。 因此该算法属于多项式

空间算法。
３．２　 ＮＰＳＰＡＣＥ

它是指能够被非确定型图灵机在多项式空间内

解决的问题的集合。 空间与时间不同，它可以被重

复使用，根据萨维奇定理［２０］，如果一台非确定型图

灵机能够利用 ｆ（ｎ）空间解决某个问题，那么一台确

定型图灵机能够在至多 ｆ ２（ ｎ）空间解决相同的问

题。 由该定理可得推论： ＮＰＳＰＡＣＥ ＝ ＰＳＰＡＣＥ ［１］。
３．３　 ＰＳＰＡＣＥ 的完全问题

一个 语 言 Ｂ 属 于 ＰＳＰＡＣＥ 的 完 全 问 题［１］

（ＰＳＰＡＣＥ⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ），如果它满足 ２ 个条件：
１）Ｂ 属于 ＰＳＰＡＣＥ；
２）每个属于 ＰＳＰＡＣＥ 的问题在多项式时间内

归约到 Ｂ。
ＰＳＰＡＣＥ⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ 属于 ＰＳＰＡＣＥ 类中最困难的

问题，和 ＮＰ⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ 的定义类似，如果 Ｂ 仅仅满足

条件 ２， 说 明 Ｂ 不 属 于 ＰＳＰＡＣＥ， 可 以 说 它 是

ＰＳＰＡＣＥ⁃ｈａｒｄ，那么 Ｂ 可能更加难解。 常见的属于

ＰＳＰＡＣＥ⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ 的问题有 ＱＢＦ［６］（量词的布尔公

式）、ｆｏｒｍｕｌａ ｇａｍｅ［１］（公式博弈）、棋类游戏［１］（ｃｈｅｓｓ
ｇａｍｅ）等。

举例 　 广义地理学游戏［１］ （ ｇｅｎｅｒａｌｉｚｅｄ ｇｅｏｇｒａ⁃
ｐｈｙ ｇａｍｅ）是一种地理学游戏，选手们轮流给出世界

各地的城市名称。 每一座选中的城市的首字母必须

与前一座城市的尾字母相同，城市的名称不允许重

复，游戏从某个指定的城市开始，直到某一方不能延

续为止。 对于证明某问题属于 ＰＳＰＡＣＥ⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ 的

过程与 ＮＰ⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ 的证明类似，首先要证明该问

题属于 ＰＳＰＡＣＥ，文献［１］中给出了一个多项式空间

的算法，证明了该问题可在多项式空间求解。 然后

选择了一个已被证明为 ＰＳＰＡＣＥ⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ 类的问题

如 ｆｏｒｍｕｌａ ｇａｍｅ（实际上，它就是 ＴＱＢＦ，只是假设有

２ 个选手交替为每个变量赋值）并独出心裁地构造

了一个归约，如图 ３［１］。

图 ３　 归约的全部结构

Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐｌｅｔｅ ｓｔｒｕｃｔｕｒｅ ｏｆ ｒｅｄｕｃｉｂｉｌｉｔｙ
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这是一个广义地理学的有向图，在该图上模拟

进 行 ｆｏｒｍｕｌａ ｇａｍｅ， 设 布 尔 公 式 为

∃ｘ１∀ｘ２∃ｘ３∀ｘ４…∃ｘｋ［（ｘ１ ∨ ｘ２ ∨ ｘ３） ∧（ｘ２ ∨ ｘ３

∨…） ∧…∧（）］ ，从图中顶端的 ｂ 点开始，２ 个选

手 Ｉ 和 ＩＩ 分别给变量选择赋值（设 ｘ１， ｘ２， …， ｘｋ处

的左侧结点表示 １，右侧表示 ０），最终某一方因无法

选择结点（根据广义地理学游戏的规则，图中每个

结点只能选择一次）而输掉比赛，即比赛结束，该归

约确保：如果公式为 ｔｒｕｅ，则选手 Ｉ 获胜；否则选手 ＩＩ
获胜。 这说明在广义地理学游戏上模拟进行 Ｆｏｒ⁃
ｍｕｌａ Ｇａｍｅ，并最终能够求解。 因此证明了 Ｆｏｒｍｕｌａ
Ｇａｍｅ 可归约到广义地理学游戏。 结合 ＰＳＰＡＣＥ⁃
ｃｏｍｐｌｅｔｅ 的 定 义， 可 知 广 义 地 理 学 问 题 属 于

ＰＳＰＡＣＥ⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ。

４　 各种复杂性类之间的关系

前文介绍了常见的时间复杂性类和空间复杂性

类，下面来讨论这些复杂性类中哪个相对简单，哪个

相对更加难解。
４．１　 Ｐ 与 ＮＰ 的关系

Ｐ 是在确定型图灵机上以多项式时间求解的问

题的集合；ＮＰ 是在非确定型图灵机上以多项式时间

求解的问题的集合；ＮＰ 问题若在确定型图灵机上求

解，就需要用确定型图灵机去模拟非确定型图灵机

的运行过程，这种模拟所需要的时间是指数级的，因
此，普遍认为 ＮＰ 问题要难于 Ｐ 类问题，即 Ｐ ⊆
ＮＰ ［３］。 但是否 Ｐ ＝ ＮＰ ，有许多学者都在致力于这

方面的研究工作，如果 Ｐ ＝ ＮＰ ，那么所有 ＮＰ 问题

都能够找到有效的多项式时间算法，也就是说许多

难解的问题都可以迎刃而解。 但是还没有成功［１］，
大多数学者还是接受 Ｐ ≠ ＮＰ ［２］，ＣＯＯＫ［１３］ 证明了

第一个属于 ＮＰ⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ 的问题———可满足性问题

（ｓａｔｉｓｆｉａｂｉｌｉｔｙ， ＳＡＴ），同时根据映射可归约性，在某

种意义上，是将所有 ＮＰ 问题归为了同一个问题［２］。
这为研究 Ｐ 和 ＮＰ 是否相等的学者们提供了一个方

便，即只要证明一个 ＮＰ⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ 问题存在有效的

多项式时间算法，那么所有的 ＮＰ 问题都存在多项

式时间算法［２］。
４．２　 时间复杂性与空间复杂性的关系

前面已经提到过，运行快的算法不可能消耗大

量的空间，也就是说在每个计算步上最多能访问一

个新单元，所以，任何在时间 ｔ（ｎ）内运行的机器最

多能消耗 ｔ （ ｎ） 的空间［１］。 因此空间复杂性类

（ＰＳＰＡＣＥ 和 ＮＰＳＰＡＣＥ）的问题要难于时间复杂性

（Ｐ 和 ＮＰ）类的问题。
４．３　 空间复杂性与 ＥＸＰＴＩＭＥ 的关系

根据文献［１］中的引理：设 Ｍ 是有 ｑ 个状态和

ｇ 个带符号的 ＬＢＡ（一种受限制的图灵机）。 对于长

度为 ｎ 的带子， Ｍ 恰有 ｑｎｇｎ 个不同的格局。 可推

出，需要空间为 ｆ（ｎ）的 ＰＳＰＡＣＥ 问题，根据渐近记

法，最多有 ｆ（ｎ） × ２Ｏ（ ｆ（ｎ）） 个不同的格局，假设处理

每个格局需要一个时间单元，在最差的情况下（遍
历到第 ｆ（ｎ） × ２Ｏ（ ｆ（ｎ）） 个格局，图灵机输出接受或拒

绝，即处于停机状态），求解该问题所用时间等于

ｆ（ｎ） × ２Ｏ（ ｆ（ｎ）） 。 即该 ＰＳＰＡＣＥ 问题必定在时间

ｆ（ｎ） × ２Ｏ（ ｆ（ｎ）） 内 运 行， 因 此 ＰＳＰＡＣＥ ⊆
ＥＸＰＴＩＭＥ［３］。 所以，各个计算复杂性类之间的关

系 为 Ｐ ⊆ ＮＰ ⊆ ＰＳＰＡＣＥ ＝ ＮＰＳＰＡＣＥ ⊆
ＥＸＰＴＩＭＥ［１］， 如图 ４。

图 ４　 各复杂性类之间的关系

Ｆｉｇ．４　 Ｔｈｅ ｒｅｌａｔｉｏｎｓ ｏｆ ｓｏｍｅ ｃｏｍｐｌｅｘｉｔｉｅｓ

５　 结束语

计算复杂性是计算理论的一个分支，它是一个

理论性很强的计算机科学问题，极具挑战性。 通过

研究问题的计算复杂性，可以了解该问题求解的难

易程度，如果是难解的 （如 ＮＰ⁃ｃｏｍｐｌｅｔｅ、ＰＳＰＡＣＥ⁃
ｃｏｍｐｌｅｔｅ），即该问题不存在有效的多项式时间求解

算法，则不必将大量的精力放在寻找该问题的有效

算法上，从而提高了工作效率。 论述了计算理论的

一些基本概念，并通过例子论述了各个计算复杂性

类的证明方法和当前计算复杂性理论的研究现状。
最后详细分析了各个复杂性类之间的关系。 在该领

域中，还存在一些尚待解决的难题，比如：Ｐ 是否等

于 ＮＰ，许多学者都在致力于这方面的研究工作，如
果 Ｐ ＝ ＮＰ ，那么所有 ＮＰ 问题都能够找到有效的多

项式时间算法，也就是说许多难解的问题都可以迎

刃而解。 但是这个等式还没有被成功证明；各个复

杂性类之间的包含关系是否正确也有疑问，这些包

含关系是否存在着真包含，这些都是国内外学者们

今后重点研究的课题。
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