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改进的蝙蝠算法在数值积分中的应用研究

肖辉辉，段艳明
（河池学院 计算机与信息工程学院，广西 宜州 ５４６３００）

摘　 要：蝙蝠算法具有收敛速度快、潜在分布式和并行性等特点，但也存在着寻优精度不高、后期收敛速度慢、易陷

入局部最优等问题。 针对蝙蝠算法和目前数值积分方法的不足，把具有很强的全局寻优能力和局部搜索能力的差

分进化算法融合到蝙蝠算法中，提出了一种基于差分进化算法的改进蝙蝠算法求任意函数数值积分的新方法，该算

法不仅能求解通常意义下任意函数的定积分， 而且能计算振荡积分和奇异积分。 通过 ６ 个不同算例与当前数值积

分方法比较， 实验仿真结果表明，该算法是有效的和可行的，能够快速有效地获取任意函数的数值积分值。 同时，扩
展了蝙蝠算法的应用领域。
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　 　 在生产实践领域和科学计算研究中，存在大量

涉及函数积分的求解问题，比如 ＰＩＤ 调节器设计、
桥梁设计、计算机图形学、金融数学等，因此研究数



值积分问题对科学研究和工程实践具有重要参考价

值。 目前，求解函数的数值积分的方法有许多，常用

的传统数值积分方法有 Ｓｉｍｐｓｏｎ 法、Ｎｅｗｔｏｎ 法、梯形

法、矩形法、Ｒｅｍｂｅｒｇ 法、Ｇａｕｓｓ 法等［１⁃３］，但这些传统

的方法在工程技术和科学研究中都存在一定程度的

不足，比如积分精度不高、计算量较大、系数和节点

的计算比较困难、收敛性得不到保证、求解被积函数

的原函数非常困难等问题。 近年来，随着智能算法

的发展，有学者利用智能算法求解函数的数值积分

问题，从而克服了传统的数值积分方法的缺陷。 如

２００８ 年，周永权等人提出了基于进化策略求解任意

函数数值积分［４］，该算法能快速有效地求出任意函

数的数值积分值；２００９ 年，韦杏琼等［５］ 提出了一种

基于粒子群算法的不等距节点数值积分方法，该算

法能求解任意函数的数值积分值，对被积函数要求

低，计算精度较高；同年，聂黎明等［６］ 提出一种基于

人工鱼群算法求解任意函数的数值积分方法，该算

法对参数选取不敏感且对初始值无要求，计算积分

精度较高；２０１３ 年陈欢［７］提出了一种基于杂草算法

求解任意函数的数值积分方法，该算法对积分精度

有所提高。 上述智能算法都在一定程度上解决了传

统数值积分方法的不足，取得了较大的成功，但在积

分精度、鲁棒性、收敛性等方面仍存在不足。 同时，
目前国内外对蝙蝠算法在函数数值积分方面的研究

较少。

１　 蝙蝠优化算法

１．１　 基本蝙蝠优化算法

蝙蝠算法（ｂａｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ， ＢＡ） ［８］ 是 ＹＡＮＧ Ｘ Ｓ
２０１０ 年提出的一种新的群智能优化算法。 是模拟蝙

蝠采用一种声呐来探测猎物、避免障碍物的生物学特

性发展而来的一种新颖的群智能优化算法，具有并行

性、收敛速度快、分布式等特征。 目前，ＢＡ 算法作为

一种新的群智能优化算法，已广泛应用于自然科学、
工程科学与生产实践中，如 ＰＦＳＰ 调度问题［９］、ｋ＿均
值聚类优化［１０］、工程优化［１１］、多目标优化［１２］ 等问题

中。 但该算法存在着缺乏变异机制［１３］、易陷入局部

极小、后期收敛速度慢与收敛精度低等缺点，使其在

很多领域的应用被严重地制约了，因此在具体的实际

应用中需要经常对它进行改进。
１．２ 　 具有差分进化策略的蝙蝠算法

１．２．１　 差分进化算法

差分进化算法（ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ，ＤＥ） ［１４］ 是

一种基于群体差异的启发式全局智能优化算法，它
是 Ｋ Ｐｒｉｃｅ 和 Ｒ Ｓｔｏｒｎ 在 １９９７ 年为求解切比雪夫多

项式而提出的。 其设计思想是：应用当前种群个体

的差异来重组得到中间种群，然后再利用后代个体

与父代个体之间的相互竞争来产生下一代新的种

群。 其优点主要有收敛速度快、需待定的参数较少、
不易陷入局部最优、易与其他智能算法融合，并构造

出具有性能更优的群智能优化算法。
１．２．２　 ＤＥＢＡ 算法的设计思想

本文基于基本的 ＢＡ 算法，引入差分进化策略，
融合其各自的优点，提出了基于差分进化策略的改

进 ＢＡ 算法（ｄｉｆｆｅｒｅｎｔｉａｌ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｂａｔ ａｌｇｏｒｉｔｈｍ， ＤＥ⁃
ＢＡ）。 考虑到随机初始种群个体会影响算法的计算

量，另外， Ｒ Ｌ Ｈａｕｐｔ 等［ １５ ］指出，在基于种群迭代搜

索的全局优化算法中，在迭代初期，多样性较好的种

群对提高算法的全局寻优能力很有帮助。 因此，本
文提出的 ＤＥＢＡ 算法在算法的迭代初期就把变异等

算子融入进来，从而保证了迭代初期种群的多样性。
对基本的蝙蝠算法的深入剖析得知，由于算法

缺乏相应的变异机制，使得基本的蝙蝠算法具有收

敛精度低、易陷入局部极小等缺陷。 为了克服这些

不足，把差分进化策略融入到基本的蝙蝠算法中来，
从而形成了本文算法，它跟基本的蝙蝠算法最显著

的区别在于使原来没有变异操作的基本蝙蝠算法具

有变异机制。
ＤＥＢＡ 算法的设计思想：在基本的蝙蝠算法基

础上，经过演化后的蝙蝠位置 ｘｉ
ｔ 不是直接进入下一

次（ ｔ ＋ １）迭代，而是继续对其进行差分进化，通过

变异机制来获得种群中优秀个体与当前个体之间的

差异，从而引导个体的演化方向，使其向种群中的优

秀个体靠近，在得到新的蝙蝠位置后，再进入下一次

迭代，继续利用基本的蝙蝠算法进行搜索和位置更

新。 这样就增加了种群的多样性，使其避免陷入局

部最优而获得全局最优解，同时也提高了收敛速度

和收敛精度。
１．２．３　 ＤＥＢＡ 算法实现步骤

ＤＥＢＡ 算法的具体实施步骤如下：
１） 初始化 ＤＥＢＡ 算法的各个参数。
２） 根据目标函数计算种群个体的适应度函数

值，确定当前的最优值及最优解。
３） 利用式（１） ～ （３）对蝙蝠的搜索脉冲频率、

速度和位置进行更新：
ｆｉ ＝ ｆｍｉｎ ＋ （ ｆｍａｘ － ｆｍｉｎ） × β （１）
ｖｉ ｔ ＝ ｖｉ ｔ

－１ ＋ （ｘｉ
ｔ － ｘ∗） × ｆｉ （２）

ｘｉ
ｔ ＝ ｘｉ

ｔ －１ ＋ ｖｉ ｔ （３）
式中： β ∈［０，１］ 是均匀分布的随机数； ｆｉ 是蝙蝠 ｉ
的搜索脉冲频率， ｆｉ ∈［ ｆｍｉｎ，ｆｍａｘ ］； ｖｉ ｔ 、 ｖｉ ｔ
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示蝙蝠 ｉ 在 ｔ 和 ｔ － １ 时刻的速度； ｘｉ
ｔ 、 ｘｉ

ｔ －１ 分别表

示蝙蝠 ｉ 在 ｔ 和 ｔ － １ 时刻的位置； ｘ∗ 表示当前所有

蝙蝠的最优解。
４） 对当前最优解进行随机扰动，产生一个新的

解，并对新的解进行越界处理。
５） 生成均匀分布随机数 ｒａｎｄ，如果 ｒａｎｄ＜ Ａｉ 且

ｆ（ｘｉ） ＜ ｆ（ｘ∗） ，则接受 ４）产生的这个新解，然后按

式（４） ～ （５）对 ｒｉ 和 Ａｉ 进行更新：
Ａｉ

ｔ ＋１ ＝ αＡｉ
ｔ （４）

ｒｉ ｔ
＋１ ＝ Ｒ０［１ － ｅｘｐ（ － γｔ）］ （５）

　 　 ６） 利用差分进化算法以每一个蝙蝠位置为初

始点进行变异、交叉、选择操作，得到新的蝙蝠位置。
７） 根据种群蝙蝠个体的适应度值优劣，来更新

种群的最优值和种群的最优解。
８） 在算法完成一次迭代后，进入下一次迭代之

前，判断算法是否满足终止条件，如满足条件，则退

出程序并输出种群的最优解及种群的最优值，否则，
转 ３）。

２　 ＤＥＢＡ 算法性能实验仿真与分析

为了验证本文算法的寻优精度、收敛速度、鲁棒

性等性能优于基本的蝙蝠优化算法，本文利用 ４ 个

不同维数的经典测试函数进行性能比较测试。 测试

函数［１６⁃１７］及其参数如下：
１） Ｓｐｈｅｒｅ 函数： Ｄ ＝ １０，－１００ ≤ ｘｉ ≤１００，函数

的理论最优值为 ０ 。

ｆ１（ｘ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
ｘ２
ｉ

　 　 ２） Ｒａｓｔｒｉｇｒｉｎ 函数： Ｄ ＝ １０，－５．１２ ≤ ｘｉ ≤ ５．１２，
函数的理论最优值为 ０。

ｆ２（ｘ） ＝ ∑
ｎ

ｉ ＝ １
［ｘ２

ｉ － １０ｃｏｓ（２πｘｉ） ＋ １０］

　 　 ３） Ｒｏｓｅｎｂｒｏｃｋ 函数： Ｄ ＝ １０，－３０ ≤ ｘｉ ≤ ３０，函
数的理论最优值为 ０。

ｆ３（ｘ） ＝ ∑
ｎ－１

ｉ ＝ １
［１００ （ｘｉ ＋１ － ｘ２

ｉ ） ２ ＋ （ｘｉ － １） ２］

　 　 ４） Ｓｃｈａｆｆｅｒ Ｆ ６函数： Ｄ ＝ ２，－１００ ≤ ｘｉ ≤１００，函
数的理论最优值为－１。

ｆ４（ｘ） ＝
ｓｉｎ２ ｘ１

２ ＋ ｘ２
２ － ０．５

［１ ＋ ０．００１（ｘ１
２ ＋ ｘ２

２）］ ２
－ ０．５

　 　 在本文算法中参数设置如下：最大脉冲率 Ｒ０ ＝
０．５，最大脉冲音量 Ａ０ ＝ ０．２５，脉冲频率增强系数 ｇａ⁃
ｍａ＝ ０．０５，脉冲频率范围［０，２］，尺度因子 Ｆ ＝ ０．５，
脉冲音量衰减系数 ａｌｆ ＝ ０．９５，交叉概率 ＣＲ ＝ ０．１，种
群数最大为 ２００，最大迭代次数为 １ ０００ 。
２．１　 固定演化迭代次数的性能比较

为了防止算法的偶然性带来的误差，分别对每

个函数独自执行 ２０ 次，取其最优值、平均值、最差值

和标准差，并与基本的蝙蝠算法进行比较，测试结果

如表 １ 所示。

表 １　 固定演化迭代次数的性能比较

Ｔａｂｌｅ １　 Ｐｅｒｆｏｒｍａｎｃｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｆｉｘｅｄ ｅｖｏｌｕｔｉｏｎ ｉｔｅｒａｔｉｏｎｓ

函数 算法 最优值 平均值 最差值 标准差

ｆ１（ｘ）
ＤＥＢＡ ９．６９５６３８３４６０１１８８Ｅ⁃１９ ５．８４３７９３２２６０９０２８Ｅ⁃１８ １．６２６１９３８９６９２４４７Ｅ⁃１７ ４．８３８３３６９４６４３８６１Ｅ⁃１８

ＢＡ ２．１６６０５１５９２６５Ｅ＋０３ １．２４３７８６４６８０４Ｅ＋０４ ３．６８６８９６５４１６２Ｅ＋０４ ７．９１３０５５９５９５９Ｅ＋０３

ｆ２（ｘ）
ＤＥＢＡ ０ ０ ０ ０

ＢＡ ４．８７６６４４３３７３５Ｅ＋０１ ９．７７６２９４０５８７６Ｅ＋０１ １．７８１０４９３１８２５Ｅ＋０２ ３．２４３９２５１３２４５Ｅ＋０１

ｆ３（ｘ）
ＤＥＢＡ ２２．８６０６９４１８８３８４５６ ５５．２４９８９１５０９１２８３２ ８８．５９９４７９４５４８９５４３ １７．８０５７７８５２０１１０６５

ＢＡ ４．１３８２１３１３７４８Ｅ＋０３ １．０１３２６６７９６４５Ｅ＋０７ ５．３８２７５１３４９９４Ｅ＋０７ １．３７２５７６９６０７９Ｅ＋０７

ｆ４（ｘ）
ＤＥＢＡ －１ －０．９９９９２５９０３３３５９８ －０．９９９４３８９０７１２０１６ １．３２１２０７６７９９１１０６ｅ⁃０４

ＢＡ －０．９２１８１０８１７８５６２７ －０．６４０１７５００３０７７４３ －０．５１１１９１５８７５０６０９ １．２４０４３９７４４５５６５ ｅ⁃０１

　 　 由表 １ 可以获得，对 ｆ１ 单峰函数，ＤＥＢＡ 比 ＢＡ
的最优值提高了 ２２ 个数量级，平均值提高了 ２２ 个

数量级，标准差提高了 ２１ 个数量级；对高维、复杂的

多峰函数 ｆ２，ＤＥＢＡ 的最优值达到了理论最优值，平
均适应值提高了 １ 个数量级，标准差提高了 １ 个数

量级；对单峰病态函数 ｆ３，ＤＥＢＡ 比 ＢＡ 的最优值提

高了 ２ 个数量级，平均适应值提高了 ６ 个数量级，标
准差提高了 ６ 个数量级；对强烈振荡的多峰函数 ｆ４，

ＤＥＢＡ 的最小适应值达到了理论最优值，平均适应

值提高了 ０．３５，标准差提高了 ３ 个数量级。 由仿真

实验结果表明，本文算法（ＤＥＢＡ）效果较好，并对高

维多峰函数也是可行有效的。
图 １ 是本文算法与基本的蝙蝠算法的收敛曲线

对比图。 可以看出本文算法在收敛速度、迭代次数、
收敛精度等性能上显著优于基本的蝙蝠算法，而且

对于复杂多极值点函数，本文算法能收敛到函数的
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理论全局最优解。

（ａ） ｆ１ 函数的收敛对比曲线

（ｂ） ｆ２ 函数的收敛对比曲线

（ｃ） ｆ３ 函数的收敛对比曲线

（ｄ） ｆ４ 函数的收敛对比曲线

图 １　 ＤＥＢＡ 与 ＢＡ 的收敛曲线对比

Ｆｉｇ．１　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｃｏｎｖｅｒｇｅｎｃｅ ｃｕｒｖｅｓ ｏｆ ＤＥＢＡ ａｎｄ ＢＡ

２．２　 算法复杂度的分析

一个好的智能优化算法，时间复杂度应该比较

低。 由于篇幅限制，这里只选用了测试函数 ｆ３ 对本

文算法的时间复杂度进行测试分析，取相同的种群

数（４０）、独立运行次数（２０ 次），计算所需要的平均

运行时间，仿真结果如表 ２ 所示。 从表 ２ 的平均运

行时间来看，虽然 ＤＥＢＡ 算法多了利用差分进化策

略进行变异操作，但在不同维数情况下 ＤＥＢＡ 算法

的平均运行时间比 ＢＡ 算法的平均运行时间略长一

些，说明本文算法是可行和有效的。

表 ２　 ｆ３ 平均运行时间对比

Ｔａｂｌｅ ２　 Ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ａｖｅｒａｇｅ ｒｕｎｎｉｎｇ ｔｉｍｅ ｆ ３

维数 ＤＥＢＡ ＢＡ

１０ ０．９５５５ ０．３２７６

３０ １．０１０９ ０．３５２６

５０ １．１０６９ ０．３８５３

３　 ＤＥＢＡ 算法求解数值积分算法

　 　 通过上述实验仿真表明，改进的蝙蝠算法 ＤＥ⁃
ＢＡ 具有收敛精度高、收敛速度快等特性。 针对目前

数值积分方法存在的缺陷，利用 ＤＥＢＡ 算法求数值

积分，其基本思想是：在积分区间［ ａ，ｂ ］随机生成

ＮＰ 个节点位置，然后通过本文算法优化这些点的位

置，最终获得精度较高的积分值，实现步骤为

　 　 １） 在积分区间随机生成 ＮＰ 个 Ｄ 维个体的种

群，并确定种群中的每个个体的表达式，个体的表示

形式为 （Ｘ，Ｖ） ＝ （（ｘ１，ｘ２，…，ｘＤ），（ｖ１，ｖ２，…，ｖＤ）） 。
　 　 ２） 计算适应度。 对积分区间内的每个个体的

Ｄ 维分量进行升序排列，接着分别计算 Ｄ ＋ ２ 个节点

相邻之间的距离 ｄ ｊ，ｊ ＝ １，２，…，Ｄ ＋ １，然后计算 Ｄ ＋
１ 个小段中间节点和 Ｄ ＋ ２ 个节点的函数值，并比较

每小段中间节点、左端点和右端点的函数值，记下最

大的函数值为 Ｍａｘ ｊ ，最小的函数值为 Ｍｉｎ ｊ，ｊ ＝ １，２，
…，Ｄ ＋ １， 每 个 个 体 的 适 应 度 定 义 为： ｆ（ ｉ） ＝

０．５∑
Ｄ＋１

ｊ ＝ １
ｄ ｊ ｜ Ｍａｘ ｊ － Ｍｉｎ ｊ ｜ ，设定一个很接近 ０ 的值 ε

作为程序的终止条件，当最小适应度小于 ε 时程序

运行终止，适应度越接近于 ０，表明该个体越优良。
　 　 ３） 对算法的终止条件进行判断，假如终止条件

不成立，则算法往下继续执行，如终止条件满足，算
法停止运行，并输出种群的最优个体，同时求出函数

的积分值。
　 　 ４） 更新蝙蝠种群。
　 　 ５） 重复运行 ４），直到终止条件满足为止，输出

种群的最优个体，并把它作为结果。
　 　 ６） 算法停止执行时，算法最终所求出的函数积

分值近似于

∑
Ｄ＋１

ｊ ＝ １
ｍ ｊｄ ｊ （６）

式中， （ｄ１，ｄ２，…，ｄＤ＋１） 是积分区间的 Ｄ ＋ １ 个小段

对应的距离， （ｍ１，ｍ２，…，ｍＤ＋１） 为积分区间的 Ｄ ＋１
个小段对应的中间点所对应的函数值。

４　 数值积分仿真实验与分析

　 　 为验证 ＤＥＢＡ 算法求解数值积分问题的有效性
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和正确性， 选取了文献［１⁃７］中给出的一些算例， 并

与传统的梯形法、Ｓｉｍｐｓｏｎ 方法、Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ Ｓｉｍｐｓｏｎ
方法、Ｒｏｍｂｅｒｇ 方法及一些智能算法（粒子群算法，
杂草算法、人工鱼群算法）数值积分方法进行比较。
　 　 例 １　 取 Ｎ ＝ １５，Ｄ ＝ ６０，分别计算 ６ 个函数： ｘ２、

ｘ４、 １ ＋ ｘ２ 、 １ ／ １ ＋ ｘ 、 ｓｉｎ（ｘ） 、 ｅｘ 在［ ０，２］ 积分区

间的积分值，ＤＥＢＡ 算法计算结果和文献［４⁃７］、文
献［１８］、文献［１９］、文献［２０］结果对比如表 ３。 函

数 ｘ４ 和函数 １ ＋ ｘ２ 积分误差变化曲线如图 ２～３。

表 ３　 ９ 种算法对例 １ 的函数积分值比较

Ｔａｂｌｅ ３　 Ｉｎｔｅｇｒａｌ ｖａｌｕｅｓ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘａｍｐｌｅ １ ｗｉｔｈ ９ ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

函数 ｘ２ ｘ４ １ ＋ ｘ２ １ ／ １ ＋ ｘ ｓｉｎ（ｘ） ｅ
ｘ

精确值 ２．６６７ ６．４００ ２．９５８ １．０９９ １．４１６ ６．３８９

本文算法 ２．６６６ ９８５ ７３ ６．４０１ ２０１ ２．９５８ １６９ ０ １．０９８ ７５４ １．４１６ ０８２ ６．３８８ ９２１

ＩＷＯ ２．６６６ ３３ ６．３９８ ６５ ２．９５７ ８１ １．０９８ ５９ １．４１６ ３２ ６．３８８ ７３

ＰＳＯ ２．６６６ ６．３９８ ２．９５８ ７ １．０９８ ５ １．４１６ ６．３８８ ７

ＡＦＳ ２．６６６ ５９３ ６．３９９ ５０１ ２．９５７ ８６８ １．０９８ ５９８ １．４１６ １７３ ６．３８８ ９４９

ＦＮ ２．６６７ ６．３９９ ５ ２．９５７ ８９ １．０９８ ６ １．４１６ ６．３８９

ＥＳ ２．６６６ ６．３９８ ２．９５７ ７ １．０９８ １．４１６ ６．３８８

ＮＮ ２．６６５ ６．３９３ ２．９５９ １．１０１ １．４１５ ６．３８８

Ｓｉｍｐｓｏｎ ２．６６７ ６．６６７ ２．９６４ １．１１１ １．４２５ ６．４２１

梯形法 ４．０００ １６．０００ ３．３２６ １．３３３ ０．９０９ ８．３８９

图 ２　 函数 ｘ４ 的积分误差变化曲线

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｅｒｒｏｒ ｃｈａｎｇｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎ ｘ４

图 ３　 函数 １ ＋ ｘ２ 的积分误差变化曲线

Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｅ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｅｒｒｏｒ ｃｈａｎｇｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｆｕｎｃｔｉｏｎ １ ＋ ｘ２

　 　 例 ２　 计算奇异函数积分：

ｆ（ｘ） ＝
ｅ －ｘ，０ ≤ ｘ ＜ １
ｅ －ｘ ／ ２，１ ≤ ｘ ＜ ２
ｅ －ｘ ／ ３，２ ≤ ｘ ≤ ３

ì

î

í

ï
ï

ïï

　 　 该奇异函数的精确积分值是 １．５４６ ０３６。 本文取

Ｎ ＝ １５，Ｄ ＝ ６０，获得该函数的积分值与文献［４⁃７］、文
献［１９］、文献［２０］的计算结果对比如表 ４ 所示。 ＤＥＢＡ
算法求解该函数的积分误差变化曲线如图 ４。

图 ４　 例 ２ 的积分误差变化曲线

Ｆｉｇ．４　 Ｔｈｅ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｅｒｒｏｒ ｃｈａｎｇｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｅｘａｍｐｌｅ ２

表 ４　 ７ 种算法对例 ２ 的函数积分值比较

Ｔａｂｌｅ ４　 Ｉｎｔｅｇｒａｌ ｖａｌｕｅｓ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘａｍｐｌｅ ２ ｗｉｔｈ ７
ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

算法 函数积分值

本文算法 １．５４６ ０３８ ８３４ ５７６ ７

ＥＳ［４］ １．５４５ ９８０ ５

ＰＳＯ［５］ １．５４６ ０３２

ＡＦＳ［６］ １．５４６ ０３２ ６１

ＩＷＯ［７］ １．５４５ ９９４

ＮＮ［１９］ １．５４６ ７

ＦＮ［２０］ １．５４６ ０４

　 　 例 ３　 求解函数积分 ∫１
０
ｅ －ｘ２ｄｘ

　 　 由于被积函数的原函数不是初等函数，因此不能

用牛顿—莱布尼茨公式进行计算［５］。 例 ３ 的函数的

精确积分值是 ０．７４６ ８２４。 本文取 Ｎ ＝ １５，Ｄ ＝ ２００，
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获得该函数的积分值与文献［４⁃７］、文献［１９］、文献

［２０］的计算结果对比如表 ５ 所示。 ＤＥＢＡ 算法求解

该函数的积分误差变化曲线如图 ５ 所示。

图 ５　 例 ３ 的积分误差变化曲线

Ｆｉｇ．５　 Ｔｈｅ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｅｒｒｏｒ ｃｈａｎｇｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｅｘａｍｐｌｅ ３

表 ５　 ８ 种算法对例 ３ 的函数积分值比较

Ｔａｂｌｅ ５　 Ｉｎｔｅｇｒａｌ ｖａｌｕｅｓ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘａｍｐｌｅ ３ ｗｉｔｈ ８ ａｌ⁃
ｇｏｒｉｔｈｍｓ

算法 函数积分值

本文算法 ０．７４６ ８２６ ９５４ ４６０ ４

ＰＳＯ ０．７４６ ８６６

ＩＷＯ ０．７４６ ８３４

ＡＦＳ ０．７４６８ ２７３ ０４

ＥＳ ０．７４６ ８３

矩形法 ０．７７７ ８２

梯形法 ０．７４６ ２１

Ｓｉｍｐｓｏｎ ０．７４６ ８３

　 　 例 ４　 计算积分 ∫４８
０

１ ＋ （ｃｏｓ ｘ）２ ｄｘ

　 　 该积分函数在利用 Ｒｏｍｂｅｒｇ 方法进行计算时遇到
了困难［１８］。 用 Ｃｏｍｐｏｓｉｔｅ Ｓｉｍｐｓｏｎ ｒｕｌｅ 法计算时，把积
分区间划分为 １００ 个等距子区间，计算结果为
５８．４７０ ８２１ ５［１８］。 例 ４ 的 函 数 的 精 确 积 分 值 是
５８．４７０ ４６９ １。 运用 ＤＥＢＡ 算法，取Ｎ ＝ １５，Ｄ ＝ １００，得
该函数积分值与文献［４⁃７］、［１９］、［２０］的结果对比如
表 ６。 ＤＥＢＡ 法求解该函数积分误差变化曲线如图 ６。

表 ６　 ８ 种算法对例 ４ 的函数积分值比较

Ｔａｂｌｅ ６　 Ｉｎｔｅｇｒａｌ ｖａｌｕｅｓ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ ｔｈｅ ｅｘａｍｐｌｅ ４ ｗｉｔｈ ８
ａｌｇｏｒｉｔｈｍｓ

算法 函数积分值

本文算法 ５８．４７０ ５０５ ３７２ ３５１

ＰＳＯ ５８．４７０ ２４

ＩＷＯ ５８．４７０ ４９２

ＡＦＳ ５８．４７０ ４４４ ８３

ＥＳ ５８．４７０ ６５

ＦＮ ５８．４７０ ５

梯形法 ５８．５２０ ９

Ｓｉｍｐｓｏｎ ５８．４７０ ８２１ ５

图 ６　 例 ４ 的积分误差变化曲线

Ｆｉｇ．６　 Ｔｈｅ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｅｒｒｏｒ ｃｈａｎｇｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｅｘａｍｐｌｅ ４

　 　 例 ５　 计算振荡函数积分 ∫
５π
８

０
ｓｉｎ（２０ｘ）ｄｘ

　 　 该函数的精确积分值为 ０．０５，本文取 Ｎ ＝ １５，
Ｄ ＝１２０，计算的结果为 ０．０４９ ９９２ ８６０ ７４４ ７１７ ２。 在

用复化梯形公式计算此积分［２１］ 时，为了使此函数的

积分误差不超过 １０－３，则至少应该取 ５０３ 个点，求解

中的计算工作量非常大，运用神经网络计算的结果

为 ０． ０４９ ９２［２２］， 利 用 粒 子 群 计 算 的 结 果 为

０．０５０ ０３８［５］， 采 用 杂 草 算 法 获 得 的 结 果 为

０．０５０ ０２５ ２３９ ０９３ ０８５［７］。 ＤＥＢＡ 算法求解该函数

的积分误差变化曲线如图 ７ 所示。

图 ７　 例 ５ 的积分误差变化曲线

Ｆｉｇ．７　 Ｔｈｅ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｅｒｒｏｒ ｃｈａｎｇｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｅｘａｍｐｌｅ ５

　 　 例 ６　 计算振荡函数积分 ∫１
０
ｘｓｉｎｘｓｉｎ（１００ｘ）ｄｘ

　 　 该振荡函数积分的精确值为－０．００７ ３２７ ９，利用

粒子群进行计算得到的结果为－０．００７ ３４０ ９［５］，采用

人 工 鱼 群 算 法 计 算 得 到 的 结 果 为

－０．００７ ３３２ ０８４ ９２７ ９２［６］，运用杂草算法计算得到

的结果为－０．００７ ３６２ ７３［７］，本文取 Ｎ ＝ １５，Ｄ ＝ ３６０，
计算得到的结果为－０．００７ ３３５ ４１１ ８５５ ２１３ ６７。 ＤＥ⁃
ＢＡ 算法求解该函数的积分误差变化曲线图如图 ８。

图 ８　 例 ６ 的积分误差变化曲线

Ｆｉｇ．８　 Ｔｈｅ ｉｎｔｅｇｒａｌ ｅｒｒｏｒ ｃｈａｎｇｅ ｃｕｒｖｅ ｏｆ ｅｘａｍｐｌｅ ６
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　 　 通过上述 ６ 个不同数值积分算例对本文 ＤＥＢＡ
算法的正确性和有效性进行的测试结果分析得到：
从表 ３ 可以得知，对算例 １ 中的 ６ 个普通函数进行

数值积分，ＤＥＢＡ 算法相比目前的数值积分方法所

求的积分值精度都要高，且优势明显；从表 ４ 可以得

知，对算例 ２ 的奇异函数积分，ＤＥＢＡ 算法相比神经

网络算法 （ＮＮ） 精度高 ２ 个数量级，比杂草算法

（ＩＷＯ）和进化策略（ＥＳ）精度高 １ 个数量级，比粒子

群算法（ＰＳＯ）、人工鱼群算法（ＡＦＳ）、三角函数作为

泛函神经元（ＦＮ）３ 种方法的精度都要略高一些；从
表 ５ 可以得知，对算例 ３ 的积分，ＤＥＢＡ 算法分别比

矩形法、梯形法精度高 ４ 个数量级和 ２ 个数量级，比
粒子群算法和杂草算法精度高 １ 个数量级，比进化

策略、人工鱼群算法和 Ｓｉｍｐｓｏｎ 法的精度都要略高

一些；从表 ６ 可以得知，对算例 ４ 的积分，ＤＥＢＡ 算

法相比梯形法精度高 ３ 个数量级，比进化策略、粒子

群算法和 Ｓｉｍｐｓｏｎ 法精度高 １ 个数量级，跟杂草算

法、人工鱼群算法、ＦＮ 法 ３ 种方法相比，积分精度相

当，积分误差的数量级都是 １０－５；对于算例 ５ 的振荡

函数积分，ＤＥＢＡ 算法相比神经网络算法、粒子群算

法和杂草算法精度都要高 １ 个数量级；对于算例 ６
的振荡函数积分，ＤＥＢＡ 算法比粒子群算法、杂草算

法的精度都要高 １ 个数量级，跟人工鱼群算法相比，
积分精度相当，积分误差的数量级都是 １０－５。 从图

２～８ 可以看出，ＤＥＢＡ 算法收敛性较好，经过较少的

迭代次数就能获得精度较高的积分值。 从以上数值

积分实验仿真结果表明，ＤＥＢＡ 算法是非常有效的。

５　 结束语

　 　 本文提出了基于改进的蝙蝠算法求函数数值积

分的新方法 ＤＥＢＡ 算法，对 ６ 个不同数值积分算例

进行测试，仿真结果表明，该算法收敛性、计算精度

相比目前的数值积分方法优势比较明显，验证了

ＤＥＢＡ 算法的有效性和可行性，不仅可以对普通函

数进行积分，还可以计算振荡积分、奇异积分和被积

函数的原函数不是初等函数积分，此方法可看作对

目前数值积分方法的一种深入扩展。 同时，也可以

看作蝙蝠算法应用领域的一种补充。 如何利用其他

智能算法的优点来改进基本的 ＢＡ 算法，如与花朵

授粉算法进行融合；如何扩展 ＢＡ 算法的应用领域，
利用 ＢＡ 算法解决离散性问题；对蝙蝠算法的理论

研究（如利用 Ｍａｒｋｏｖ 链证明蝙蝠算法的收敛性）等
问题是今后进一步研究的内容和方向。
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