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摘　 要：研究了基于离散时间模型的多智能体领航跟随编队控制算法。 在该算法中，通过引入基于邻居的局部控制

律以及基于邻居的状态估计规则设计了一种新型控制器，在该控制器中通过简单地设定跟随者和领航者之间的相

对坐标即可方便地实现任意形状编队，同时该文引入了坐标旋转公式———用于实现整个队形能够随着领航者的运

动方向的变化做相应旋转，且文中分别给出了固定拓扑和切换拓扑时系统稳定编队的充分条件。 最后分别通过

Ｍａｔｌａｂ 仿真和在 Ａｍｉｇｏｂｏｔ 机器人平台上做实验来验证该算法的正确性及实际可行性。
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　 　 近年来，多智能体系统受到了越来越多的关注。 所谓多智能体系统是指由多个可自主计算的智能
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体

组成的系统，它具有自组织、学习和推理等能力以及

自主性、分布性和协调性等特点，在系统中每个智能

体仅需与邻居进行信息交互，便能完成一个整体的

期望目标。 多智能体技术有着广泛的应用背景，譬
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如可用于编队控制、交通流控制、分布式信息融合以

及生物、经济、工程等领域［１ ⁃ ４］。
随着无线通信技术以及计算机技术的快速发

展，使多个智能体组成的群体系统通过协调、合作来

完成原本由单个智能体无法或难以完成的工作已经

成为可能。 多智能体系统具有单个智能体难以拥有

的丰富的感知能力、高效率的并行执行能力、优秀稳

定的鲁棒性和卓越的容错能力等优势，因此使得智

能体在实际工作环境中的可适应性及实用性均得到

了大幅提高。 而多智能体编队问题是对于多智能体

协调合作问题所开展的研究中的一个典型应用。 多

智能体编队控制主要是指多个智能体在群体运动过

程中，能够在克服环境限制的同时还保持着期望队

形，最终都能够顺利到达指定目的地的控制技术。
多智能体的编队控制是目前对多智能体协调合作问

题进行研究的重要基础，引起了国内外广大学者的

关注，是国内外进行多智能体系统研究的热点课题。
目前，常用的多智能体编队控制方法主要有分布式

控制、基于行为法、虚结构法、人工势场法和领航跟

随法等［５］。
在以上几种编队方法中，领航—跟随法得到了

广泛应用，并且成为最普遍采用的编队方法之

一［６］。 领航跟随法的基本思想是在多个智能体组

成的群体中，某个智能体被指定为领航者，其余作为

它的跟随者，跟随者以一定的距离间隔跟踪领航智

能体的位置和方向［７］。 对于领航—跟随法有 ２ 种

控制器形式［５ ， ８］：控制器和 ｌ⁃φ 控制器。 ｌ⁃φ 控制器

的控制目标是使跟随者和领航者之间的距离和相对

转角达到设定值［９］。 ｌ⁃ｌ 控制器考虑的是 ３ 个机器人

之间的相对位置问题，当跟随者和 ２ 个领航者之间

的距离达到设定值时，就可以认为整个队形稳定了。
文中通过引入基于邻居的局部控制律以及基于

邻居的状态估计规则［９ － １３ ］ 设计了一种领航跟随编

队算法的新型控制器，在控制器中通过简单地设定

跟随者和领航者之间的相对坐标即可轻松实现任意

形状编队，并为了将所有跟随者相对于领航者的相

对坐标统一映射到领航者的坐标系中，在控制器中

引入了“坐标旋转公式” ［１４］，用于实现整个队形的

对称轴和领航者的运动方向平行，即所编队形随着

领航者的运动方向的改变做相应旋转。 文中设计的

这种新型控制器，既突破了 ｌ⁃ｌ 控制器中机器人个数

的限制又避免了 ｌ⁃φ 控制器设计偏复杂的缺点。 文

中分别给出了固定拓扑和切换拓扑下的系统稳定编

队的充分条件及相应的证明。 文章的最后分别通过

ＭＡＴＬＡＢ 仿真和在 Ａｍｉｇｏｂｏｔ 机器人平台上做实验

来验证该算法的正确性及实际可行性。

１　 相关的图论基础

为了讨论方便，简单介绍一些文中能够用到的

图论中的一些基本的概念和相关的标记符号。 更多

图论细节可参阅文献［１５］。
图论在连通系统中是非常重要且有效的数学分

析工具。 一个无向图 Ｇ ＝ （Ｖ，Ｅ） 是由非空有限顶点

集合和无序的元素偶对 ｅｋ 的集合组成，其中 ｅｋ ＝
（ｖｉ，ｖｊ） ∈ Ｅ 称为图的边。 文中假设不存在从一个

顶点到它自身的边 （ｖｉ，ｖｉ）， 而且由于图 Ｇ 是无向

图，所以有 ∀（ｖｉ，ｖｊ） ∈ Ｅ， （ｖｊ，ｖｉ） ∈ Ｅ 。 如果 （ｖｉ，
ｖｊ） ∈ Ｅ ，那么可以说 ｖｊ 是 ｖｉ 的邻居顶点，则顶点 ｖｉ
的邻居顶点集合定义为 Ｎｉ ＝ ｛ ｊ：（ｖｉ，ｖｊ） ∈ Ｅ，∀ｊ ≠
ｉ｝ 。 图中顶点 ｖｉ 到顶点 ｖｊ 的一条路径是指从起始

顶点 ｖｉ 到终止顶点 ｖｊ 过程中一系列顶点对组成的连

续的边。 如果无向图中任何 ２ 个顶点至少有一条路

径，那么就说这个图是连通的，否则就是非连通的。
在无向图中，用 Ａ ＝ （ａｉｊ） ｎ×ｎ 来表示系统的权重

邻接矩阵，其中 ａｉｊ 满足 ａｉｉ ＝ ０ 且 ａｉｊ ＝ ａ ｊｉ ≥０。 在无

向图 Ｇ 中，节点 ｖｉ 的度定义为 ｄｉ ＝ Σａｉｊ ，其中 ｊ ∈
Ｎ。 则图 Ｇ 的度矩阵为对角阵 Ｄ ＝ ｄｉａｇ（ｄ１，ｄ２，…，
ｄｎ） 。 那么图 Ｇ 的拉普拉斯（ Ｌａｐｌａｃｉａｎ） 矩阵 Ｌ ＝
Ｄ －Ａ ，显然 Ｌ 是对称矩阵。 从 Ｌ 的定义中，可以知

道 Ｌ 的每一行元素之和为零，即 Ｌ·１ ｎ ＝ ０，这里

１ ｎ ＝ （１，１，…，１） ｎ×１ ，从而可以很容易得到 Ｌ的其中

一个特征值为零，其对应的特征向量为 １ ｎ 。

２　 控制算法设计

在介绍算法设计之前，这里先对系统的连接拓

扑图 Ｇ 做一个简要的说明。 文中图 Ｇ 的邻接矩阵

包括两部分，一部分是所有跟随者之间组成的连通

图 Ｇ
－
的邻接矩阵用表示，相应图 Ｇ

－
的度矩阵用 Ｄ 表

示，而领航者和每个跟随者之间的连接矩阵用 Ｂ 表

示。 假设系统中包括领航者共有 ｎ ＋ １ 个智能体，那
么 Ａ 为 ｎ × ｎ 的对称矩阵； Ｂ 为 ｎ × ｎ 的对角矩阵，
对角线上的元素为跟随者和领航者之间的连接权重

值，文中假定图 Ｇ 总是连通的，则 Ｂ 对角线上的元

素的值至少有一个不为零，即至少有一个跟随者和

领航者是直接连通的，但这种连通是单向的，就是说

领航者的运动不受跟随者的影响。 当系统的拓扑图

在一定时刻变化时，则图 Ｇ被认为是这 ｎ ＋ １ 个智能

体组成的所有可能的拓扑图集合 Ｓ ＝ ｛Ｇ１，Ｇ２，…，

ＧＭ｝ 中的一个，定义 Ｐ
～
＝ ｛１，２，…，Ｍ｝ 为拓扑图的索
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引值集合。 为了描述切换拓扑情形，在这里定义一

个切换拓扑图的触发信号变量 Ω：［０，¥） →Ｐ
～
，这里

Ω 表示在 ０ 到无穷区间的任意分散的随机时刻点都

指向 Ｐ
～
中的一个值，即对应着一种拓扑图，其中 ２ 个

相邻的随机触发时刻点可能间隔很小也可能很大。
文中在切换拓扑下，所有的矩阵都带有下标 Ω 以表

示它们是在 Ω 的触发下进行变化，为了书写简便，
以下均省略下标 Ω 。
２．１　 新型控制器设计

　 　 在文中的 Ｌｅａｄｅｒ⁃Ｆｏｌｌｏｗｅｒ 多智能体系统中，领
航者的运动不受跟随者的影响，并且假定领航者的

速度无法被跟随者实时获取。 这里首先介绍一下领

航者的运动控制律：
ｘ０（ｋ ＋ １） ＝ ｘ０（ｋ） ＋ ｖ０（ｋ）
ｖ０（ｋ ＋ １） ＝ ｖ０（ｋ） ＋ ａ（ｋ）
ａ（ｋ） ＝ ａ０ ＋ δ（ｋ）

ì

î

í

ï
ï

ï
ï

式中： ｘ０（ｋ） ∈ Ｒｍ 是领航者的位置； ｖ０（ｋ） ∈ Ｒｍ 是

领航者的速度； ａ（ｋ） ∈ Ｒｍ 是加速度控制输入，
ａ０ ∈Ｒｍ 是初始加速度值，为已知的； δ（ｋ） ∈ Ｒｍ 为

环境噪声扰动是未知的，但是它有一个给定的上限

值 δ
－
，即 ‖δ（ｋ）‖ ≤ δ

－
， ‖δ（ｋ）‖ 表示 δ（ｋ） 的 ２

范数。 文中出现的形如 ‖·‖ 的表达式均表示 ２
范数，这里 ｍ 的值可以取任意自然数，但一般取值 ２
和 ３，因为取值为 ２ 和 ３ 时分别表示 ２ 维平面和三维

空间，文中所有的上下标的 ｍ 取值均为 ２。
跟随者的运动控制律如式（１）所示：

ｘｉ（ｋ ＋ １） ＝ ｘｉ（ｋ） ＋ ｖｉ（ｋ） ＋ ｄｕｉ（ｋ）
ｖｉ（ｋ ＋ １） ＝ ｖｉ（ｋ） ＋ ｄｒｕｉ（ｋ）{ （１）

式中： ｘｉ（ｋ） ∈ Ｒ ｍ是第 ｉ 个跟随者的位置； ｖｉ（ｋ） ∈
Ｒ ｍ是第 ｉ 个跟随者的速度； ｄ 和 ｒ 均为控制常量参

数，在后面将给出它们的取值范围。
由于领航者和其他邻居跟随者的速度无法实时

获取，又因为他们的位置信息可以实时得到，故式

（１）中的 ｕｉ（ｋ） ∈ Ｒｍ 为第 ｉ 个跟随者的基于邻居位

置信息的控制器输入，其表达式为

ｕｉ（ｋ） ＝ － ［ ∑
ｊ∈Ｎｉ（ｋ）

ａｉｊ（ｋ）（（ｘｉ（ｋ） －

ｐｉ（ｋ）） － （ｘ ｊ（ｋ） － ｐ ｊ（ｋ））） ＋

　 　 ｂｉ（ｋ）（（ｘｉ（ｋ） － ｐｉ（ｋ）） － ｘ０（ｋ））］

（２）
式中：

ａｉｊ（ｋ） ＝
αｉｊ，第 ｉ 个跟随者和第 ｊ 个跟随者相连

０，其他{

ｂｉ（ｋ） ＝
βｉ，第 ｉ 个跟随者和领导者相连

０， 其他{
ｉ，ｊ ＝ １，２，…，ｎ ， α ｉｊ ＞ ０， β ｉ ＞ ０。

这里首先对坐标系问题做一个简要说明：文中

假定有 ２ 个坐标系，一个是绝对坐标系，另一个是领

航者坐标系，但无论是领航者还是跟随者，它们的实

际坐标均是基于绝对坐标系的。 这里的领航者坐标

系定义为：以领航者的绝对坐标作为它自身坐标系

的坐标原点，并以它的运动方向作为它自身坐标系

的 ｘ 轴正方向。 所以领航者自身的坐标系其实是以

领航者的角速度大小（顺时针时其大小为负值）相

对于绝对坐标系做顺或逆时针方向的旋转，加上领

航者同时以一定的线速度在运动，故领航者坐标系

相对于绝对坐标系一边做旋转运动一边沿着领航者

的运动轨迹做平移运动。 譬如当领航者做逆时针方

向的匀速圆周运动时，领航者坐标系相对于绝对坐

标系则是一边以恒定的角速度做逆时针方向的旋转

运动一边以恒定的线速度沿着领航者的圆周运动轨

迹做平移运动。
式（２）中的 ｐｉ（ｋ） ＝ Ｒｉ（ｋ） Ｃｉ ∈ Ｒｍ 为实现编队

的控制参数。 其中 Ｃｉ ＝ ［ｐｘ ｉ 　 ｐｙｉ］ Ｔ 为绝对坐标系

下系统稳定时第 ｉ 个跟随者相对于领航者的相对坐

标位置。 为描述方便，这里以 ３ 个智能体甲为领航

者、乙丙均为跟随者编队成为等腰三角形为例进行

说明，首先假定“前方”指 Ｘ 轴正方向，“上方”指 Ｙ
轴正方向，那么假定甲在前方，乙和丙在甲的后方且

乙在丙的上方，同时乙丙连线是等腰三角形底边，设
定甲乙丙到底边中点的距离都为 Ｍ ，如图 １（ａ）所
示，则如果此时甲的坐标为 （ｘ，ｙ） ，乙丙的坐标分

别为 （ｘ１，ｙ１） 、 （ｘ２，ｙ２） ，那么有

ｐｘ１
＝ ｘ１ － ｘ ＝ － Ｍ

ｐｙ１
＝ ｙ１ － ｙ ＝ Ｍ{

ｐｘ２
＝ ｘ２ － ｘ ＝ － Ｍ

ｐｙ２
＝ ｙ２ － ｙ ＝ － Ｍ{

　 　 故当队形一定时 ｐｘ ｉ 和 ｐｙｉ 为定值。 为描述简

便，这里不妨假设系统稳定时领航者在绝对坐标系

中的坐标始终为（０，０），那么 Ｃｉ 则可看成第 ｉ 个跟

随者在绝对坐标系的坐标，做这样的假设后可以随

意设定跟随者坐标以实现任意形状编队。 Ｒｉ（ｋ） 表

达式为

Ｒｉ（ｋ） ＝
ｃｏｓ（θ ｉ（ｋ）） － ｓｉｎ（θ ｉ（ｋ））
ｓｉｎ（θ ｉ（ｋ）） ｃｏｓ（θ ｉ（ｋ））

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

它为第 ｉ 个跟随者第 ｋ 时刻的坐标旋转矩阵，
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它能将第 ｉ 个跟随者在绝对坐标系中相对于领航者

的相对坐标转换成在领航者坐标系中相对于领航者

的坐标，以实现系统稳定编队时整个队形能够在沿

着领航者运动轨迹做平移运动的同时，又能以领航

者的角速度大小相对于绝对坐标系做顺或逆时针方

向的旋转，如图 １ 为转换前后示意图。 其中的

θ ｉ（ｋ） 为第 ｉ 个跟随者第 ｋ 时刻的运动方向与绝对

坐标系中 Ｘ 轴正方向之间的夹角，当系统稳定编队

时可近似为领航者的运动方向和绝对坐标系中 Ｘ
轴正方向之间的夹角如图 １ （ ｂ） 中的 θ ，范围为

－ π，π( ) 。

图 １　 相对坐标转换对比图

Ｆｉｇ．１　 Ｔｈｅ ｃｏｍｐａｒｉｓｏｎ ｏｆ Ｒｅｌａｔｉｖｅ ｃｏｏｒｄｉｎａｔｅ ｔｒａｎｓｆｏｒ⁃
ｍａｔｉｏｎ

２．２　 主要结论

这里将给出文中的一些主要结论，同时对式

（１）中的控制参数 ｄ 和 ｒ 的范围做一个界定。
为了方便后期的公式推导，这里首先将式（１）

矩阵化处理。 定义：

ｘ ＝
ｘ１

︙
ｘｎ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

， ｖ ＝
ｖ１
︙
ｖｎ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

， ｐ ＝
ｐ１

︙
ｐｎ

é

ë

ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
úú

则由式（１）和（２）化简可得

ｘ（ｋ ＋ １） ＝ ｘ（ｋ） ＋ ｖ（ｋ） ＋ ｄｕ（ｋ）
ｖ（ｋ ＋ １） ＝ ｖ（ｋ） ＋ ｄｒｕ（ｋ）
ｕ（ｋ） ＝ － （（Ｌ ＋ Ｂ） 􀱋 Ｉｍ）（ｘ（ｋ） － ｐ（ｋ）） ＋

　 　 　 （Ｂ １ｎ） 􀱋 ｘ０（ｋ）

ì

î

í

ï
ïï

ï
ïï

（３）
式中： Ｉｍ 为 ｍ × ｍ 的单位对角矩阵， １ ｎ 为 ｎ 维全 １
列向量，即 １ ｎ ＝ １ １ … １[ ] Ｔ 。

定义跟随者和领航者之间的位置差 ｘ
－
（ｋ） 和速

度差 ｖ
－
（ｋ） 如下：

ｘ
－
（ｋ） ＝ ｘ（ｋ） － １ｎ 􀱋 ｘ０（ｋ）

ｖ
－
（ｋ） ＝ ｖ（ｋ） － １ｎ 􀱋 ｖ０（ｋ）

{ （４）

则由式（３）和（４）化简得

ｘ
－
（ｋ ＋ １） ＝ （（Ｉｎ － ｄＨ） 􀱋 Ｉｍ）ｘ

－
（ｋ） ＋ ｖ

－
（ｋ） ＋

ｄ（Ｈ 􀱋 Ｉｍ）ｐ（ｋ）

ｖ
－
（ｋ ＋ １） ＝ ｄｒ（Ｈ 􀱋 Ｉｍ）ｐ（ｋ） － １ｎ 􀱋 （ａ０（ｋ） ＋

δ（ｋ）） － ｄｒ（Ｈ 􀱋 Ｉｍ）ｘ
－
（ｋ） ＋ ｖ

－
（ｋ）

ì

î

í

ï
ï
ï

ï
ï
ï

（５）
式中： Ｉｎ 为 ｎ × ｎ 的单位对角矩阵， Ｈ ＝ Ｌ ＋ Ｂ 。

令差值变量为

ξ（ｋ） ＝
ｘ
－
（ｋ）

ｖ
－
（ｋ）

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

则可将式（５）化简为

ξ（ｋ ＋ １） ＝ （Ｆ 􀱋 Ｉｍ）ξ（ｋ） ＋ ｇ （６）

式中： Ｆ ＝
Ｉｎ － ｄＨ Ｉｎ
－ ｄｒＨ Ｉｎ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

ｇ ＝
ｄ（Ｈ 􀱋 Ｉｍ）ｐ（ｋ）

ｄｒ（Ｈ 􀱋 Ｉｍ）ｐ（ｋ） － １ｎ 􀱋 （ａ０（ｋ） ＋ δ（ｋ））
é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

（７）
在给出重要结论之前，这里先给出几个引理。

引理 １　 如果图 Ｇ 是连通的，那么对称矩阵 Ｈ
是正定的［１１］。

引理 ２（Ｒｏｕｔｈ－Ｈｕｒｗｉｔｚ ｔｈｅｏｒｅｍ） 　 假设一个形

如 ａ０ｘｎ ＋ ａ１ｘｎ－１ ＋ … ＋ ａｎ－１ｘ ＋ ａｎ ＝ ０ 的 ｎ 阶多项式，
这里 ａ０ ＞ ０，

Δ１ ＝ ａ１

Δ２ ＝
ａ１ ａ０

ａ３ ａ２

︙

Δｎ ＝

ａ１ ａ０ ０ … ０
ａ３ ａ２ ａ１ … ０
︙ ︙ ︙ 　 ︙
ａ２ｎ－１ ａ２ｎ－２ ａ２ｎ－３ … ａｎ

则如果 ｉ ＞ ｎ，ａｉ ＝ ０，当且仅当 ａ１ ＞ ０，Δ２ ＞ ０，…，
Δｎ－１ ＞ ０，ａｎ ＞ ０ 时多项式的所有根有负实部。

引理 ２ 说明了判定一个给定的系统是否是

Ｈｕｒｗｉｔｚ 稳定的，就要看这个系统所对应的特征多项

式所有的根是否都存在负实部［１６］。
引理 ３（Ｓｃｈｕｒ ｃｏｍｐｌｅｍｅｎｔ） ［１７］ 　 对于一个形如

下式的对称矩阵 Ｓ，

Ｓ ＝
Ｓ１１ Ｓ１２

ＳＴ
１２ Ｓ２２

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

这里 Ｓ１１ 和 Ｓ２２ 是方阵，那么下列条件等价：
１） Ｓ ＜ ０
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２） Ｓ１１ ＜ ０， Ｓ２２ － ＳＴ
１２ Ｓ

－１
１１ Ｓ１２ ＜ ０

３） Ｓ２２ ＜ ０， Ｓ１１ － Ｓ１２ Ｓ
－１
２２ ＳＴ

１２ ＜ ０
接下来介绍一下文中的 ２ 个重要的定理结论。

定理 １ 是关于固定拓扑情况下系统能够达到稳定编

队的充分条件，而定理 ２ 是关于切换拓扑情况下系

统能够达到稳定编队的充分条件。
定理 １　 已知连接拓扑图 Ｇ 是固定的，并且在

任意时刻 ｋ 都是连通的，此时 Ｌ 和 Ｂ都是恒定矩阵。
则使得系统（３）稳定编队的充分条件是：对任何给

定的 ０ ＜ ｒ ＜ １， ｄ 取值满足 ０ ＜ ｄ ＜ ４ ／ （（２ －
ｒ）λｍａｘ） ，并且存在一个常量 Ｃ ，使得

ｌｉｍ
ｋ→¥

‖ξ（ｋ）‖ ≤ Ｃ

式中： λｍａｘ 表示 Ｈ 的最大特征值。 常数 Ｃ 由 ３ 组常

量 δ
－
，ｐｘｉ，ｐｙｉ 共同决定， ｉ ＝ １，２，…，ｎ ，特别地，当

δ
－ ＝０，ｐｘｉ ＝ ０，ｐｙｉ ＝ ０ 时，有

ｌｉｍ
ｋ→¥

‖ξ（ｋ）‖ ＝ ０

式中： δ
－
表征领航者受到环境扰动的。

证明　 由已知条件可知，由于图 Ｇ 是固定拓扑

且在任意时刻 ｋ 是连通的，则根据引理 １ 可知，对称

矩阵 Ｈ 是正定的。
令 Ｕ 为矩阵 Ｈ 的 Ｓｃｈｕｒ 转换矩阵（酉矩阵），则

ＵＴＨＵ ＝ Ｔ： ＝

λ １（Ｈ） ０ ０ ０
０ λ ２（Ｈ） ０ ０
︙ ︙ 　 ︙
０ ０ ０ λ ｎ（Ｈ）

é

ë

ê
ê
ê
ê
êê

ù

û

ú
ú
ú
ú
úú

这里 λ ｉ（Ｈ） 表示矩阵 Ｈ 的第 ｉ 个特征值，由于

矩阵 Ｈ 是正定的，所以 λ ｉ（Ｈ） ＞ ０。

令： Ｕ
－ ＝

Ｕ ０
０ Ｕ

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，由于 Ｆ ＝

Ｉｎ － ｄＨ Ｉｎ
－ ｄｒＨ Ｉｎ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

，得

Ｆ
～
： ＝ Ｕ

－ ＴＦＵ
－ ＝

Ｉｎ － ｄＴ Ｉｎ
－ ｄｒＴ Ｉｎ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú

计算 ｓ Ｉ２ｎ － Ｆ
～

＝ ０ 化简并整理可得式（８）：

∏
ｎ

ｉ ＝ １
［ｓ２ ＋ （ｄλｉ（Ｈ） － ２）ｓ ＋ （ｒ － １）ｄλｉ（Ｈ） ＋ １］ ＝ ０

（８）
对式（８）应用双线性变换 ｓ ＝ （ｔ ＋ １） ／ （ｔ － １） ，整理

可以得到式（９）：

∏
ｎ

ｉ ＝ １
［ｒｄλｉ（Ｈ）ｔ２ ＋ ２（１ － ｒ）ｄλｉ（Ｈ）ｔ ＋

（ｒ － ２）ｄλｉ（Ｈ） ＋ ４］ ＝ ０
（９）

　 　 上面的双线性变换是把 Ｓ 平面上单位圆内部区

域映射到复平面 ｔ 的左半区域。 只有当式（９）的所有

根都有负实部时，矩阵 Ｆ 才是 Ｓｃｈｕｒ 稳定的。
由于 λ ｉ（Ｈ） ＞ ０，结合式（９），通过引理 ２ 可知，

欲使 Ｆ 是 Ｓｃｈｕｒ 稳定的，可得当且仅当正的常量 ｒ 和
ｄ 满足 （１ － ｒ）ｄ ＞ ０、（ｒ － ２）ｄλ ｉ（Ｈ） ＋ ４ ＞ ０，即 ０ ＜
ｒ ＜ １，０ ＜ ｄ ＜ ４ ／ （（２ － ｒ）λｍａｘ） 时才能达到要求，这
里的 λｍａｘ 表示 Ｈ 的特征值 λ ｉ（Ｈ） 中的最大值， ｉ ＝
１，２，…，ｎ 。

所以当 ０ ＜ ｒ ＜ １、０ ＜ ｄ ＜ ４ ／ （（２ － ｒ）λｍａｘ） 时，
Ｆ 是 Ｓｃｈｕｒ 稳定的，相应的 Ｆ􀱋 Ｉｍ 也是 Ｓｃｈｕｒ 稳定的。

又由于在队形固定的情况下， ｐｘｉ 和 ｐｙｉ 是固定

的，则二者可以看成是常量，所以易知式（７）中的参数

除 δ（ｋ） 外均为常量，由于 ‖δ（ｋ）‖ ≤ δ
－
，所以在给

定常量 ｒ 、 ｄ 、 ａ０（ｋ） 、 δ
－
、 ｐｘｉ 和 ｐｙｉ 情况下 ‖ｇ‖ ≤

Ｃ０， 这里的 Ｃ０ 是基于上述这些常量值的大小而定的

有界值。 所以 ‖ｇ‖ 是有界的，因此在给定条件下存

在一个常量 Ｃ 使得：
ｌｉｍ
ｋ→¥

‖ξ（ｋ）‖ ≤ Ｃ

定理 １ 证毕。
从定理 １ 的证明过程可以看出，系统稳定编队的

充分条件中的 ｒ 的取值范围在连接拓扑图不变的情

况下是固定的，且此时 ｄ 的取值范围随 ｒ 取值的增大

而增大。 接下来的定理 ２ 是切换连接拓扑图情况下，
系统达到稳定编队时的充分条件，即此时 ｒ 和 ｄ 需满

足的取值范围。
定理 ２　 已知切换连接拓扑图 Ｇ 在任意时刻 ｋ

都是连通的，此时 Ｌ 和 Ｂ 均随 Ω 的变化做相应的改

变即它们都是可变矩阵，但在 ２ 次相邻拓扑切换时刻

点之间是恒定的。 则使得系统（３）稳定编队的充分条

件是：对任何给定的 ０ ＜ ｒ ＜ ２λｍｉｎ ／ （λｍｉｎ ＋ λｍａｘ） ， ｄ
取值满足：

２ｒ
（２ － ｒ）λｍｉｎ

＜ ｄ ＜ ２
λｍａｘ

（１０）

并且存在一个常量 Ｃ ，使得：
ｌｉｍ
ｋ→¥

‖ξ（ｋ）‖ ≤ Ｃ

式中： λｍｉｎ 为Ｈ的最小特征值， λｍａｘ 表示Ｈ的最大特

征值。 常数 Ｃ 由 ３ 组常量 δ
－
、ｐｘｉ、ｐｙｉ 共同决定， ｉ ＝ １，

２，…，ｎ 。 特别地，当 δ
－ ＝ ０，ｐｘｉ ＝ ０，ｐｙｉ ＝ ０ 时，有

ｌｉｍ
ｋ→¥

‖ξ（ｋ）‖ ＝ ０

式中： δ
－
表征领航者受到环境扰动。

证明　 构造一个李雅普诺夫函数

Ｖ（ε） ＝ εＴＰε
其中对称矩阵 Ｐ 为

Ｐ ＝
２ｒ２ Ｉｎ － ｒ Ｉｎ
－ ｒ Ｉｎ Ｉｎ

é

ë

ê
ê

ù

û

ú
ú
􀱋 Ｉｍ ＝ ｑ 􀱋 Ｉｍ
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则 Ｖ（ε） 的差分为

ΔＶ（ε（ｋ）） ＝ Ｖ（ε（ｋ ＋ １）） － Ｖ（ε（ｋ）） ＝
ε（ｋ ＋ １）ＴＰε（ｋ ＋ １） － ε（ｋ）ＴＰε（ｋ） ＝

（（Ｆ 􀱋 Ｉｍ） ε（ｋ） ＋ ｇ（ｋ））ＴＰ（（Ｆ 􀱋 Ｉｍ）ε（ｋ） ＋

ｇ（ｋ）） － ε （ｋ）ＴＰε（ｋ） ＝
（ε（ｋ）Ｔ（ＦＴ 􀱋 Ｉｍ） ＋ ｇ（ｋ）Ｔ）Ｐ（（Ｆ 􀱋 Ｉｍ）ε（ｋ） ＋

ｇ（ｋ）） － ε （ｋ）ＴＰε（ｋ） ＝
ε（ｋ）Ｔ（（ＦＴ 􀱋 Ｉｍ）Ｐ（Ｆ 􀱋 Ｉｍ） － Ｐ）ε（ｋ） ＋

２ε （ｋ）Ｔ（ＦＴ 􀱋 Ｉｍ）Ｐｇ（ｋ） ＋ ｇ （ｋ）ＴＰｇ（ｋ） ＝

ε（ｋ）Ｔ（（ＦＴｑＦ － ｑ） 􀱋 Ｉｍ）ε（ｋ） ＋

２ε （ｋ）Ｔ（（ＦＴｑ） 􀱋 Ｉｍ）ｇ（ｋ） ＋ ｇ （ｋ）Ｔ（ｑ 􀱋 Ｉｍ）ｇ（ｋ）

化简 ＦＴｑＦ － ｑ 得

ＦＴｑＦ － ｑ ＝

－
２ｄｒ２Ｈ － ｄ２ｒ２ Ｈ２ ｄｒ２Ｈ － ２ｒ２ Ｉｎ
ｄｒ２Ｈ － ２ｒ２ Ｉｎ ２ｒ Ｉｎ － ２ｒ２ Ｉｎ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

令

Ｑ ＝
２ｄｒ２Ｈ － ｄ２ｒ２ Ｈ２ ｄｒ２Ｈ － ２ｒ２ Ｉｎ
ｄｒ２Ｈ － ２ｒ２ Ｉｎ ２ｒ Ｉｎ － ２ｒ２ Ｉｎ

é

ë

ê
êê

ù

û

ú
úú

则有

ΔＶ（ε（ｋ）） ＝ － ε（ｋ） Ｔ（Ｑ 􀱋 Ｉｍ）ε（ｋ） ＋

２ε （ｋ） Ｔ（（ＦＴｑ） 􀱋 Ｉｍ）ｇ（ｋ） ＋ ｇ（ｋ） Ｔ（ｑ 􀱋 Ｉｍ）ｇ（ｋ）

由引理 ３ 以及式（１０）可知， Ｑ 是正定矩阵。
注意到对于 Ｖ（ε） 有：
λｍｉｎ（ｑ） ‖ε‖２ ≤ Ｖ（ε） ≤ λｍａｘ（ｑ） ‖ε‖２

（１１）
由式（１１）可得

εＴ（Ｑ 􀱋 Ｉｍ）ε
εＴ（ｑ 􀱋 Ｉｍ）ε

≥
λｍｉｎ（Ｑ）
λｍａｘ（ｑ）

＝ ２α

式中： α ＝
λｍｉｎ（Ｑ）
２λｍａｘ（ｑ）

。 则有

ΔＶ（ε（ｋ）） ＝ ２ε（ｋ） Ｔ（（ＦＴｑ） 􀱋 Ｉｍ）ｇ（ｋ） ＋

ｇ（ｋ）Ｔ（ｑ 􀱋 Ｉｍ）ｇ（ｋ） － ε（ｋ）Ｔ（Ｑ 􀱋 Ｉｍ）ε（ｋ） ≤

－ ２αＶ（ε（ｋ）） ＋ ２‖ εＴ‖·‖（ＦＴｑ） 􀱋
Ｉｍ‖·‖ｇ‖ ＋ λｍａｘ（ｑ） ‖ｇ‖２

因为式（７）中的 ｒ 、 ｄ 、 ａ０（ｋ） 、 δ
－
、 ｐ（ｋ） 均为已知

量，又由于 ‖Ｈ‖ 的值是有界的，不妨设其最大边

界值为 Ｈｍａｘ ，则可知 ‖ｇ‖ ≤ Ｃ０，这里常量 Ｃ０ 的大

小决定于 ｒ 、 ｄ 、 ａ０（ｋ） 、 δ
－
、 ｐ（ｋ） 以及 Ｈｍａｘ 的值。

结合式（１１）可得

ΔＶ（ε（ｋ）） ≤ ２Ｃ０
λＶ（ε（ｋ））
λｍｉｎ（ｑ）

－

２αＶ（ε（ｋ）） ＋ λｍａｘ（ｑ）Ｃ０
２ ＝

－ ２αＶ（ε（ｋ）） ＋ λｍａｘ（ｑ）Ｃ０
２ ＋

２ αＶ（ε（ｋ）） λ
αλｍｉｎ（ｑ）

Ｃ０ ≤

－ αＶ（ε（ｋ）） ＋ （λｍａｘ（ｑ） ＋ λ
αλｍｉｎ（ｑ）

）Ｃ０
２

这里 λ 表示 （ＦＴｑ） Ｔ ＦＴｑ 的最大特征值。 进而可得

Ｖ（ε（ｋ）） ≤ Ｖ（ε（０））ｅ －αｋ ＋
Ｃｏ

２

α
（λｍａｘ（ｑ） ＋ λ

αλｍｉｎ（ｑ）
）（１ － ｅ －αｋ）

则有

ｌｉｍ
ｋ→¥

Ｖ（ε（ｋ）） ≤
Ｃｏ

２

α
（λｍａｘ（ｑ） ＋ λ

αλｍｉｎ（ｑ）
）

（１２）
由式（１１）和式（１２），可以得到 Ｃ 的一个限定值为

Ｃ ＝
Ｃ０

αλｍｉｎ（ｑ）
λ ＋ α２λｍｉｎ（ｑ）λｍａｘ（ｑ） ＞ ０

因此有

ｌｉｍ
ｋ→¥

‖ξ（ｋ）‖ ≤ Ｃ

即在切换拓扑下系统能够达到稳定并实现一致性编

队。 定理 ２ 证毕。
从定理 １ 和定理 ２ 可知，文中的基于领航跟随

法的编队控制器设计的核心是设定控制参数 ｒ 和 ｄ
的取值范围。 二者可以看作系统收敛过程中的波动

强度因子，顾名思义当它们的值在给定范围内比较

大时系统在收敛的过程中波动比较大也就使得超调

量较大，从而使系统可能需要经过很长时间才达到

稳定或者一直处于调节状态，并且在这种情况下如

果用实际机器人做实验，由于速度剧烈波动可能对

机器人的机械结构有损害。 而当它们取值都比较小

时，虽然在系统收敛的过程中波动较小，但是可能达

到稳定的调节时间会更长。 所以只有当二者在给定

范围内经过多次仿真实验或者凭经验取到合适值时

才能使系统收敛并很快稳定从而实现预期编队。

３　 实验结果

本节将分别采用 ＭＡＴＬＡＢ 软件仿真和在美国

ＭｏｂｉｌｅＲｏｂｏｔｓ 公司生产的 Ａｍｉｇｏｂｏｔ 实验平台上做实

验来验证算法的正确性和实际可行性。 该实验部分

主要采用将 ３ 个智能体的 ＭＡＴＬＡＢ 仿真效果和在 ３
个 Ａｍｉｇｏｂｏｔ 机器人上做实验的效果做对比的形式
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进行展开。 ３ 个智能体中一个做领航者，另外两个

做跟随者，目标设定编成等腰三角形的队形。 为了

体现文中提出的算法能够比较方便地编出任意队形

特意用 ＭＡＴＬＡＢ 做了几个其他复杂队形的仿真。
Ｍａｔｌａｂ 仿真及实际机器人的实验所需要的通信拓扑

以如下一种固定拓扑为例进行：

Ｌ ＝
１ － １
－ １ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，Ｂ ＝

１ ０
０ １

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú ，Ｈ ＝

２ － １
－ １ ２

é

ë
ê
ê

ù

û
ú
ú

这里取 ｒ ＝ ０．１，通过简单计算可得这 ４ 种拓扑图中

４ ／ （（２ － ｒ）λｍａｘ） ＝ ０．７０１８，不妨取 ｄ ＝ ０．１，所有智能

体的初始坐标和方向以及初始速度的大小均可随机

产生，为了方便，文中设定它们的初始方向均指向 ｘ
轴正方向，且其中领航者甲的坐标为 （０， － ２） ，跟
随者乙的坐标为 （０，０） ，丙的坐标为 （０， － １） ，领
航者的速度大小取 ‖ｖ０‖ ＝ ０．１（ｍ ．ｓ －１） ，乙和丙初

速度大小为 ０。 且乙和丙相对于甲的相对坐标分别

设为 （ｐｘ１，ｐｙ１） ＝ （ － １，１），（ｐｘ２，ｐｙ２） ＝ （ － １， － １） 。
３．１　 ＭＡＴＬＡＢ 仿真结果

仿真结果如图 ２ 所示。

（ａ） 动态编队图

（ｂ） 跟随者和领航者之间的速率之差

图 ２　 Ｍａｔｌａｂ 仿真结果

Ｆｉｇ．２　 Ｔｈｅ ｒｅｓｕｌｔｓ ｏｆ Ｍａｔｌａｂ ｓｉｍｕｌａｔｉｏｎ

图 ２（ａ）中动态编队部分选取了 １２ 个时刻的队

形并按时间顺序做了相应的编号，其中横纵坐标指

长度分别用 ｘ 和 ｙ 表示，单位为 ｍ，小三角形表示领

航者甲，其上的最长的箭头表示甲的方向，图中小正

方形表示跟随者乙，小圆点则表示跟随者丙，其上 ２
个稍短的箭头则分别表示它们各自的方向，图 ２（ｂ）
中由小正方形和黑色小圆点标识的两条曲线分别表

示图 ２（ａ）中对应的乙和丙 ２ 个跟随者与领航者之

间的线速度之差，横坐标表示仿真步数，单位为 １，

纵坐标用 ｖ
－
的范数 ‖ｖ

－
‖ 表示，单位为 ｍ ．ｓ －１ 。 图 ２

（ａ）中编号为 １ 的队形是初始时刻的队形为一条直

线，后面经过依次调整最终接近于期望的稳定的等

腰三角形队形。 从图（ｂ）可以看出，当系统经过 １５０
步左右后达到稳定。 由于领航者在做圆周运动，丙
在外圈，乙在最内圈，故从图中数据可知跟随者和领

航者之间的线速度之差的绝对值曲线属于正常现

象，如果领航者做直线运动线速度之差基本相同且

接近于 ０。 为了体现文中提出的算法能够比较方便

地编出任意队形，这里特意做了几个相关仿真。 如

图 ３～５ 所示，分别用 ７、９、１０ 个智能体编出了箭头、
斧子和五角星 ３ 种形状的队形，为简便起见，图中只

用黑色箭头标示出领航者的运动方向。

图 ３　 箭头队形

Ｆｉｇ．３　 Ｔｈｅ ａｒｒｏｗ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ

图 ４　 斧子队形

Ｆｉｇ．４　 Ｔｈｅ ａｘｅ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ
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图 ５　 五角星队形

Ｆｉｇ．５　 Ｔｈｅ ｐｅｎｔａｇｒａｍ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ

３ ．２ 　 Ａｍｉｇｏｂｏｔ 机器人实验结果

图 ６ 为在 Ａｍｉｇｏｂｏｔ 机器人上做实验，然后

将实验过程中的机器人的位置坐标以及运动速

度大小和方向打印到本地 ｔｘｔ 文档中，然后通过

ＭＡＴＬＡＢ 读取相应文档的数据画出实验效果

图，画该效果图时文中选取了实验开始时的几

个相隔相对比较密集的 ３ 组数据加上中间分布

均匀的一些数据。

图 ６　 Ａｍｉｇｏｂｏｔ 机器人实验结果

Ｆｉｇ．６　 Ｔｈｅ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔａｌ ｒｅｓｕｌｔ ｏｆ Ａｍｉｇｏｂｏｔ ｒｏｂｏｔｓ

　 　 从图 ６ 可知，３ 个机器人能快速成功地实现

编队，然后稳定地按预期的队形运动，从而进一

步验证了文中算法的正确性以及实际可行性。
图 ７ 所示是整个实验过程中 Ａｍｉｇｏｂｏｔ 机器人的

运动轨迹图。 从图 ２ 中的 （ ａ） 和图 ６ 可以看出

系统都能够快速收敛，实现预期的稳定编队控

制效果，进而从 ２ 个方面验证了文中所提出的

算法的正确性。 图 ８ 中的（ ａ） ～ （ ｃ）分别对应图

６ 中的编号为时刻 １ ～ ３ 的实验图。 从图 ８ 的实

验图可以更加直观地看出文中所设计的新型领

航跟随控制器的编队算法的实际可行性。

图 ７　 机器人运动轨迹图

Ｆｉｇ．７　 Ｔｈｅ ｍｏｔｉｏｎ ｔｒａｃｋ ｏｆ ｒｏｂｏｔｓ

（ ａ） 图 ６ 中标号为时刻 １ 的实验图

（ ｂ） 图 ６ 中标号为时刻 ２ 的实验图

（ ｃ） 图 ６ 中标号为时刻 ３ 的实验图

图 ８　 多机器人编队的实验图

Ｆｉｇ．８　 Ｔｈｅ ｅｘｐｅｒｉｍｅｎｔ ｏｆ ｍｕｌｔｉ⁃ｒｏｂｏｔ ｆｏｒｍａｔｉｏｎ

４　 结束语

文中假定在该多智能体系统中，每个智能体的

速度无法被他们的邻居智能体实时获取，但位置坐

标信息是可以被它的邻居获得的，在这种情况下，采
用邻居的局部控制律以及邻居的状态估计规则的思

想来设计控制器输入。 在算法中，通过设定跟随者
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生导师中国系统仿真学会理事、中国自

和领航者之间的相对坐标，在智能体个数满足的情

况下能够很方便地实现任意形状编队。 为了将所有

跟随者在绝对坐标系中相对于领航者的相对坐标转

换成在领航者坐标系中相对于领航者的坐标，引进

坐标旋转公式实现了整个队形能够随着领航者的运

动方向的变化做相应旋转，该公式的引入在一定程

度上也让领航者表现出了明显的主导性。 文中还分

别给出了固定拓扑和切换拓扑时的重要定理结论，
且分别通过理论详细地证明了算法的正确性。
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