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摘　 要：为进一步研究联系概率与概率的关系，借助一种新的“掷硬币”和“掷骰子”随机试验，导出频率型概率的联

系概率。 在此基础上给出随机事件的“转化定理”与“大概率原理”，并讨论其与“小概率原理”的关系。 以“掷骰子”
为例给出同异反联系概率和多元联系概率的定义，说明频率型联系概率与古典概型、几何概型的联系概率具有同样

的数学形式和性质，实例表明联系概率客观地反映了随机试验结果。
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　 　 基于集对分析不确定性系统理论和方法［１⁃３］，
赵森烽与赵克勤在文献［４］中借助“白球加黑球”古
典概型随机试验说明事物的随机性来自事物与事物

的联系以及随机事件成对存在，并且给出了随机事

件成对存在定理和联系概率的定义。 文献［５］把联

系概率应用于风险决策，得到了一种新的风险决策

模型。 文献［６］给出了几何概型的联系概率计算、
随机事件的表现定理以及联系概率意义下的概率补

数定理。 由于这些概念与经典概率论中的相关概念

在内涵上有重要区别，因此为了从形式上表明这种

区别和应用上的方便，沿用经典概率论中的习惯记

法，文献［６］把由赵森烽与赵克勤在文献［４］中提出

的“联系概率”称为“赵森烽－克勤概率”，把随机事

件成对存在定理称为“赵森烽－克勤存在定理”，把
随机事件表现定理称为“赵森烽－克勤表现定理”，
把联系概率意义下的概率补数定理称为“赵森烽－



克勤补数定理”。
从概率论的历史看，以频率稳定值作为概率的

理论值是概率的一个重要来源［７］，与此相对应的随

机试验称为频率型随机试验，“掷硬币”和“掷骰子”
是 ２ 种典型的频率型随机试验［８］。 人们会问：对于

“掷硬币”和“掷骰子”这类随机试验，是否也能说明

事物的随机性来自事物与事物的联系？ 是否也可以

导出“赵森烽－克勤概率”？ 本文对此作出回答，并
给出随机事件的“转化定理”和“大概率原理”，探讨

它们与“小概率原理”的关系；借助“掷骰子”试验导

出同异反联系概率（同异反赵森烽－克勤概率）和多

元联系概率（多元赵森烽－克勤概率）的定义，据此

说明基于频率的联系概率（赵森烽－克勤概率）与古

典概型、几何概型的联系概率（赵森烽－克勤概率）
具有同样的形式和性质，可统称为“赵森烽－克勤

概率”。

１　 ２ 种不同的频率型随机试验

１．１　 经典的掷硬币试验

掷硬币试验是一种典型的频率型随机试验。 历

史上有不少学者做过掷硬币的随机试验［９］（如表 １）。
表 １　 历史上的抛掷硬币试验

Ｔａｂｌｅ １　 Ｔｈｅ ｔｈｒｏｗ ｃｏｉｎ ｔｅｓｔ ｏｎ ｔｈｅ ｈｉｓｔｏｒｙ

实验者 投掷次数 正面朝上的次数 频率

德摩根 ２ ０４８ １ ０６１ ０．５１８ １

布丰 ４ ０４０ ２ ０４８ ０．５０６ ９

费勒 １０ ０００ ４ ９７９ ０．４９７ ９

皮尔逊 ２４ ０００ １２ ０１２ ０．５００ ５

罗曼诺夫斯基 ８０ ６４０ ４０ １７３ ０．４９８ ２

　 　 学者们根据试验结果得出结论：随着投掷硬币

次数增多，硬币正面朝上的频率稳定地在 ０．５ 左右

摆动，这个 ０．５ 可以作为事件 Ａ （“硬币正面朝上”）
的概率，本文把这种依据频率稳定性得到的概率称

为频率型概率。
概率论历史上的掷硬币试验和根据试验得出的

结论，以及与之相对应的频率型概率的形成，应该说

无可非议。
１．２　 掷硬币的赵森烽－克勤试验

现在观察一种新的掷硬币随机试验：与传统掷

硬币随机试验所不同的是，先掷一种两面都是“正
面”的硬币，且不计硬币的厚度，并记 Ａ 为“硬币正

面朝上”；显然，这时的事件 Ａ 是一个必然事件，无

随机性可言；接下来，把这枚硬币变成同时有“正
面”和“反面”的硬币，这时的事件 Ａ 因具有随机性

而成为一个随机事件。
由上面的试验看出：使事件 Ａ 具有随机性而成

为一个随机事件的客观原因是所掷的硬币同时存在

“正面”和“反面”（先掷两面都是“反面”的硬币，再
把这枚硬币变成有“正面”和“反面”的硬币也能得

出同样的结论）。 也就是说，硬币“正面”和硬币“反
面”的客观存在，才使得掷一枚硬币的结果 Ａ （或事

件 Ａ 为“硬币反面朝上”）成为一个随机事件。 进而

言之，对于一个同时存在“正面”和“反面”的硬币来

说，随机事件 Ａ 与随机事件 Ａ 成对存在，符合文献

［４］中给出的“赵森烽－克勤存在定理”，并在此基础

上再作随机表现。
１．３　 经典的掷骰子试验

掷骰子试验是另一种典型的频率型随机试验。
通常在随机试验中用的骰子，是一个有上、下、左、
右、前、后 ６ 个面的均质正立方体，每个面上依次刻

有“１、２、３、４、５、６”６ 个数，任意抛掷一次，结果是随

机地有一个面朝上，当抛掷次数足够多时，每个面朝

上的频率将稳定地在 １ ／ ６ 左右摆动，这个 １ ／ ６ 就称

为掷骰子出现某个点数的频率型概率，也简称概率。
１．４　 掷骰子的赵森烽－克勤试验

不难想见，可以用类似于 １．２ 节中说的方法做

一种新的掷骰子试验：先考虑一种 ６ 个面都是刻着

相同数字（例如“２”）的骰子，这时，任意抛掷这个骰

子，事件 Ａ 为“２ 朝上”是一个必然事件，无随机性可

言；接下来，把这个骰子的 ６ 个面依次刻上“１、２、３、
４、５、６”，则事件 Ａ 为“２ 朝上”就变为一个随机事件，
说明事件 Ａ 的随机性是不同事物（刻有“１、２、３、４、
５、６”不同数字的面）相互关系的一个属性，随机事

件 Ａ为“２ 朝上”与 Ａ为“除 ２ 以外的数朝上”成对存

在，符合“赵森烽－克勤存在定理”，在此基础上再作

随机表现。
需说明的是：为从形式上明确与经典的掷硬币

随机试验与掷骰子随机试验相区别，这里称新给出

的掷硬币与掷骰子随机试验为“赵森烽－克勤掷硬

币与掷骰子随机试验”，并统一简称为“赵森烽－克
勤随机试验”。 连同文献［４］给出的新的“随机摸球

试验”和文献［６］给出的新的“随机投针试验”，统称

其为“赵森烽－克勤系列随机试验”。
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２　 基于频率的赵森烽－克勤概率

２．１　 频率型概率

　 　 １９３６ 年奥地利数学家冯·米西斯（Ｒ．Ｖｏｎ Ｍｉ⁃
ｓｅｓ，１８８３—１９５３）最早给出频率型概率定义［９］。 现

有文献给出的频率型概率定义如下。
定义 １　 在相同的一组条件 Ｓ 下，重复做 ｎ 次

试验，记 ｎＡ 为 ｎ 次试验中事件 Ａ 出现的频数，当试

验的次数 ｎ 很大时，如果事件 Ａ 出现的频率 ｎＡ ／ ｎ 总

是在某一数值 ｐ 附近摆动，而且在通常情况下随着

试验次数 ｎ 的增大，这种摆动的幅度越来越小，则称

数值 ｐ 为事件 Ａ 的概率，记作 Ｐ（Ａ） ＝ ｐ 。
基于频率的概率定义建立在试验和观察之上，

克服了基本事件等可能要求的局限，具有重要的实

际意义。 当一个事件的概率不便求得时，可以取 ｎ
较大时的频率作为这个事件概率的近似值。
２．２　 基于频率的赵森烽－克勤概率

２．２．１　 原理

　 　 第 １ 节中给出的赵森烽－克勤随机试验以及文

献［４，６］中给出的赵森烽－克勤系列随机试验表明：
在随机试验 Ｅ 中，给定一个事件 Ａ ，若存在伴随事

件 Ａ ，且 Ａ 与 Ａ互不相容，则事件 Ａ 与 Ａ各自为随机

事件。 因此，当需要定量描述 Ａ 与 Ａ 其中之一的随

机性时，必须同时定量描述事件 Ａ 与伴随事件 Ａ 的

随机性，并把描述结果组成一个相互联系的数学表

达式，以刻划它们之间的关系。
以上原理为基于频率的赵森烽－克勤概率原

理，以下简称原理。
２．２．２　 定义

根据上述原理和仿照定义 １，给出基于频率的

赵森烽－克勤概率定义如下。
定义 ２　 在相同的一组条件 Ｓ 下，重复做 ｎ 次

试验，记 ｎＡ 为 ｎ 次试验中事件 Ａ 出现的频数， ｎＡ 为

ｎ 次试验中事件 Ａ （ Ａ 的伴随事件）出现的频数；
ｎＡ ＋ ｎＡ ＝ ｎ ；当试验的次数 ｎ 很大时，如果事件 Ａ 出

现的频率 ｎＡ ／ ｎ 总是在某一数值 ｐ 附近摆动， Ａ 出现

的频率 ｎＡ ／ ｎ 总是在某一数值 ｑ 附近摆动，而且在

通常情况下随着试验次数 ｎ 的增大，这 ２ 种摆动的

幅度越来越小，则称数值 ｐ 为事件 Ａ 的概率，记作

Ｐ（Ａ） ＝ ｐ ； ｑ 为事件 Ａ的概率，记作 Ｐ（Ａ） ＝ ｑ，ｐ ＋ ｑ ＝
１ ，称

Ｐ Ａ，Ａ( ) ＝ ｐ ＋ ｑｉ， ｉ ∈ ［ － １，１］ （１）

为以 Ａ为主事件， Ａ为 Ａ的伴随事件的赵森烽－克勤

概率，或记为

Ｐｃ（Ａ） ＝ ｐ ＋ ｑｉ， ｉ ∈ ［ － １，１］ （２）
根据文献［６］给出的赵森烽－克勤补数定理，还

可以给出基于频率的赵森烽－克勤概率的另一个定

义如下。
定义 ３　 如果 Ｐ（Ａ） ＝ ｐ 是事件 Ａ 的一个频率型

概率，事件 Ａ 与事件 Ａ是互不相容的对立事件，则有

事件 Ａ 的基于频率的赵森烽－克勤概率 Ｐｃ（Ａ） ：
Ｐｃ（Ａ） ＝ Ｐ（Ａ） ＋ （１ － Ｐ（Ａ）） ｉ， ｉ ∈ ［ － １，１］

（３）
或 Ｐｃ（Ａ） ＝ Ｐ（Ａ） ＋ Ｐ（Ａ） ｉ， ｉ ∈ ［ － １，１］ （４）

或 Ｐ（Ａ，Ａ） ＝ Ｐ（Ａ） ＋ Ｐ（Ａ） ｉ， ｉ ∈ ［ － １，１］ （５）
定义 ２ 与定义 ３ 从不同角度阐述了基于频率的

赵森烽－克勤概率，因而等价。 定义 ２ 较为严格地

叙述了基于频率的赵森烽－克勤概率的含义；定义 ３
的实际意义是，当事件 Ａ 的频率型概率 Ｐ（Ａ） 已知

时，可以直接根据 Ｐ（Ａ） 写出事件 Ａ 的赵森烽－克勤

概率。
事实上，注意到定义 ２ 中 Ｐ（Ａ） ＝ ｐ，Ｐ（Ａ） ＝ｑ ，

式（５）即成为式（２）。
从定义 ２ 和定义 ３ 还可以看出，基于事件 Ａ 频

率的赵森烽－克勤概率与基于古典概型和几何概型

的赵森烽－克勤概率具有相同的数学形式，且具有

相同的性质（证明从略，可参见文献［４，６］）。

３　 随机事件的转化定理

３．１　 随机事件的转化

定义 ４　 设在随机试验 Ｅ 中，事件 Ａ 与事件 Ａ
客观存在，但表现为一对互不相容的对立事件，则称

试验结果从 Ａ 到第一次出现 Ａ （或从 Ａ 到第一次出

现 Ａ ）为随机事件的转化。
３．２　 转化定理

“掷硬币”和“掷骰子”这类频率型随机试验的

一个特点是试验次数 ｎ 可以足够多，甚至无穷。 对

于这类次数可以足够多的随机试验，有以下定理。
定理 １（随机事件转化定理的准备定理） 　 设事

件 Ａ 与事件 Ａ 在随机试验 Ｅ 中客观存在，但表现为

一对互不相容的对立事件，则在相同的一组条件 Ｓ
下重复做 ｎ 次试验，当试验次数 ｎ 足够大时，必然出

现事件 Ａ 和事件 Ａ 。
证明　 由于在随机试验 Ｅ 中，事件 Ａ 与事件 Ａ
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是一对互不相容事件，根据随机事件的赵森烽－克
勤存在定理可知事件 Ａ 与事件 Ａ 客观存在；又根据

随机事件的赵森烽－克勤表现定理知，事件 Ａ 和事

件 Ａ 在随机试验 Ｅ 中都有可能出现，当试验次数 ｎ
足够大时，事件 Ａ 和事件 Ａ 必然出现。 证毕。

定理 ２（随机事件转化定理）　 在试验次数 ｎ 足

够大（ ｎ → ¥）的一个频率型随机试验 Ｅ 中，如果在

第 Ｋ（Ｋ≥１，Ｋ∈ ｎ） 次试验中第一次出现事件 Ａ，则

必然在 Ｋ ＋ ｍ（ｍ ≥ １，Ｋ ＋ ｍ ∈ ｎ） 次试验中出现事

件 Ａ 。
证明根据定理 １ 即得证。
为了方便地识别和记忆上述随机事件转化定

理，称其为“赵森烽－克勤转化定理”，简称“转化定

理”。 “转化定理”在研究一些随机事件转化问题中

有重要意义。
３．３　 与小概率原理的关系

“小概率原理”是经典概率统计中的一个重要

原理，它是指如果一个事件发生的概率很小的话，那
么它在一次试验中几乎不可能发生。 但人们在陈述

这个“小概率原理”时，会同时说明，概率很小的事

件在多次重复试验中几乎会必然发生［７⁃９］。 显而易

见，这个说明其实就是前面给出的“赵森烽－克勤转

化定理”所陈述的内容，从这个意义上说，这里给出

的随机事件转化定理与“小概率原理”有异曲同工

之意。
但重要的是：“赵森烽－克勤转化定理”是基于

赵克勤集对分析联系数的一个定理，根据文献［４，
６］中给出的“赵森烽－克勤概率”定义和集对分析不

确定性系统理论［１⁃３，１０］，经典概率统计学中 Ｐ（Ａ） ≤
０．０５ 或 Ｐ（Ａ） ≤ ０．０１ 这种“小概率”可以联系数化，
例如 Ｐ（Ａ） ≤０．０１ 联系数化为 Ｐｃ（Ａ）＝ ０．０１ ＋ ０．９９ｉ，
从而表明，不仅仅是当试验次数足够多时小概率事

件 Ａ 会必然发生，例如 Ｐｃ（Ａ） ＝ ０．０１ ＋ ０．９９ｉ 在直观

上表明，小概率事件 Ａ （ Ｐ（Ａ） ＝ ０．０１）几乎在 １００ 次

随机试验中可能会发生 １ 次。 而且还从数学形式上

直观表明当不确定因素（承载体为赵森烽－克勤概

率 Ｐｃ（Ａ） ＝ ０．０１ ＋ ０．９９ｉ 中的 ｉ ）转化为有利于小概

率事件 Ａ 发生（赵森烽－克勤概率中的 ｉ ＝ １ 时有

Ｐｃ（Ａ） ＝ ０．０１ ＋ ０．９９ｉ ＝ １）时，此小概率事件 Ａ就将发

生。 指出和理解这一点具有重要的现实意义。 因为

“小概率原理”给人的印象性知识是：某小概率事件

不大可能在一次试验中发生；但根据集对分析理论

和“赵森烽－克勤概率”定义，如果在某次随机试验

中，不确定性因素恰好全部转化为有利于小概率事

件 Ａ 发生，则小概率事件 Ａ 就有可能在这一次试验

中发生。 前者侧重对 Ａ 在随机试验过程宏观层面上

的数量规律负责，而后者不仅对 Ａ 在随机试验宏观

层面上的数量规律负责，还要对 Ａ 在每一次随机试

验微观层面上的系统规律负责。 为此需要对每次随

机试验所涉及到的不确定因素（诸如观测者的因

素、仪器仪表因素、观测对象自身因素、观测对象与

其他事物的关联（时空关联、物理关联、化学关联

等）因素、环境与温度因素、试验观察以及记录方法

因素等，这些因素构成一个不确定性系统）展开系

统分析，在数学形式上则表现为是对 ｉ 展开系统分

析。 显而易见，小概率联系数化后得到的这种“赵
森烽－克勤概率”既需要有“确定性的数学计算”，又
需要有“不确定性的系统分析”。 这种“确定性计算

加上不确定性分析”的集对分析方法［１１］，是对“小
概率事件”是否会在一次试验中出现作出的客观回

答。 这种回答在理论和实践两方面都有重要意义，
因为在现实工作和生活中，不少“小概率事件”的发

生会给人们带来灾难性的后果，例如航天飞机爆炸，
大地震，山体滑坡，核泄漏，列车追尾相撞，高速行驶

的汽车遭受不明物体的袭击，桥梁突然断裂等，为了

防范这种灾难性“小概率事件”的发生，分析的侧重

点显然不仅仅是发生的可能性是多少这个数字上，
而是在各种不确定性因素的系统分析上，特别是其

中的物理成因分析，从而采取有针对性的防范措施，
杜绝人为的责任事故。 对于不可抗拒的自然灾害这

类“小概率事件”，则尽最大努力减少其损失。 当

然，对于“购彩票中大奖”这类小概率事件，既不需

要防范，也没有必要进行系统分析。 由此也看出，如
果把所有的小概率事件作为一个集合，则从经济学

的角度可以把这个集合中的元素分成 ２ 个有不同经

济性质的子集合。

４　 多元赵森烽－克勤概率

４．１　 同异反赵森烽－克勤概率

　 　 由前述知，在掷硬币的随机试验中，人们常常把

硬币的厚度忽略不计，这样就只需考虑硬币“正面

朝上”还是“正面不朝上”２ 件事。 但实际掷的硬币

都有厚度。 试验还告诉人们，如果试验用的硬币越

厚（如把多枚硬币粘在一起的“硬币组”），抛掷中也

有可能出现硬币侧立的情况（见表 ２）．
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表 ２　 赵森烽－克勤掷硬币试验

Ｔａｂｌｅ ２　 ＺＨＡＯ Ｓｅｎｇｆｅｎｇ⁃Ｋｅｑｉｎ′ｓ ｔｈｅ ｔｈｒｏｗ ｃｏｉｎ ｔｅｓｔ

硬币（角币） 抛掷次数 正面朝上 Ａ 反面朝上 Ａ１ 侧立 Ａ２

１ 枚组 １１０ ４８ ６２ ０

２ 枚组 １１０ ５２ ５８ ０

３ 枚组 １１０ ３８ ６８ ４

４ 枚组 １１０ ４８ ４７ １５

５ 枚组 １１０ ２９ ３８ ４３

６ 枚组 １１０ ３１ ３１ ４８

７ 枚组 １１０ １５ ２１ ６４

８ 枚组 １１０ １３ ２２ ７５

　 　 这时的 Ａ （“硬币正面不朝上”）就成为一个复

合事件， Ａ 由 Ａ１（ “硬币反面朝上”）和 Ａ２（ “硬币侧

立”）２ 个事件复合而成。 相应的“赵森烽－克勤概

率” Ｐ（Ａ，Ａ） ＝ Ｐ（Ａ） ＋ Ｐ（Ａ） ｉ 中的 Ｐ（Ａ） 就要展开

成 Ｐ（Ａ１） 和 Ｐ（Ａ２） 来表示，由此得到关于 Ａ、Ａ１、Ａ２

的“赵森烽－克勤概率”为
Ｐ（Ａ，Ａ） ＝ Ｐ（Ａ，Ａ１，Ａ２） ＝

Ｐ（Ａ） ＋ Ｐ（Ａ１） ｉ１ ＋ Ｐ（Ａ２） ｉ２， （６）
按照集对分析同异反思想和赵森烽－克勤概率

知识，当把事件 Ａ 定义为主事件时，实际出现的“硬
币正面朝上”事件 Ａ 定义为“硬币正面朝上”事件 Ａ
的“同事件”，实际出现的“硬币反面朝上”事件 Ａ１

定义为 Ａ 的“反事件”，实际出现的“硬币侧立”事件

Ａ２ 定义为介于事件 Ａ 与 Ａ１ 之间的异事件，于是式

（６）就称为基于事件 Ａ 的同异反概率，为此给出“同
异反赵森烽－克勤概率”定义如下。

定义 ５　 在一个频率型随机试验 Ｅ 中，如果在

一对互不相容的对立事件 Ａ 与 Ｃ（Ｃ ＝ Ａ） 之间，还存

在既异于 Ａ ，也异于 Ｃ ，且与 Ａ 和 Ｃ 都互不相容的

中介事件 Ｂ ，则称中介事件 Ｂ 为与 Ａ 和 Ｃ 皆异的异

事件，简称异事件，并把 Ａ 作为主事件时的联系概率

Ｐ（Ａ，Ｂ，Ｃ） ＝ Ｐ（Ａ） ＋ Ｐ（Ｂ） ｉ ＋ Ｐ（Ｃ） ｊ （７）
称为“同异反赵森烽－克勤概率”。

式（７）中的 ｊ为“反事件”Ｃ概率Ｐ（Ｃ） 的系数或

标识，作为系数时通常取 ｊ ＝ － １，不计值时，仅作为

“反事件”Ｃ 概率 Ｐ（Ｃ） 的标识。
按文献［１］中给出的“赵森烽－克勤概率”记法，

以 Ａ 为主事件， Ｂ 、 Ｃ 为伴随事件时的“赵森烽－克
勤概率”可写成：

Ｐｃ（Ａ） ＝ Ｐ（Ａ） ＋ Ｐ（Ｂ） ｉ ＋ Ｐ（Ｃ） ｊ （８）
根据集对分析理论，式（７）、（８）中的 ｊ ＝ － １，

ｉ ∈ ［ － １，１］， 但在随机事件转化现象和转化机理

的研究中， ｉ 的取值范围需要扩展到 ［ － ¥，１］ ，这一

点将在后续研究中给予进一步的说明。
此外，根据集对分析同异反系统理论，定义 ５ 给

定的同异反联系概率是一个同异反系统，该系统中

的“同、异、反”可以在一定条件下相互转化［１２］，对
此需要作深入研究。
４．２　 多元赵森烽－克勤概率定义

如果说前面考虑硬币厚度的随机试验导出多元

赵森烽－克勤概率尚有牵强之意的话，那么由“掷骰

子”试验来导出多元赵森烽－克勤概率就显得自然。
因为从第 １ 节中看到，“掷骰子”这类频率型随机试

验结果要比“掷硬币”随机试验结果多，原因是骰子

有 ６ 个面，因而在随机试验中有 ６ 个需要关注的基

本事件，如果把“１ 朝上”设为“主事件 Ａ ”，把“６ 朝

上”设为“反事件 Ｃ ”，则其他的“２、３、４、５ 点朝上”
就是介于 Ａ 与 Ｃ 之间的“异事件”，依次记事件 Ｂ１“２
朝上”、事件 Ｂ２“３ 朝上”、 Ｂ３“４ 朝上”、事件 Ｂ４“５ 朝

上”，则仿照上一节的思路得到有关基于“主事件

Ａ ”和“反事件 Ｃ ”的“同异反赵森烽－克勤概率”
如下：

Ｐ（Ａ，Ｂ１，Ｂ２，Ｂ３，Ｂ４，Ｃ） ＝
Ｐ（Ａ） ＋ Ｐ（Ｂ１） ｉ１ ＋ Ｐ（Ｂ２） ｉ２ ＋
Ｐ（Ｂ３） ｉ３ ＋ Ｐ（Ｂ４） ｉ４ ＋ Ｐ（Ｃ） ｊ （９）

或者

Ｐｃ（Ａ） ＝ Ｐ（Ａ） ＋ Ｐ（Ｂ１） ｉ１ ＋ Ｐ（Ｂ２） ｉ２ ＋
Ｐ（Ｂ３） ｉ３ ＋ Ｐ（Ｂ４） ｉ４ ＋ Ｐ（Ｃ） ｊ （１０）

式（９）、（１０）既可以看作是一种“同异反赵森烽－克
勤概率”（式（８））的展开式，也可以看作是一种用多

元联系数表示的“赵森烽－克勤概率”。 为此有如下

的“多元赵森烽－克勤概率”定义。
定义 ６　 在一个频率型随机试验 Ｅ 中，如果在

一对互不相容的对立事件 Ａ 与 Ｃ（Ｃ ＝ Ａ） 之间，还存

在既异于 Ａ ，也异于 Ｃ 的 ｎ（ｎ≥１） 个两两互不相容

的中介事件 Ｂｋ（ｋ ＝ １，２，…，ｎ） ，则称把 Ａ 作为主事

件（ Ｂｋ 、 Ｃ 为伴随事件）时的“赵森烽－克勤概率”
Ｐ（Ａ，Ｂｋ，Ｃ） ＝ Ｐ（Ａ） ＋ Ｐ（Ｂ１） ｉ１ ＋ Ｐ（Ｂ２） ｉ２ ＋

… ＋ Ｐ（Ｂｎ） ｉｎ ＋ Ｐ（Ｃ） ｊ （１１）
称为“多元赵森烽－克勤概率”。

“多元赵森烽－克勤概率”中的 Ｂ１，Ｂ２，…，Ｂｎ 依

次称为主事件 Ａ 的第 １ 伴随事件或第 ２ 关注事件、
第 ２ 伴随事件或第 ３ 关注事件……第 ｎ － １ 伴随事

件或第 ｎ 关注事件，把 Ｃ 事件（主事件 Ａ 的反事件）
称为第 ｎ 伴随事件或第 ｎ ＋ １ 关注事件。 相应的概

率称为第 １ 伴随事件或第 ２ 关注事件概率、第 ２ 伴

随事件或第 ３ 关注事件概率……第 ｎ 伴随事件或第
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ｎ ＋ １ 关注事件概率，它们同时是主事件“赵森烽－
克勤概率”的组成部份，称为主事件赵森烽－克勤概

率的“分概率”。 而且一般地说，“多元赵森烽－克勤

概率”中最后一个关注事件概率的系数 ｊ ＝ － １ ，而
其他“分概率”的系数 ｉ１，ｉ２，…，ｉｎ 一般在［ －１，１］区
间，视不同情况取值（ ｉ 的取值范围是否需要扩展到

［ － ¥，１］ 待另行研究）。
此外，“多元赵森烽－克勤概率”也可以从多元

联系数的角度定义。
定义 ７　 称用多元联系数表示的“赵森烽－克勤

概率”为“多元赵森烽－克勤概率”。
有关多元联系数的定义可以参看文献［１⁃２］。

４．３　 多元赵森烽－克勤概率与全概率公式

无论是 ４．１ 节给出的同异反事件定义，还是 ４．２
节中对异事件（中介事件）的展开，都约定了所论述

的事件是两两互不相容事件，按经典概率论，若 Ａ１，
Ａ２，…，Ａｎ 是 一 组 两 两 互 不 相 容 事 件， 并 且 有

∪
ｉ
Ａｉ ＝Ω，Ｐ（Ａｉ） ＞ ０，ｉ ＝ １，２，…，ｎ，则对任一事件

Ｂ， 都有

Ｐ（Ｂ） ＝ ∑
ｉ
Ｐ（Ａｉ）Ｐ（Ｂ Ａｉ） （１２）

称式（１２）为全概率公式，事件组 Ａ１，Ａ２，…，Ａｎ 称为

完备事件组。
显而易见，定义 ６ 给出的“多元赵森烽－克勤概

率”其实是对完备事件组中每一事件发生概率的一

种有序刻划（以主事件为第一关注事件，伴随事件

依次为第二、三…关注事件），这种有序刻划与式

（１２）所示的全概率公式是从不同角度刻划完备事

件组中每一事件发生概率相互关系的不同数学手

段，两者之间的内在联系需要进一步研究。
另外，是否还可以直观地称“多元赵森烽－克勤

概率”为“菜单概率”？ 因为需要时可以把主事件 Ａ
以外的所有伴随事件都“压缩”到 Ａ 中，这时的 Ａ 就

是一个“事件压缩包”，必要时又可以打开这个“事
件压缩包”。 这从一个侧面说明事件 Ａ 的伴随事件

Ａ 可能比事件 Ａ 复杂得多，需要作进一步研究。 此

外，当多元联系概率的元数 ｎ → ¥所对应的频率型

随机试验实验，也需要进一步研究。
４．４　 大概率原理

“多元赵森烽－克勤概率”不仅具有“赵森烽－克
勤概率”的一般性质，如系统性、可正可负性，还具

有有序性、结构性，据此可以方便地看出一个随机试

验多种不同结果以及不同结果发生的概率，比较不

同结果发生概率的大小，容易从全局的角度对最可

能出现结果进行判定。

仍以掷骰子试验为例，如果设事件 Ａ “１ 朝上”
为“主事件”，则事件 Ａ “不是 １ 的数字朝上”是 Ａ 的

伴随事件，这时以 Ａ 为“主事件”的“赵森烽－克勤概

率”为

Ｐｃ（Ａ） ＝ １
６

＋ ５
６
ｉ （１３）

由于 Ａ 是一个复合事件，可以分解成若干个事

件，设把它分解为事件 Ｂ１“２ 朝上”和 事件 Ｂ２“３、４、
５、６ 朝上”， Ｂ１ ∈ Ａ，Ｂ２ ∈ Ａ ，则由式（１３）得

Ｐｃ（Ａ） ＝ １
６

＋ １
６
ｉ１ ＋ ４

６
ｉ２ （１４）

　 　 由此可见，在以上设定条件下随机地掷骰子，最

可能出现事件 Ｂ２，因 Ｐ（Ｂ２） ＝ ４
６

＝ ２
３

。

据此给出以下的定义 ８。
定义 ８　 在一个存在 ｔ１，ｔ２，…，ｔｎ 共 ｎ ≥ ２ 个不

同试验结果（事件）的随机试验 Ｅ 中，如果在第 Ｋ
（Ｋ ≥ １） 次试验中出现非最大概率事件，则在 Ｋ ＋ ｓ
（ ｓ ≥ １） 次试验中必然出现最大概率事件，称此陈

述为基于赵克勤集对分析理论的“大概率原理”，简
称“大概率原理”。

不难看出：“大概率原理”与“小概率原理”是一

组“成对原理”。 还需要进一步研究“大概率原理”
与“小概率原理”的关系及其在随机事件转化中的

应用。 此外需进一步研究“多元赵森烽－克勤概率”
在人工智能中的应用［１３⁃１６］。

５　 结束语

本文根据集对分析不确定性系统理论和关于经

典概率需要联系数化的观点，借助不同于经典“掷
硬币”和“掷骰子”频率型随机试验的“赵森烽－克勤

随机试验”，介绍了经典的频率型概率联系数化原

理和基于频率的“赵森烽－克勤概率”的计算方法，
说明了基于频率的“赵森烽－克勤概率”与基于古典

概型和几何概型的“赵森烽－克勤概率”具有同样的

数学形式和数学性质，在此基础上给出了随机事件

的“转化定理”、“多元赵森烽－克勤概率”以及“大
概率原理”，粗略地讨论了这些新概念与经典概率

统计中的“小概率原理”的关系，说明了“赵森烽－克
勤概率”能客观地刻划随机试验结果，具有丰富的

系统信息。 本文的工作连同作者在前期文献中给出

的“赵森烽－克勤存在定理”、“赵森烽－克勤表现定

理”和“赵森烽－克勤补数定理”，为“赵森烽－克勤

概率”的创建和实际应用提供了一定基础；但由于

概率的概念由来已久且内容极为丰富，并已渗透到
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许多领域，要说明“赵森烽－克勤概率”在人工智能

中的应用，还需要在后续工作中继续研究其与经典

概率的关系。
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