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矩阵的 Doolit tle递归分解算法及符号程序设计
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摘　要 :将矩阵 An×n的Doolittle分解推广到 Am×n上 ,并在常规的迭代算法上加以创新 ,给出了递归的分解算法.在实

现算法的过程中 ,对数据进行了巧妙处理 ,使中间数据及最终计算结果都具有分数形式 ,提高了结果的精确度 ,而且

更符合人们阅读的习惯.经过运行测试 ,算法设计合理 ,程序运行高效准确.程序是对 MathSoft公司的交互式的数学

文字软件 Mathcad的矩阵分解的数值计算扩充到符号运算.
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Abstract :Apply Doolit tle’s factorization of mat rix An×n to mat rix Am×n t hat has m rows and n columns , and

conceive a new recursive algorit hm of Doolit tle’s factorization of mat rix on the basis of t raditional iterative

algorit hm. In t he realization of algorit hm , t he data is skillf ully dealt , so t he interim data and t he result

have the form of f raction. These merit s improve t he result’s exactness. And above t hat it conforms to

readers’reading habit compared to double or float forms. After running it , t he result p roves t hat the algo2
rit hm is reasonably designed and t he program is running wit h high proficiency and exact ness. The program

is an augmentation of mat rix factorization in t he Mat hSof t’s interactive mat hematic language sof tware ,

which promotes mat rix factorization f rom numerical comp utation to symbolic comp utation.
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　　将矩阵分解为形式比较简单或具有某种特性的

一些矩阵的乘积 ,在矩阵理论的研究与应用中都显

得十分重要.文献[1 ]对通用的基本线性代数子程序

库 (basic linear algebra subprograms ,BL AS) ,从 20

世纪 70 年代的 Level21 的 BL AS 开始到 Level23

BL AS ,L A PAC K(linear algebra package)的发展过

程进行了详细介绍 ,并对矩阵的 Cholesky分解进行

研究和改进 ,给出递归算法及 Fort ran90程序.文献

[2 ]对 m行 n 列 ( m > n)矩阵的 L U 分解进行了研

究 ;文献[3 ]给出了 Crout 方法在解线性方程组中的

应用.文献 [ 4 ]给出了 Crout 递归分解算法及实现.

文中对任意矩阵用分块的思想进行 Doolit tle 分解

的研究 ,给出更简单的递归分解算法及程序实现.

1　矩阵 Doolit tle分解的定义

定义　设 A∈Cn×n .如果 A可分解成 A = L R ,其

中 L是对角元素为 1 的下三角矩阵 (称为单位下三

角矩阵) , R是上三角矩阵 ,则称之为 A的 Doolit tle

分解[5 ] .

根据定义获得的计算公式

r1 j = a1 j ( j = 1 ,2 , ⋯, n) ,

l i1 = ai1 / r11 ( i = 2 ,3 , ⋯, n) ,

rkj = akj - ∑
k- 1

t = 1
lkt 3 rtj ( j = k , k + 1 , ⋯, n; k = 2 ,



3 , ⋯, n) ,

l ik = 1/ rkk 3 aik - ∑
k- 1

t = 1

l it 3 rtk ( i = k + 1 , ⋯,

n; k = 2 ,3 , ⋯, n) .

由定义知 ,Doolit tle分解是在 n行 n 列的矩阵

上进行的 ,由公式知道当 i , j , k较大时 , l ik , rkj的计

算量是比较大的 ,当矩阵的行数与列数不相同时是

无法进行 Doolit tle 分解的 ,为克服这些缺陷 ,从分

块的角度出发研究 Doolit tle分解.使 Doolit tle分解

能够适合可分解的任何矩阵.

2　Dool i t t le分解递归算法的推导

设 A是 m 行 n列的矩阵 , L 是 m 行 p 列矩阵 ,

U是 p 行 n列矩阵 ,可以进行 Doolit tle分解 ,则

Am×n = Lm×pU p×n , p = min ( m , n) .

A11 d×d A12 d×( n- d)

A21 ( m- d) ×d A22 ( m- d) ×( n- d)

=

L11 d×d O12 d×( n- d)

L21 ( m- d) ×d L 22 ( m- d) ×( n- d)

.

U11 d×d U12 d×( n- d)

O21 ( m- d) ×d U22 ( m- d) ×( n- d)

.

A11 = L11 U11 , (1)

A21 = L21 U11 , (2)

A12 = L11 U12 , (3)

A22 = L21 U12 + L22 U22 . (4)

由式 (1) 、(2) ]
A11

A21

=
L11

L21

U11 ,即对
A11

A21

进

行 Doolit tle分解

1)可解出 L11 , L21 ,U11 .

2)由式 (3) ] U12 = L1
11 A12 .

3)由式 (4)令 A22 = A22 - L21 U12 ,

A22 = L22 U22 .

即对 A22进行 Doolit tle分解

3　算法求精

由上述推导知 ,若矩阵可进行 Doolit tle 分解 ,

使用一次分解就可求出 L的前 d 行与 U的前 d 行 ,

接下来对 ( m - d)行 ( n - d)列矩阵 A′22进行 Doolit2
tle分解即可.在求 U12的过程中要计算 L11的逆矩

阵 ,为简化计算取 d = 1 ,可得到比较简单的计算公

式 :

lkk = 1　( k = 1 ,2 , ⋯, min ( m , n) ) ,

ukj = akj ( j = k , k + 1 , ⋯, n; k = 1 , 2 , ⋯, min ( m ,

n) ) ,

l ik = aik / akk ( i = k + 1 , ⋯, m ; k = 1 , 2 , ⋯, min

( m , n) ) ,

aij = aij - l ik u kj ( i = k + 1 , ⋯, m ; j = k + 1 , ⋯, n;

k = 1 ,2 , ⋯, min ( m , n) ) .

1)由上述公式得到 A的 Doolit tle分解算法

for (k = 0 ;k < m且 k < n ;k + + )

{for (j = k ;j < n ;j + + ) rkj ←akj ;

　lkk ←1 ;

　for (i = k + 1 ;i < m ;i + + ) lik ←aik / akk ;

　for (i = k + 1 ;i < m ;i + + )

　　for (j = k + 1 ;j < n ;j + + )

　　　aij ←aij - lik ukj ;

矩阵 L和 U的其他元素为 0 .

}

2)对上述算法优化 ,得到紧凑的 Doolit tle 分解

算法

for (k = 0 ;k < m且 k < n ;k + + )

{

　for (i = k + 1 ;i < m ;i + + ) lik ←aik / akk ;

　for (i = k + 1 ;i < m ;i + + )

　　for (j = k + 1 ;j < n ;j + + )

　　　aij ←aij - lik ukj ;

}

算法中 i < j 时 , aij是矩阵 U 的元素 ,否则为 L

的元素 ,且 l ii = 1 .

4　Doolit tle分解递归算法的程序实现

由算法知 ,数值计算程序相当简单 ,这里从略.

在程序中用 gcd () 函数求公约数 ,从而避免了

在 2个数相除时产生的积累误差 ,使计算结果的精

确度得到提高.

Doolit tle ()函数完成对矩阵的 Doolit tle 分解 ,

在 Doolit tle ()函数又调用了 Doolit tle ( )函数 ,使得

算法的结构更加严谨而容易理解.

main ( )函数为顺序结构 ,内容依次为输入要分

解的矩阵 ,调用 Doolit tle 分解矩阵 ,输出分解结果

(L ,U 矩阵) .关于矩阵是否能进行 L U 分解[6 - 7 ]的

判断这里从略.若想添加上该内容 ,所需行列式的计

算函数可参看文献[ 8 ] .

# define N 7

st ruct f raction {int n ,d ;} ;

/ 3用结构体存储数据的分子和分母 3 /
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st ruct f raction a[ N ] [ N ] ;

int gcd (int u ,int v)

{

int r ,t = v ; if (u < 0) u = - u ;if (v < 0) v = - v ;

while (v ! = 0) {r = u %v ;u = v ;v = r ;}

if (t > 0) return u ; else ret urn - u ;

}/ 3 gcd 3 /

void Doolit tle (int k ,int m ,int n)

/ 3 Doolit tle分解的递归实现 3 /

{int i ,j ,g ;

　if ( (k > = m) | | (k > = n) ) ret urn ;

　　/ 3计算 3 /

　else

　{for (i = k + 1 ;i < m ;i + + )

　　/ 3 aik = aik/ akk 3 /

　　{a[i ] [ k ] . n = a[i ] [ k ] . n 3 a[ k ] [ k ] . d ;

a[ i ] [ k ] . d = a[i ] [ k ] . d 3 a[ k ] [ k ] . n ;

g = gcd (a[i ] [ k ] . n , a[ i ] [ k ] . d) ;

a[ i ] [ k ] . n = a[i ] [ k ] . n/ g ;

a[ i ] [ k ] . d = a[i ] [ k ] . d/ g ;

　}

　for (i = k + 1 ;i < m ;i + + )

　/ 3 A22’ = A22 - L21 U12 3 /

　　for (j = k + 1 ;j < n ;j + + )

{a[i ] [ j ] . n = a[i ] [ j ] . n 3 a[i ] [ k ] . d 3
a[k][j ]. d - a[i ][j ]. d 3 a[i ][k]. n 3 a[k][j ]. n ;

a[ i ] [ j ] . d = a[i ] [ j ] . d 3 a[i ] [ k ] . d 3
a[ k ] [ j ] . d ;

g = gcd (a[i ] [ j ] . n ,a[i ] [ j ] . d) ;

a[ i ] [ j ] . n = a[i ] [ j ] . n/ g ;

a[ i ] [ j ] . d = a[i ] [ j ] . d/ g ;

　}/ 3 aij = aij - lik ukj 3 /

Doolit tle (k + 1 ,m ,n) ;

　　/ 3 对 Doolit tle函数的递归调用 3 /

　}/ 3计算 3 /

}/ 3 Doolit tle 3 /

main ( 　)

{int i ,j ,k ,m ,n ;

　printf (″m =″) ; scanf (″%d″, &m) ;

　printf (″n =″) ; scanf (″%d″, &n) ;

　for (i = 0 ;i < m ;i + + ) / 3输入 3 /

　　for (j = 0 ;j < n ;j + + )

　　{printf (″a %d %d =″,i + 1 ,j + 1) ;

scanf (″%d″, &a[i ] [ j ] . n) ;

a[ i ] [ j ] . d = 1 ;}

p rintf (A :″\ n″) ;/ 3输出 3 /

for (i = 0 ;i < m ;i + + )

{

　for (j = 0 ;j < n ;j + + )

　printf (″%d\ t″,a[ i ] [ j ] . n) ;

　printf (″\ n″) ;

}

Doolit tle (0 ,m ,n) ;

/ 3调用 Doolit tle函数 3 /

p rintf (″L :\ n″) ;/ 3输出 L矩阵 3 /

for (i = 0 ;i < m ;i + + )

{for (j = 0 ; (j < = i) & &(j < n) ;j + + )

　　if (j = = i) p rintf (″1″) ;

　　else if (a[ i ] [ j ] . d = = 1)

p rintf (″%d\ t″,a[ i ] [ j ] . n) ;

　　else

　　printf (″%d/ %d\ t″,a[ i ] [ j ] . n ,

a[ i ] [ j ] . d) ;

　　printf (″\ n″) ;

　}

　printf (″U :\ n″) ;/ 3输出 U矩阵 3 /

　for (i = 0 ;i < m ;i + + )

　{

　　for (j = 0 ;j < i ;j + + ) p rintf (″\ t″) ;

　　　for (j = i ;j < n ;j + + )

　　　if (a[ i ] [ j ] . d = = 1)

　　　printf (″%d\ t″,a [i ] [ j ] . n) ;

　　else p rintf (″%d/ %d\ t″,a[ i ] [ j ] . n ,

a[ i ] [ j ] . d) ;

　　printf (″\ n″) ;

　}

　printf (″A = L U\ n″) ;

}/ 3 main 3 /

5　程序运行示例

1)

4 2

3 1

4 6

8 1

=

1 0

3/ 4 1

1 - 8

2 6

·
4 2

0 - 1/ 2
.
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2)

2

45

8

6

= 2

1

45/ 2

4

3

.

3)

6 2 1 - 1

2 4 1 0

1 1 4 - 1

- 1 0 - 1 3

=

1

1/ 3 1

1/ 6 1/ 5 1

- 1/ 6 1/ 10 - 9/ 37 1

·

6 2 1 - 1

10/ 3 2/ 3 1/ 3

37/ 10 - 9/ 10

191/ 74

.

6　结束语

文中是将矩阵分解由数值运算[9 ]推广到符号运

算 ,希望将来能推广到复数矩阵的分解.
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