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多标记数据驱动的可变换算子值核

汪振鑫1，陈德刚2，车晓雅2
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摘    要：算子值核是取值为希尔伯特空间上算子的二元函数，在机器学习领域中旨在更好地描述多任务学习中

不同任务之间的关联性。多标记学习是一种特殊的多任务学习，本文基于核对齐方法从多标记数据集中学习

算子值核并构建多标记学习的预测模型。1) 利用核对齐方法学习样例级特征重要度分布；2) 基于样例级特征

重要度分布构造算子值核，证明其不仅是偏迹核而且是可变换算子值核，且其对应核矩阵中的每个分块刻画了

样例间标记相关性的交互信息；3) 设计基于可变换算子值核的多标记学习算法，在 9 个多标记数据集上与 4 种

高性能算法进行对比实验，结果验证了所提算法的有效性。
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Transformable operator-valued kernels driven by multi-label datasets

WANG Zhenxin1，CHEN Degang2，CHE Xiaoya2

(1. North  China  Electric  Power  University,  School  of  Control  and  Computer  Engineering,  Beijing  102200,  China; 2. North  China
Electric Power University, Department of Mathematics and Physics, Beijing 102200, China)

Abstract: An operator-valued kernel is a binary function that takes the value of an operator on Hilbert space, which in
the field of machine learning aims to better describe the correlation between different tasks in multi-task learning. Multi-
label learning is a special  kind of multi-task learning, in this paper,  we learn operator-valued kernels from multi-label
datasets based on the kernel alignment method and construct a prediction model for multi-label learning. Firstly, we use
kernel alignment method to learn the instance-level feature importance distribution; secondly, we construct operator-val-
ued kernel based on the instance-level feature importance distribution, and prove that it is not only partial trace kernel
but also transformable operator-valued kernel, and that each block of its corresponding kernel matrix depicts the interac-
tion information of label correlation among the samples; lastly, we design the multi-label learning algorithms based on
transformable operator-valued kernel, and conduct comparative experiments with four high-performance algorithms on
nine multi-label datasets, the results verify effectiveness of our proposed algorithm.
Keywords: multi-label learning; operator-valued kernel; transformable operator-valued kernel; partial trace kernel; la-
bel correlation; instance-level feature importance distribution; interaction information; kernel alignment

算子值核 [1-12] 作为数值核的扩展，其取值为

希尔伯特空间上的算子。在机器学习领域，引入

算子值核旨在更好地描述多任务学习中不同任务

之间的关联性。在多标记学习[13-22] 这一特定的多

任务学习场景中，这种关联性可以细化为样例之

间标记相关性 [23] 的交互信息，这种交互信息往往

与特定的数据集密切相关。因此，从多标记数据集

中学习出能够准确描述样例之间标记相关性交互

信息的算子值核具有重要的理论意义和应用价值。

算子值核最早是由 Micchelli 等[1] 引入机器学

习领域的，目前其在机器学习领域内的研究主要

围绕理论与应用两个方向展开。在基础理论层
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面，Kadri 等[2] 讨论了算子值核的有限维线性组合

的学习问题。与此同时，Kadri 等[3] 将监督学习中

泛函学习问题转化为再生核希尔伯特空间（repro-
ducing kernel Hilbert space，RKHS）中函数值的设

置问题，实现了算子值核理论体系与学习范式的

统一。Huusari 等 [4] 在偏迹核的框架下对已知算

子值核进行了系统的分类，将其分为可分核、可

变换核和纠缠核，这一分类为后续研究提供了理

论基准。Dinuzzo 等 [5] 首先提出了可分离核的学

习方法，并且利用学习到的可分离核来解决希尔

伯特空间上向量值函数的正则化问题 [ 6 ]。Al-
varez 等 [7] 介绍了两类用于向量值函数的通用核，

分别是可分离核和不可分离核。Lim 等 [8] 结合可

分离核和可变换核，在知识发现领域引入了一种

基于算子值核的自回归向量模型，并用于识别动

态系统和检索代表其组件之间相互作用的目标网

络。Gregorová等 [9] 学习了可分离核的和，并提出

了一种适应非线性预测函数的学习方法。Audif-
fren 等[10] 考虑了在线学习环境中向量值函数的学

习问题，设计了基于算子值核的在线学习框架。

值得关注的是，算子值核在多任务学习中的应用

价值日益凸显：Minh 等 [11] 给出了算子值核在向

量值流形正则化和协正则化多视图学习中的应

用。Huusari 等 [12] 在多视图学习中介绍并学习一

类新的可分离算子值核，该算子值核被用来刻画

学习视图内和视图间之间的度量，以此来捕捉数

据的多模态结构。

多标记学习旨在构建统一模型同时对多个标

记进行类别预测，而多任务学习则是构建统一模

型同时处理多个相关任务，如分类和回归问题，

因而多标记学习是一种特殊的多任务学习。截至

目前算子值核还未应用到多标记学习中。如果考

虑在多标记学习中应用算子值核，那么算子值核

所取值的矩阵应该能够描述样例之间标记相关性

的交互信息。为了实现这一目标，本文从多标记

数据集中学习可变换算子值核，并设计了有效的

多标记学习算法。主要贡献如下：基于核对齐 [24]

方法计算样例级特征重要度分布，从而构造算子

值核，以刻画样例之间标记相关性的交互信息，

并证明该多标记数据驱动[25-27] 的算子值核不但是

偏迹核而且是可变换核；设计基于该核的多标记

学习算法，并通过实验验证其性能优势。 

1   预备知识

多标记分类问题是机器学习中典型的监督学

习问题，其中任意样例均同时被高维输入变量与

多重标记变量所描述。

X Y
D =

{(x1, y1) , (x2, y2) , · · · , (xn, yn)}
xi =

(
x1

i , x
2
i , · · · , xm

i

)T ∈ X, i = 1,2, · · · ,n
A = {a1, a2, · · · , am} m

yi =
(
y1

i ,y
2
i , · · · ,yN

i

)T ∈ Y, i = 1,2, · · · ,n
L = {l1, l2, · · · , lN}

N

假设 是输入空间（即特征空间）， 是输出

空间（即标记空间）。给定多标记数据集

。对任意多标记样例，

输入向量 由特征

集合 特征所表示，其中 为特征

个数。输出向量

被标记集合 中标记变量所描述，

其中 表示标记个数。任意样例在给定标记下可

能输出值为+1 或−1，其中+1 代表样例具有该标

记，−1 表示样例不具有该标记。

为评估多标记算法在多标记分类任务中的性

能，通常选择以下 5 个常用的评估指标[28-29]。

1) Hamming Loss (HL) 计算公式为

HL ( f ) =
1
n

n∑
i=1

|Yi∆Z i|
s

Yi Z i

∆

f s n

式中： 表示样例中真实的标记集合， 表示样例

中预测标记的集合， 表示两个集合的对称差，

为函数， 为标记的个数和 为训练样例的个

数。HL 用来评估一个样例被错分的次数，该值

越小，说明算法的性能越好。

2) One-error (OE) 计算公式为

OE ( f ) =
1
n

n∑
i=1

G
ÅÅ

argmax
y∈Y

ã
f (xi, y) < Yi

ã
其中

G(l) =
®

0, l为真
1, l为假

n Yi

G f

式中： 为训练样例的个数， 为样例中真实的标

记集合， 为示性函数， 为函数。OE 用来评估在

输出结果中排序第一的标记不属于真实标记集合

的概率，即预测出的最相关标记实际上是样例无

关标记的比例。该值越小，说明算法的性能越好。

3) Coverage (CV) 计算公式为

CV( f ) =
1
n

n∑
i=1

max
y∈Yi

rank f (xi, y)−1

n式中： 为训练样例的个数；CV 表示在标记排序

中要覆盖所有相关标记需要搜索的深度，该值越

小，说明算法的性能越好。

4) Ranking Loss (RL) 计算公式为

RL ( f ) =
1
n

n∑
i=1

1∣∣Yi∆Y i

∣∣
n Y Yi

Y
式中： 为训练样例的个数， 是 相对于所有类

别标记集合 的补集。RL 表示有多少不相关标

记排序高于相关标记，即该评价指标衡量的是排

序出现错误时相关和不相关标记的比例。该值越

小，说明算法的性能越好。
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5) Average precision (AVP) 计算公式为

IAVP =

1
n

n∑
i=1

1
|Yi|

∑
y∈Y

∣∣(y|rank f (xi, y) ⩽ rank f (xi, y)
)
, y ∈ Yi

∣∣
rank f (xi, y)

n Yi式中： 为训练样例的个数， 为样例中真实的标

记集合。IAVP 表示在所有预测结果排序中，被排

序排在相关标记之前的标记依旧是相关标记且属

于相关标记集合的概率。该值越大，说明算法的

性能越好。

X Y
L (Y) Y Y

下面依次给出算子值核，偏迹核和可变换算

子值核的相关定义。假设 是输入空间， 是希

尔伯特空间， 是从 到 的线性算子的集合。

L(Y)− K X×X
K (·, ·) : X×X→ L(Y)
K (x, z) = K(z, x)∗

n ∈ N
{

(xi, yi)i=1,2,··· ,n
}
∈ X×Y∑

i, j

⟨yi,K
(
xi, x j

)
y j⟩ ⩾ 0

定义 1 [4 ]　 值核 是 上的一个函

数 ， ； 该 函 数 是 半 正 定 的 ，

如 果 ， 其 中 上 标 * 表 示 伴 随 算

子；对于任意 并且 ，则

。

Y
L(Y) K (x, z)

L(Y) K (x, z)

x z

在处理多标记学习问题时， 是有限维输出

空间， 上的算子退化为矩阵，算子值核

是取值在 上的二元函数，矩阵 旨在描

述样例 和 之间标记相关性的交互信息。

H1 H2

H1 H1

L (H1) H1⊗H2

H1 H2

文献 [4] 以偏迹核为工具建立了算子值核理

论框架。假设 和 是可分离的希尔伯特空

间。从希尔伯特空间 到 的有限迹范数的有

界线性算子集合使用 表示， 表示希

尔伯特空间 和 的张量积。

{ei}i H2

L (H1⊗H2) A trH2
A L (H1)

定义 2 [ 4 ] 　令 是 中的正交基，对于

中的算子 ，其偏迹 是 中的

算子，由如下等价关系定义：

⟨x,
(
trH2

A
)

y⟩ =
∑

i

⟨x⊗ ei, A (y⊗ ei)⟩

trH2
A (η,ξ)

Aηξ
[
trH2

A
]
ηξ
= tr

(
Aηξ

)此外，偏迹算子 在 位置上的元素正

好对应于分块 的迹，即 。

K
定义 3[4]　偏迹核是具有如下形式的算子值

核函数 ：

K (x, z) = trH

(
Pφ(x)φ(z)

)
Pφ(x)φ(z) L (Y⊗H) trH

H
式中： 是 上的算子， 表示数值核

的再生核希尔伯特空间 上的偏迹运算。

K : X×X→ Rn×n

定义 4 [ 4 ] 　可变换算子值核是一个函数

，写作：

K(x, z) =
î
k̂ (Th(x),Tl(z))

ón

h,l=1
,∀ x, z ∈ X

k̂ : X̂× X̂→ R {Tt}nt=1 X X̂式中： 是数值核， 是从 到 的

映射。

k̂ {Tt}nt=1在应用到实际问题时，数值核 和映射

k̂ {Tt}nt=1

一般都需要预设。本文旨在从多标记数据中学习

数值核 和映射 以此来构造可变换算子值核。 

2   学习可变换算子值核

本节先利用核对齐的方法针对单标记问题学

习了全局特征对标记的重要度分布。再利用主成

分分析（principal component analysis, PCA）[30] 提取

了单个样例的样例级特征重要度分布。最后，利

用两个样例对应的样例级标记相关性矩阵的乘积

作为描述两个样例标记相关性之间交互信息的交

互矩阵，并证明其不仅是偏迹核而且是可变换算

子值核。 

2.1    基于核对齐的全局特征对标记的重要度分布

本小节利用核对齐的方法针对单标记问题学

习全局特征对标记的重要度分布。

D = {(x1, y) , (x2, y) , · · · , (xn, y)}
n
xi =

(
x1

i , x
2
i , · · · , xm

i

)T ∈ X m

y = (y1,y2, · · · ,yn)
T

令 是 一 个 包 含

个样例的关于标记的单标记数据集合，其中

表示每个样例有 维特征，

单标记 。

Kq

(
xi, x j

)
= exp

−
∥∥aq (xi)− aq

(
x j

)∥∥2

2

σ2

Kq m Kq,q = 1,2, · · · ,m

K=
m∑

q=1

µqKq,µq ⩾ 0

Kideal = yyT y ∈ {+1,−1}n

K=
m∑

q=1

µqKq

Kideal

在特征空间中，每个特征所对应高斯核为

， 则 有 核 矩 阵

。对于 个核矩阵 线性凸组合

构成的多核矩阵为 。针对单标

记数据集，其理想核为 ，其中 。

为刻画特征空间和标记向量之间的相似性，通过

特征空间对应线性组合核 与标记向量

对应理想核 之间的对齐值来实现：

max
µ

f (µ) = A (K,Kideal)

s.t.
m∑

q=1

µq = 1, µq ⩾ 0。

f F式中： 为向量值函数， 为 Frobenius 范数，

A (K,Kideal ) =
⟨K,Kideal ⟩F
∥K∥F ∥Kideal ∥F

=

⟨
m∑

q=1

µqKq, yyT

⟩
F∥∥∥∥∥∥

m∑
q=1

µqKq

∥∥∥∥∥∥
F

∥yyT∥F

yyT ∥Kideal∥F由于 是固定的，相应的 是常数。显然该

项对求解优化问题没有影响，则简化为

max
µ

f (µ) =

⟨
m∑

q=1

µqKq, yyT

⟩
F∥∥∥∥∥∥

m∑
q=1

µqKq

∥∥∥∥∥∥
F
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s.t.
m∑

q=1

µq = 1, µq ⩾ 0

进一步，上述优化问题可以转化为求解以下

最小化形式的优化问题：

min
µ

f (µ) = λ

⟨
m∑

q=1

µqKq,
m∑

q=1

µqKq

⟩
F

−⟨
m∑

q=1

µqKq, yyT

⟩
F

s.t.
m∑

q=1

µq = 1, µq ⩾ 0

λ f (µ) =
m∑

q,h(
λ
⟨
Kh,Kq

⟩
F

)
·µhµq−

m∑
q=1

⟨
Kq, yyT

⟩
F

m∑
q,h

(
λ
⟨
Kh,Kq

⟩
F

)
·

µhµq = λ

⟨
m∑

h=1

µhKh,
m∑

q=1

µqKq

⟩
F

λ

∥∥∥∥∥∥
m∑

q=1

µqKq

∥∥∥∥∥∥
F

⩾ 0

式中 是用于平衡两项的参数。因为

，

。

上述优化问题可参照支持向量机（ support
vector machine，SVM）对偶问题的方法利用二次规

划问题求解[31]。据此可以求得特征空间中全局特

征对标记重要度分布，并且此分布随训练数据变

化而调整。 

2.2    利用主成分分析学习样例级特征重要度分布

xi

全局特征对标记重要度分布反映了整体数据

集上特征与标记之间的关联，而样例级特征重要

度分布则强调在具体的样例上特征与标记之间的

关联。本小节针对单标记问题，利用 PCA 降维提

取针对单个样例 的特征集合对单个标记的重要

度分布，即样例级特征重要度分布，其反映了数

据分布的协方差结构提取样本特异性特征。

xi利用 PCA 降维挖掘样例点 处样例级特征重

要度分布的具体步骤如下。

lα1) 根据 2.1 节可得特征对标记 的全局重要

度分布：

µa(X) = (µa1(X),µa2(X), · · · ,µan(X)) ,α = 1,2, · · · ,N。
xi2) 针对缺失样例点 ，利用核对齐方法度量

缺失点处特征对标记重要度分布：

µa (X− xi)= (µa1 (X−xi) ,µa2 (X−xi) , · · · ,µcm (X− xi))。

B(i) =
Ç
µα(X)
µα (X− xi)

å
∈ R2×m B (i)

B∗ (i)
C (i) = B∗ (i) (B∗(i))T ∈ R2×2

P (i) B∗ (i)

3 ) 令 ，对矩阵

的每一行进行零均值化，可得新矩阵 。然

后，通过求解协方差矩阵

的特征值及其对应的特征向量。同时，将其特征

向量按对应特征值的大小排列成矩阵，取第一行

向量 与 相乘并归一化可得样例级特征重

要度分布：

µa (xi) = (µa1 (xi) ,µa2 (xi) , · · · ,µam (xi))。

Kxi

利用上述样例级特征重要度分布，可以构建

样例级标记相关性矩阵 ：

Kxi
=
î
µα (xi)

(
µβ (xi)

)T
ó

N×N
,α,β = 1,2 · · · ,N。

xi

该矩阵中每个元素刻画了其所对应的两个标记在

样例 上的样例级标记相关性。 

2.3    基于样例级特征重要度分布的可变换算子值核

K (x, z)

X×X L(Y)

K (x, z)

K (x, z)

在本小节中，利用两个样例对应的样例级标

记相关性矩阵的乘积作为描述两个样例之间标记

相关性交互信息的交互矩阵。算子值核 是

从 到 取值为上述交互矩阵的二元函数，

可以证明 是正定算子值核，并可以进一步

证明 是偏迹核和可变换算子值核。

K
(
xi, x j

)
= KT

xi
Kx j

xi

x j

定义 5　令 ，称它为样例 和

之间标记相关性的交互矩阵。

K
(
xi, x j

)
= KT

xi
Kx j
=有 µ1 (xi) (µ1 (xi))

T · · · µ1 (xi) (µN (xi))
T

...
. . .

...
µN (xi) (µ1 (xi))

T · · · µN (xi) (µN (xi))
T

×
 µ1

(
x j

)(
µ1

(
x j

))T · · · µ1

(
x j

)(
µN

(
x j

))T

...
. . .

...

µN

(
x j

)(
µ1

(
x j

))T · · · µN

(
x j

)(
µN

(
x j

))T

 =
 µ1 (xi) M

(
µ1

(
x j

))T · · · µ1 (xi) M
(
µN

(
x j

))T

...
. . .

...

µN (xi) M
(
µ1

(
x j

))T · · · µN (xi) M
(
µN

(
x j

))T


M=

N∑
c=1

(µc (xi))
Tµc

(
x j

)
µa (xi) ,µβ (xi) ,α,β=

1,2 · · · ,N K
(
xi, x j

)其中矩阵 ，

为样例级特征重要度分布。矩阵

利用样例级特征重要度分布描述了两两标记相关

性矩阵之间的关联关系，从而刻画了样例之间标

记相关性的交互信息。

K
(
xi, x j

)
定理 1　 是半正定算子值核。

证明　由定义 2.1 可知
N∑

c=1

(µc (xi))
Tµc

(
x j

)
=

N∑
c=1

µc1 (xi)µc1

(
x j

)
· · ·

N∑
c=1

µc1 (xi)µcm

(
x j

)
...

. . .
...

N∑
c=1

µcm (xi)µc1

(
x j

)
· · ·

N∑
c=1

µcm (xi)µcm

(
x j

)


令向量

Sd (xi) =
[
µd1 (xi) ,µd2 (xi) , · · · ,µdN (xi)

]T
,d = 1,2, · · · ,m,

那么矩阵
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N∑
c=1

(µc (xi))
Tµc

(
x j

)
=

(
S1 (xi)

)T S1
(
x j

)
· · ·

(
S1 (xi)

)T Sm
(
x j

)
...

. . .
...

(Sm (xi))
T S1

(
x j

)
· · · (Sm (xi))

T Sm
(
x j

)


K
(
xi, x j

)
µα (xi)

N∑
c=1

(µc (xi))
Tµc

(
x j

)(
µβ

(
x j

))T

因 此 ， 简 化 矩 阵 中 的 每 个 元 素

可得

[
µα1 (xi)µα2 (xi) · · · µαm (xi)

]


(
S1(xi)

)T(
S2(xi)

)T

...
(Sm(xi))

T


[
S1

(
x j

)
S2

(
x j

)
· · · Sm

(
x j

)]

µβ1 (xi)
µβ2 (xi)
...

µβm (xi)

 =
[

m∑
d=1

µαd (xi)µ1d (xi)
m∑

d=1

µαd (xi)µ2d (xi) · · ·

m∑
d=1

µαd (xi)µNd (xi)

]


m∑
d=1

µβd
(
x j

)
µ1d

(
x j

)
...

m∑
d=1

µβd
(
x j

)
µNd

(
x j

)

 = ϕα (xi)
(
ϕβ

(
x j

))T

ϕα (xi) =其中[
m∑

d=1

µαd(xi)µ1d (xi)
m∑

d=1

µαd(xi)µ2d(xi)· · ·
m∑

d=1

µαd(xi)µNd (xi)

]
α,β = 1,2, · · · ,N K

(
xi, x j

)
=并且 。综上所述，

ϕ1 (xi)
ϕ2 (xi)
...

ϕN (xi)

î(ϕ1

(
x j

))T (
ϕ2

(
x j

))T · · ·
(
ϕN

(
x j

))T
ó
。

由算子值核的定义可知：∑
i, j

⟨
yi,K

(
xi, x j

)
y j

⟩
=
∑

i, j

yT
i K

(
xi, x j

)
y j =

∑
i, j

yT
i


ϕ1 (xi)
ϕ2 (xi)
...

ϕN (xi)

î(ϕ1

(
x j

))T (
ϕ2

(
x j

))T · · ·
(
ϕN

(
x j

))T
ó
y j =

∑
i, j

⟨
ϕ (xi) yi,ϕ

(
x j

)
y j

⟩
=

∥∥∥∥∥∑
i

[
ϕ1 (xi)

T ϕ2 (xi)
T · · · ϕN (xi)

T] yi

∥∥∥∥∥
2

⩾ 0

ϕ (xi) =
[
ϕ1 (xi)

T ϕ2 (xi)
T · · · ϕN (xi)

T] K
(
xi, x j

)
其中 ，则

是半正定的核。

K
(
xi, x j

)
定理 2　 是偏迹核。

K
(
xi, x j

)
=证明　由定义 5 可知 µ1 (xi) M

(
µ1

(
x j

))T · · · µ1 (xi) M
(
µN

(
x j

))T

...
. . .

...

µN (xi) M
(
µ1

(
x j

))T · · · µN (xi) M
(
µN

(
x j

))T

，

M =
N∑

c=1

(µc (xi))
Tµc

(
x j

)
其中矩阵 。

K
(
xi, x j

)
µα (xi) M

(
µβ

(
x j

))T
算子值核 中每个元素

可写成迹的形式，具体为

µα (xi) M
(
µβ

(
x j

))T
= tr
Äî(
µβ

(
x j

))T
µα (xi)

ó
·M
ä

α,β = 1,2, · · · ,N
K
(
xi, x j

)
则算子值核 可以改写成 tr (V11 M) · · · tr (VN1 M)

...
. . .

...
tr (V1N M) · · · tr (VNN M)

 ,
其中矩阵

Vαβ =
(
µβ

(
x j

))T
µα (xi) , α,β = 1,2, · · · ,N

M =
N∑

c=1

(µc (xi))
Tµc

(
x j

)
根据偏迹核的定义，

K
(
xi, x j

)
= tr

 V11 M · · · VN1 M
...

. . .
...

V1N M · · · VNN M

 =
 tr (V11 M) · · · tr (VN1 M)

...
. . .

...
tr (V1N M) · · · tr (VNN M)


K
(
xi, x j

)
则算子值核 是偏迹核。

K
(
xi, x j

)
定理 3　 是可变换算子值核。

K
(
xi, x j

)
ϕ1 (xi)
ϕ2 (xi)
...

ϕN (xi)

î(ϕ1

(
x j

))T (
ϕ2

(
x j

))T · · ·
(
ϕN

(
x j

))T
ó

K
(
xi, x j

)
K
(
xi, x j

)
=
[
⟨Th(xi),Tl(x j)⟩

]N

h,l=1 Th(xi) =

ϕh (xi) Tl(x j) = ϕl

(
x j

)
h, l = 1,2, · · · ,N i, j =

1,2, · · · ,n K
(
xi, x j

)

证明　由定理 1 可知，算子值核 可以

写作： 。

由可变换算子值核的定义可知 满足条件，

。其中映射

和 ，并且 和

。综上所述， 是可变换算子值核。
 

3   基于可变换算子值核的学习算法

g(x)

K xτ

文献 [32-33] 中提出了求预测函数 的算

法，本节基于可变换算子值核将其运用到多标记

学习中。对给定数据集可以求得算子值核矩阵

，针对新进样例 预测函数具有如下形式[33]：

g (xτ) = KT (xτ, xτ) · kT
xτ(K+nλI)−1Y

其中
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Y =
[
y1, y2, · · · , yn

]T ∈ L(Y)n

K =
[
K
(
xi, x j

)]n

i, j=1 ∈ L(Y)n×n

kT
xτ = [K (x1, xτ) ,K (x2, xτ) , · · · ,K (xn, xτ)] ∈ L(Y)l×n

kT
xτ K (xi, xτ) = KT

xi
Kxτ , i = 1,2, · · · ,n在 中 。

kT
xτ K (xτ, xτ)

xτ
kxτ xτ ∈ X

lα,α = 1,2, · · · ,N

当计算 和算子 时，需依赖于新进

样例 的样例级特征重要度分布构建标记相关性

矩阵 。因此，对于任意新进样例 ，首先根

据岭回归算法度量其特征对标记

样例级特征重要度分布

µα (xτ) = (µα1 (xτ) ,µα2 (xτ) , · · · ,µαn (xτ)) ,
目标函数为

f λ = argmin
f∈H

1
n
∥ f (xi)− zi∥2+λ∥W∥2。 (1)

f (xi) =W · xi xτ

W ∈ Rm×m λ Z = [z1, z2, · · · , zn]T ∈
Rm×n zi = µα (xi) , i =1,2, · · · ,n
lα

F
i xi Z
i zi FFT ∈
Rm×m ZFT ∈ Rm×m

W = ZFT
(
FFT+nλI

)−1 I
nλ

xτ

式中预测函数 。对于新进样例 ，通

过式 (1)，可以求解关于特征对标记的权重矩阵

。 是正则化系数，

，其中 表示特征对标记

的样例级特征重要度分布。该优化问题求解过

程为：在特征空间中，定义输入数据矩阵 ，其第

列为 。在标记空间中，定义目标矩阵 ，其第

列为 。分别计算输入数据的自相关矩阵

和目标与输入的互相关矩阵 。则

最优权重矩阵为 。其中 是

单位矩阵， 是缩放后的正则化系数。最后，预

测新进点 的样例级特征重要度分布：

f (xτ) =W · xτ = µα (xτ) , α = 1,2, · · · ,N
并对其进行归一化处理。则新进样例点的样例级

标记相关性矩阵表示为

Kxτ =
[
(µα (xτ))Tµβ (xτ)

]
N×N , α,β = 1,2, · · · ,N。

O (n · (m+N)+n ·N · k) n m

N k

O
(
N2+m2+mN +mp

)
m

p N

O
(
n2+mp

)
m n

p

本文所设计算法的具体步骤在算法 1 中。算

法 1 的空间复杂度主要由算子值核矩阵来决

定。下面将本文所设计的算法的空间复杂度与其

他算法进行比较。ML-KNN 算法（multi-label K-
nearest neighbors algorithm） [13] 的空间复杂度为

，其中 为样本数量， 为特

征向量的维数， 为标记数量， 为相近邻样本数

量。MDDM 算法（multilabel dimensionality reduc-
tion via dependence maximization）[14] 的空间复杂度

为 ，其中 为原始特征维数，

为降维后的目标维数， 为标记数量。RM-
FRS 算法（feature selection for multi-label learning
based on kernelized fuzzy rough sets）[15] 的空间复杂

度为 ，其中 为特征向量的维数， 为样

本数量， 为降维后的目标维数。PMFS 算法

（Pareto-based feature selection algorithm for multi-la-

O
(
n2N2+n2

)
n N

O
(
n2N2+m2

)
n

N m

O
(
N2

)
O
(
n2N2

)

bel classification） [16] 的空间复杂度为 ，

其中 为样本数量， 为标记数量。本文所提算法

的整体空间复杂度为 ，其中 为样本

数量， 为标记数量， 为特征向量的维数。此算

法的整体空间复杂度由两部分组成：1) 算子值核

的空间复杂度为 ；2) 核岭回归方法的空间

复杂度为 。并且此算法的整体空间复杂

度不如 ML-KNN、MDDM、RMFRS 算法，优于

PMFS 算法。此算法的空间复杂度较高是核岭回

归问题导致的。而本文所设计的算子值核的空间

复杂度与 MDDM 算法相同，优于其他算法的空

间复杂度。

算法 1　可变换算子核学习算法 (TRANS-
OVK 算法)

D = {(x1, y1) , (x2, y2) , · · · ,
(xn, yn)} X = (x1, x2, · · · , xn) Y =
(y1, y2, · · · , yn) xi =

(
x1

i , x
2
i , · · · , xm

i

)T

i yi =(
y1

i ,y
2
i , · · · ,yN

i

)T
i

输入　多标记数据集

； 表 示 特 征 空 间 ，

表示标记空间； 表

示特征空间中第 个样例所对应的向量，

表示标记空间中第 个样例所对应

的向量。

g (xτ)输出　预测函数 。

K =
m∑

q=1

αqKq, αq ⩾ 0

Kideal = yyT

1）计算组合核矩阵 和理

想核 ；

µa = (µa1, µa2, · · · , µam)
2）基于核对齐，由数据标记结构动态优化生

成全局特征重要度分布 ；

µα (X− xi) = (µα1 (X− xi) ,µα2 (X− xi) , · · · ,µαm (X− xi))
3）计算缺失点特征对标记的重要度分布

；

µα (xi) = (µα1 (xi) ,µα2 (xi) , · · · ,µom (xi))
4）利用 PCA 降维提取样例级特征重要度分

布 ，其反映了数

据分布的协方差结构自动提取样本特异性特征；

K
(
xi, x j

)
= KT

xi
Kx j

Kxi
=
[
µa (xi)

Tµβ (xi)
]

N×N K =[
K
(
xi, x j

)]n

i, j=1 K
(
xi, x j

)
5）基于样例级重要度分布构造算子值核

，其中样例级标记相关性矩阵

， 并 且 算 子 值 核 矩 阵

。算子值核 完全依赖样本

局部特征重要度，实现样本自适应的核学习；

xτ
W

6）针对新进点 ，通过求解岭回归问题，计算

关于特征对标记的权重矩阵 ；

xτ
µα (xτ) =W · xτ,α = 1,2, · · · ,N

7）预测新进点 的样例级特征重要度分

布 ；

xτ K (xτ, xτ) =
Kxτ

TKxτ Kxτ =
[
(µa (xτ))Tµβ (xτ)

]
N×N

8）计算新进点 的可变换算子值核

，其中 ；

kT
xT
τ
= [K (x1, xτ) , · · · ,K (xn, xτ)]

K (xi, xτ) = KT
xi

Kxτ , i = 1,2 · · · ,n
9 ） 计 算 ， 其 中

；

g (xτ) = KT (xτ, xτ) · kT
xτ(K+nλI)−1Y

10）通过求解核岭回归问题，得到预测结果

。 
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4   实验验证

本章根据第 1 章所提 5 项评价指标，给出

4 种高性能对比算法和本文提出算法在 9 个数据

集上的数值实验结果。 

4.1    实验设置

多标记分类算法旨在从多标记训练数据集中

挖掘信息，构建目标函数，然后预测任何测试样

例的多维语义输出。为验证多标记学习算法的分

类有效性，实验选取了 9 个数据集。分别为 birds、
business、cal500、emotion、genbase、image、reuters、
scene、yeast。其中，birds 数据集是声音的集合，

cal500，emotion 代表音乐中的数据集，genbase、
image 和 scene 是图像信息组成的数据集， reu-
ters 和 business 是文本分类数据集，yeast 是一种与

基因功能的分类有关的生物数据集。每个数据集

的详细情况总结在表 1 中。上述所有多标记数据

集均来自开源数据库 Mulan Library。本文首次将

算子值核应用到多标记学习领域中，目前尚无其

他与算子值核相关的多标记学习算法，因此选择

4 种具有代表性的多标记学习算法进行比较，包

括 ML-KNN[13]、MDDM[14]、RMFRS[15] 及 PMFS[16]。

本文采用标准化实验流程：对于每个多标记

数据集，通过 0-1 归一化方法对输入变量进行规

范化处理。在实验设计方面，每个数据集均进行多

次重复实验以验证分类结果的稳定性。训练数据

集和测试数据集按 4꞉1 进行随机划分，其中占比

为 80% 的训练样本用于模型训练，剩余占比 20%

的测试集用于评估模型性能。最后，实验结果通

过计算多次独立实验测量指标的算术平均值及其

标准差进行呈现，以此确保实验结论的统计可靠性。
  

表 1    多标记数据集
Table 1    Multi-label data set

 

数据集 样例数量 特征数量 标记数量

birds 645 260 20

business 5 000 438 30

cal500 502 68 174

emotion 593 72 6

genbase 662 1 185 27

image 2 000 135 5

reuters 2 000 243 7

scene 2 407 294 6

yeast 2 417 103 14
  

4.2    实验结果与分析

从表 2 可以看出 TRANS-OVK（transformable
operator-valued Kernel）算法在多个数据集上都呈

现出分类性能优势，尤其在数据集 birds、busi-
ness、emotion、genbase、image、scene、yeast 上，以

AVP 为评价指标，是优于其他算法的。并且

TRANS-OVK 算法和 PMFS 算法在数据集 busi-
ness、emotion 和 genbase 上分类性能结果相近。

在数据集 cal500 上，ML-KNN 算法明显比 TRANS-
OVK 算法和其他 3 个对比算法表现更为优异，并

且 PMFS 算法在数据集 reuters 上展现出的性能是

优于其他算法的。
 
 

表 2    在评价指标 AVP(↑) 下 TRANS-OVK 算法与 4 个对比算法的实验结果比较
Table 2    Comparison between TRANS-OVK algorithm and four comparison algorithms on AVP(↑)

 

数据集 MDDM ML-KNN RMFRS PMFS TRANS-OVK
birds 0.708 8±0.021 3 0.581 6±0.004 8 0.678 7±0.036 3 0.707 1±0.032 7 0.723 7±0.013 9

business 0.871 6±0.007 1 0.862 7±0.000 3 0.873 0±0.006 3 0.875 6±0.004 7 0.877 1±0.004 2

cal500 0.485 7±0.004 9 0.498 1±0.003 0 0.482 8±0.004 4 0.493 1±0.003 9 0.490 3±0.005 6

emotion 0.744 0±0.017 2 0.583 1±0.012 3 0.749 9±0.050 9 0.754 0±0.016 6 0.756 2±0.035 8

genbase 0.751 1±0.152 0 0.751 3±0.147 1 0.456 1±0.055 3 0.984 3±0.031 3 0.987 1±0.029 5

image 0.697 8±0.042 4 0.518 1±0.008 8 0.657 4±0.054 7 0.692 1±0.055 8 0.697 9±0.035 7

reuters 0.826 0±0.041 6 0.601 2±0.002 0 0.814 5±0.041 7 0.842 0±0.035 6 0.825 4±0.026 9

scene 0.744 8±0.079 6 0.318 1±0.046 0 0.589 7±0.151 9 0.741 6±0.093 0 0.752 2±0.024 2

yeast 0.744 6±0.014 1 0.710 2±0.001 2 0.733 2±0.015 9 0.748 7±0.010 6 0.754 3±0.032 8

注：加粗表示本行最优结果。
 

从表 3 可以看出 MDDM 算法在数据集 birds

和 scene 上，以 RL 为评价指标，所呈现出的分类

效果是优于其他算法的，而 PMFS 算法在数据集

emotion 上的表现是最好的。在其余数据集上，本

文所提出的 TRANS-OVK 算法明显优于其他 4 个

对比算法。
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表 3    在评价指标 RL(↓) 下 TRANS-OVK 算法与 4 个对比算法的实验结果比较
Table 3    Comparison between TRANS-OVK algorithm and four comparison algorithms on RL(↓)

 

数据集 MDDM ML-KNN RMFRS PMFS TRANS-OVK

birds 0.115 2±0.007 9 0.186 1±0.003 8 0.136 3±0.024 1 0.121 7±0.020 6 0.115 3±0.013 6

business 0.042 7±0.002 9 0.048 7±0.000 3 0.041 8±0.003 0 0.041 0±0.002 4 0.040 1±0.001 3

cal500 0.185 3±0.001 6 0.181 3±0.000 7 0.186 0±0.001 8 0.181 9±0.001 8 0.181 0±0.001 4

emotion 0.227 6±0.018 4 0.426 5±0.017 1 0.222 9±0.064 0 0.203 1±0.020 5 0.217 3±0.039 5

genbase 0.061 7±0.037 1 0.058 0±0.033 7 0.154 7±0.018 7 0.008 3±0.006 8 0.007 8±0.004 4

image 0.260 9±0.044 5 0.462 2±0.009 6 0.301 6±0.056 0 0.268 1±0.059 2 0.254 6±0.043 6

reuters 0.115 5±0.027 8 0.279 1±0.002 7 0.123 8±0.032 7 0.105 9±0.026 1 0.112 3±0.023 9

scene 0.139 9±0.067 4 0.652 9±0.073 4 0.285 6±0.145 7 0.154 2±0.079 2 0.156 5±0.069 7

yeast 0.180 4±0.009 5 0.204 2±0.001 0 0.187 6±0.011 9 0.180 8±0.008 4 0.173 4±0.011 4

注：加粗表示本行最优结果。
 

从表 4 可以看出 MDDM 算法数据集在 birds
和 scene 上，以 CV 评价指标，展现出的效果是最

优的。在其余数据集上，本文所提出 TRANS-
OVK 算法明显优于其他 4 个对比算法。

 
 

表 4    在评价指标 CV(↓) 下 TRANS-OVK 算法与 4 个对比算法的实验结果比较
Table 4    Comparison between TRANS-OVK algorithm and four comparison algorithms on CV(↓)

 

数据集 MDDM ML-KNN RMFRS PMFS TRANS-OVK
birds 3.377 0±0.174 9 4.879 2±0.079 8 3.813 8±0.501 0 3.562 4±0.426 2 3.512 1±0.216 0

business 2.354 7±0.110 5 2.591 2±0.013 4 2.337 4±0.107 3 2.315 2±0.086 9 2.249 1±0.050 2

cal500 132.132 4±0.714 5 128.907 2±0.834 2 132.433 1±0.913 8 127.594 6±0.885 3 126.610 2±0.911 4

emotion 2.189 9±0.093 6 3.224 1±0.092 0 2.148 8±0.314 1 2.041 0±0.113 6 2.031 1±0.238 2

genbase 2.353 7±1.123 7 1.943 5±0.904 2 4.929 1±0.573 4 0.651 0±0.192 4 0.638 3±0.216 9

image 1.288 5±0.168 9 2.097 8±0.039 4 1.445 6±0.216 8 1.335 9±0.224 8 1.239 6±0.200 5

reuters 0.868 4±0.163 8 1.822 9±0.016 8 0.919 7±0.195 8 0.814 5±0.156 4 0.898 2±0.231 9

scene 0.733 3±0.336 9 3.333 9±0.366 7 1.460 2±0.728 1 0.866 7±0.395 8 0.816 4±0.296 5
yeast 6.469 5±0.143 3 6.768 0±0.031 3 6.525 6±0.144 3 6.580 7±0.116 8 6.286 4±0.149 8

注：加粗表示本行最优结果。
 

从表 5 可以看出 TRANS-OVK 算法在数据集

birds、business、genbase、image、reuters、scene 上，

以 OE 为评价指标是优于其他算法的。仅在数据

集 cal500 和 yeast 上，TRANS-OVK 算法不如

PMFS 算法。同时，在数据集 emotion 上，TRANS-
OVK 算法不如 RMFRS 算法。

 
 

表 5    在评价指标 OE(↓) 下 TRANS-OVK 算法与 4 个对比算法的实验结果比较
Table 5    Comparison between TRANS-OVK algorithm and four comparison algorithms on OE(↓)

 

数据集 MDDM ML-KNN RMFRS PMFS TRANS-OVK
birds 0.368 8±0.041 9 0.569 8±0.006 1 0.389 3±0.040 9 0.362 9±0.046 8 0.339 7±0.032 3

business 0.126 5±0.007 1 0.133 6±0.000 3 0.124 6±0.006 0 0.124 5±0.005 2 0.121 3±0.004 5

cal500 0.128 9±0.005 1 0.096 5±0.004 0 0.128 6±0.005 2 0.090 0±0.006 7 0.093 5±0.004 9

emotion 0.344 5±0.029 1 0.549 5±0.027 9 0.339 1±0.068 4 0.373 9±0.021 7 0.343 4±0.032 3

genbase 0.335 8±0.208 9 0.344 6±0.202 3 0.712 2±0.069 8 0.013 9±0.043 3 0.015 5±0.056 4

image 0.470 5±0.064 9 0.715 3±0.017 0 0.528 5±0.081 7 0.470 1±0.082 0 0.460 5±0.079 9

reuters 0.262 7±0.068 7 0.622 4±0.003 0 0.278 3±0.061 1 0.232 9±0.053 3 0.227 9±0.059 0

scene 0.437 6±0.112 1 0.912 3±0.042 0 0.633 4±0.191 4 0.428 5±0.126 0 0.419 3±0.120 3
yeast 0.234 5±0.015 2 0.244 3±0.001 6 0.248 2±0.011 2 0.234 0±0.007 9 0.234 5±0.011 5

注：加粗表示本行最优结果。
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从表 6 可以看出 ML-KNN 算法在数据集 cal500
上的结果优于其他算法。在数据集 image 上，PMFS
算法比 TRANS-OVK 算法和其他 3 个对比算法效

果显著。在数据集 yeast 上，MDDM 算法结果最

优。在其余数据集上，本文所提出 TRANS-OVK
算法明显优于其他 4 个对比算法。

 
 

表 6    在评价指标 HL(↓) 下 TRANS-OVK 算法与 4 个对比算法的实验结果比较
Table 6    Comparison between TRANS-OVK algorithm and four comparison algorithms on HL(↓)

 

数据集 MDDM ML-KNN RMFRS PMFS TRANS-OVK
birds 0.060 8±0.003 3 0.078 2±0.002 0 0.058 5±0.002 4 0.060 2±0.005 4 0.057 3±0.002 1

business 0.027 7±0.000 8 0.028 4±0.000 0 0.027 5±0.000 7 0.027 5±0.000 5 0.027 2±0.000 0

cal500 0.137 1±0.000 9 0.129 9±0.000 8 0.137 6±0.001 2 0.131 2±0.001 1 0.131 1±0.001 2

emotion 0.241 7±0.012 8 0.325 3±0.007 8 0.242 2±0.029 4 0.238 4±0.014 4 0.233 8±0.020 7

genbase 0.028 6±0.015 8 0.029 2±0.015 5 0.047 0±0.004 1 0.006 2±0.002 5 0.004 6±0.004 1

image 0.220 1±0.017 2 0.246 7±0.000 7 0.227 8±0.014 0 0.210 2±0.018 8 0.212 1±0.019 2

reuters 0.085 2±0.019 7 0.166 5±0.001 0.090 1±0.013 2 0.076 8±0.011 9 0.072 1±0.010 9

scene 0.149 3±0.020 7 0.191 5±0.019 8 0.169 5±0.024 2 0.147 6±0.021 8 0.143 4±0.021 6

yeast 0.201 2±0.009 7 0.229 1±0.000 8 0.208 6±0.011 0 0.204 5±0.007 2 0.203 9±0.001 6

注：加粗表示本行最优结果。
 

表 2～6 分别给出了在 AVP、HL、OE、CV 和 RL
5 个评价指标下，5 个多标记算法在 9 个多标记数

据集下的实验结果比较。综上分析，可知本文所

提 TRANS-OVK 算法的分类性能在绝大部分数据

集上明显优于其他 4 个多标记对比算法。 

5   结束语

本文通过利用核对齐方法，从多标记数据集

中学习了算子值核，并基于此核构建了有效的多

标记学习预测模型。研究中，首先通过核对齐方

法得到了样例级特征重要度分布，以此为基础构

造了算子值核。然后，证明该算子值核不但是偏

迹核而且是可变换算子值核，其对应的核矩阵中

的每个分块都能有效刻画样例间标记相关性的交

互信息。最后，基于可变换算子值核设计了多标

记学习算法，并在 9 个多标记数据集上与 4 种高

性能算法进行了对比实验。实验结果表明，所提

出的算法在性能上显著优于对比算法，验证了其

在多标记学习中的有效性和优越性。未来将从算

法设计上优化现有算法。
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