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摘    要：多目标萤火虫算法采用整体维度更新策略，常因某几维变量上优化效果不佳，导致算法收敛速度慢和

寻优精度低。针对上述问题，本文提出基于决策变量分组优化的多目标萤火虫算法 (multi-objective firefly al-
gorithm with group optimization of decision variables, MOFA-GD)。引入决策变量分组机制，根据各变量对算法性

能的不同影响，将整体决策变量划分成收敛性变量组和多样性变量组；设计决策变量分组优化模型，利用学习

行为优化收敛性变量组，加快种群收敛速度，非均匀变异算子优化多样性变量组，避免种群过早收敛，逐渐减

小的变异幅度引导种群局部开发，提升算法寻优精度；采用档案截断策略维护外部档案，精准删除拥挤个体，

从而保持外部档案的多样性。实验结果表明：MOFA-GD 表现出优秀的收敛速度和寻优精度，获得了均匀分布

的 Pareto 解集。本文所提算法为求解多目标优化问题提供了一种高效且可靠的解决方案。
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A multi-objective firefly algorithm with
group optimization of decision variables
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(1. School of  Information Engineering,  Jiangxi University of  Water  Resources and Electric  Power,  Nanchang 330099,  China; 2. Ji-
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chang 330099, China; 4. School of Artificial Intelligence and Automation, Huazhong University of Science and Technology, Wuhan
430074, China)

Abstract: Multi-objective  firefly  algorithm  adopts  an  overall  dimension  update  strategy,  which  often  results  in  slow
convergence and poor optimization accuracy due to inadequate optimization effects on certain dimensions. To address
these  problems,  this  paper  proposes  a  multi-objective  firefly  algorithm  with  group  optimization  of  decision
variables(MOFA-GD). Firstly, it introduces a decision variable grouping mechanism, dividing the entire set of decision
variables into a convergence variable group and a diversity variable group based on different impacts of each variable on
the algorithm’s performance. Secondly, it designs a decision variable grouping optimization model, utilizing learning be-
havior to optimize the convergence variable group to accelerate the population’s convergence speed, while using a non-
uniform mutation operator to optimize the diversity variable group to prevent premature convergence. A gradually de-
creasing mutation amplitude guides local exploitation by the population, thereby enhancing the algorithm’s optimization
accuracy. Finally, it adopts an archive truncation strategy to maintain the external archive, accurately removing crowded
individuals to preserve diversity of the external archive. Experimental results show that MOFA-GD demonstrates excel-
lent  convergence  speed and optimization  accuracy,  achieving a  uniformly distributed  Pareto  optimal  solution  set.  The
proposed algorithm provides a high-efficiency and reliable solution for solving multi-objective optimization problems.
Keywords: multi-objective optimization problems; multi-objective firefly algorithm; variable grouping; learning beha-
viour; mutation operator; archive truncation; convergence speed; optimization accuracy

在科学研究和工程实践的诸多领域中，常常

遇到需要同时优化多个目标的问题，这类问题被

称多目标优化问题 (multi-objective optimization
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problems, MOP)[1]。在 MOP 中，各目标之间往往

存在冲突，这意味着侧重任意一个目标的决策可

能对其他目标产生负面影响。因此，在求解

MOP 时并非同时优化所有目标，而是在多个冲突

的目标之间找到一种平衡，得到一个折衷的解

集，即 Pareto 解集 [2]。随着科学技术的快速发展，

机器学习 [3]、深度学习 [4] 和演化计算等人工智能

技术在诸多领域得到了广泛的应用，展示了其巨

大的潜力和价值。多目标进化算法 (multi-object-
ive evolutionary algorithms, MOEA)[5] 是一类模拟生

物进化的人工智能算法，具有种群搜索和信息交

互等特点，能自动计算得到一个 Pareto 解集，为解

决 MOP 提供了新思路。其中，群智能优化算法 [6]

是一类模拟动物群体行为的元启发式算法，例如

模拟灰狼群体狩猎行为的多目标灰狼算法 (multi-
objective grey wolf optimizer, MOGWO)[7]、模拟蜂

群采蜜行为的多目标人工蜂群算法 (multi-object-
ive artificial bee colony algorithm, MOABC)[8] 等。

这类新型进化算法为解决复杂 MOP 拓宽了视

野，丰富了 MOEA 在不同领域的应用。

2008 年，Yang [9] 通过模拟萤火虫的群体行

为，提出了萤火虫算法 (firefly algorithm, FA)。萤

火虫算法具有全局搜索能力强、行为简单易于

实现和参数设置少等优点，使得萤火虫算法成为

解决复杂优化问题的一种有力工具。2013 年，

Yang[10] 基于 FA 的优点将其拓展到求解多目标优

化问题，提出了多目标萤火虫算法 (multi-object-
ive firefly algorithm, MOFA)。MOFA 继承了 FA 的

优势，但同时也存在寻优精度不高、易过早收敛

和全吸引模型导致不合理移动等缺陷。

为克服 MOFA 的缺陷，学者们从不同的角度

进行研究，并提出相关改进算法。针对改进方式

的不同，大致可归结为 3 类：1) 基于初始化种群

的改进，这类算法通过改进种群初始化机制，提

高初始种群的分布性，进而提升算法性能。谢承

旺等 [11] 提出一种混合型多目标萤火虫算法 (hy-
brid multi-objective firefly algorithm, HMOFA)，该算

法提出混合水平正交表生成均匀分布初始化种

群，为种群进化提供良好基础，同时融入三点最

短路径技术提升算法性能。Zhao 等 [12] 提出平衡

收敛性与多样性的多策略集成萤火虫算法 (multi-
strategy ensemble firefly algorithm with equilibrium
of convergence and diversity, MEFA-CD)，该算法提

出改进的线性同余法应用于种群初始化阶段，保

证全局搜索能力，同时利用混合学习策略引导萤

火虫学习，提高算法的收敛性能。赵嘉等 [13] 提出

一种基于动态评分和邻域搜索的高维多目标萤火

虫算法 (many-objective firefly algorithm for solving
large-scale sparse optimization problems, SMaOFA)，
该算法采用双编码混合集成的方式生成稀疏的初

始种群，并提出一种动态评分策略，为种群进化

提供先验知识，有效保证解集的稀疏性。2) 基于

更新机制的改进，这类算法改进萤火虫的位置更

新公式，提高萤火虫的寻优能力。Lyu 等 [14] 提出

了一种基于补偿因子与精英学习的多目标萤火虫

算法 (multi-objective firefly algorithm based on com-
pensation factor and elite learning, CFMOFA)，该算

法引入补偿因子改进位置更新公式，使个体在迭

代中避免陷入局部最优并且快速靠近 Pareto 最优

解。赵嘉等 [15] 提出一种基于最大最小策略和非

均匀变异的萤火虫算法 (heterogeneous variation
firefly algorithm with maximin strategy, HVFA-M)，
该算法引入最大最小策略区别萤火虫的优劣和实

现外部档案的维护，同时采用精英解引导萤火虫

移动改进学习公式，提升算法收敛速度和解集分

布性。陈娟等 [16] 提出基于动态反向学习和莱维

飞行的双搜索模式萤火虫算法 (double search mode
firefly algorithm based on dynamic reverse learning
and Levy flight, MOFA-LR)，该算法利用反向解和

莱维飞行分别对被支配和非支配个体的学习公式

改进，提高了算法的搜索效率，避免算法早熟收

敛。Zhao 等 [17] 提出自适应区域划分的多目标萤

火虫算法 (multi-objective firefly algorithm with ad-
aptive region division, MOFA-ARD)，该算法对不同

区域的萤火虫个体使用不同的位置更新机制，保

证萤火虫个体之间进行优势互补，有效提高了算

法的开发能力。3) 基于混合算法的改进，这类算

法通常融入其他算法的思想，弥补萤火虫算法的

不足，使算法具备更优的搜索性能。Wang 等[18] 提

出一种面向大数据优化的混合多目标萤火虫算

法 (a hybrid multi-objective firefly algorithm for big
data optimization, HMOFA)，该算法将交叉策略嵌

入到萤火虫算法，以保持种群多样性。Zhao 等 [19]

提出分层学习多目标萤火虫算法 (hierarchical
learning multi-objective firefly algorithm for high-di-
mensional feature selection, HMOFA)，该算法引入

聚类初始化方法，减少了冗余特征，有效提升初

始种群质量。

算法在求解 MOP 的过程中，决策变量扮演着

至关重要的角色。决策变量将各目标函数相互联

系，通过不断调整决策变量的值以寻找到满足约

束条件的 Pareto 最优解集。尽管上述各改进算法
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虽然对 MOFA 做出很好的改进，在一定程度上提

升了算法的寻优能力，但是未充分考虑决策变量

对算法性能的影响，整体维度更新的学习公式可

能会导致某些维度的决策变量优化效果不佳，从

而影响算法的收敛速度和寻优精度。为解决此类

问题，本文提出决策变量分组优化的多目标萤火

虫算法 (multi-objective firefly algorithm with group
optimization of decision variables, MOFA-GD)。
MOFA-GD 具有以下特点：1) 加入决策变量分组

机制 [20]。该机制基于变量对算法性能的不同影

响，将整体决策变量划分成收敛性变量组和多样

性变量组，为算法对决策变量分组优化奠定良好

基础。2) 设计决策变量分组优化模型。此模型添

加学习行为优化收敛性变量组，使萤火虫个体快

速收敛到真实 Pareto 前沿，加快种群收敛速度；同

时，添加非均匀变异算子 [21] 优化多样性变量组，

使算法前期克服种群约束，充分探索决策空间，

后期注重局部探索，提升算法寻优精度。3) 采用

档案截断策略[22]。该策略实现对外部档案的动态

调整，通过删除拥挤区域的萤火虫个体来维护种

群的多样性，最终得到一组分布均匀的 Pareto 解集。

上述策略考虑决策变量对算法的影响，对变

量组分配与之相适应的优化策略，有效改善算法

的收敛性和多样性，提升了算法的收敛速度和收

敛精度。 

1   多目标优化相关理论
 

1.1    多目标优化问题

实际生活很多工程设计通常出现多个目标的

优化问题。一般情况下，各目标之间互相制约，

不能同时找到最优解。以最小化问题为例，MOP
可以表达为

min y = F(x) = [ f1(x) f2(x) · · · fm(x)]
x = [x1 x2 · · · xn] ∈ X ⊂ Rn

y = [y1 y2 · · · ym] ∈ Y ⊂ Rm

x n X
n y m

Y m

xi x j X
l = 1,2, · · · ,m fl(xi) ⩽ fl(x j)

h = 1,2, · · · ,m fh(xi) < fh(x j)
xi x j xi ≺ x j

x ∈ X x ≺ x∗ x∗

式中： 为决策向量， 为决策向量的维度， 为

维决策空间， 为目标向量， 为目标函数的个

数， 为 维目标空间。通常 MOP 不存在唯一的

最优解，取而代之的是一组折衷最优解。这组折

衷最优解在决策空间被称为帕累托集合 (Pareto
set, PS)，在目标空间称为帕累托前沿 (Pareto front,
PF)。若 和 为决策空间 的 2 个决策向量，当

且仅当对于所有的 都有 ，

且 存 在 一 个 使 得 ， 称

帕累托支配 ，记 。如果不存在任何一个

决策向量 能够使得 ，则 是一个帕累

托最优解 (Pareto optimal solution)。 

1.2    多目标萤火虫算法

i j i
βi j

萤火虫算法中的发光机制和行为方式比较独

特，萤火虫在决策空间中被描述为一系列的点，

每一个点代表一个解。解映射在目标空间的适应

值就代表萤火虫的亮度，也代表萤火虫所处位置

的优劣程度。萤火虫依靠彼此之间的亮度相互吸

引，通过不断的相互吸引更新位置和亮度，从而

完成寻优任务。吸引力大小由萤火虫的亮度和彼

此之间的距离 决定。萤火虫 对萤火虫 的吸引

力 可定义为[23]

βi j = β0e−γr
2
i j

β0 β0 ri j

i j γ

ri j

βi j γ ∈ [0.1,100]

式中： 为最大吸引力，通常 取 1； 为萤火虫

到萤火虫 的欧氏距离； 为光吸收系数，控制着

2 个萤火虫个体之间的距离 对彼此之间吸引力

的影响，一般取 。

i
j j i

i j i

求解多目标优化问题时，通常采用萤火虫个

体之间的 Pareto 支配关系确定它们之间的吸引关

系。对于决策空间中的 2 只萤火虫，若萤火虫 被

萤火虫 支配，此时萤火虫 比萤火虫 更亮，则萤

火虫 被萤火虫 吸引进行移动，萤火虫 的位置更

新公式为

xi(t+1) = xi(t)+βi j(x j(t)− xi(t))+α ·εi(t) (1)
t xi x j i

j βi j i
j εi(t)

α

εi(t) α ∈ [0,1]
i j

i

式中： 为当前迭代次数； 和 分别为萤火虫 和

萤火虫 所处的决策空间位置； 为萤火虫 和萤

火虫 之间的吸引力； 通常为均匀分布、正态

分布或其他分布得到的随机数向量； 为步长因

子，控制随机数向量 的幅度，一般取 。

若萤火虫 未找到被吸引的萤火虫 ，此时萤火虫

的位置更新公式为[24]

xi(t+1) = g∗(t)+α ·εi(t) (2)
g∗(t)式中 为多个目标函数以随机加权求和的方式

取得的当前最优解。 

2   决策变量分组优化的多目标萤火
虫算法

 

2.1    决策变量分组机制 

2.1.1   决策变量分组

在多目标优化问题中，决策变量与目标函数

值之间存在着映射关系，决策变量值的变化直接

影响目标函数值大小。在多目标进化算法中，个

体按照预定的规则，在迭代过程中不断调整其决

策变量，从而实现多个目标的同时优化。为了探

究各个维度的变量对目标函数值的具体影响，本

文采用控制变量法，通过持续改变个体的一维变

量值，且保持其余变量值不变，产生新的个体，观
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察相应个体的 Pareto 支配关系，进而归纳出不同

变量的作用机制与特性。

x
x∗

x x∗ x x∗

x ≺ x∗ x∗ ≺ x x x∗

若改变个体 的其中一维变量一次，生成了

一个新个体 ，则它们之间的关系可能有以下

2 种情况：1) 与 互不支配，即个体 和 之间不

存在支配关系。2) 或 ，即个体 和 之

间存在支配关系。由此可以推断，持续改变某一

维度的变量产生的个体集合会呈现以下 3 种情

况。为了区分这些情况，特此定义如下：1) 位置

变量，当持续改变位置变量时，所产生的个体集

合中，任意 2 个个体之间不存在支配关系。2) 距
离变量，当持续改变距离变量时，所产生的个体

集合中，任意 2 个个体之间存在支配的关系。

3) 混合变量，当持续改变混合变量时，所产生的

个体集合中，既包含存在支配关系的个体对，也

包含不存在支配关系的个体对。综上所述：距离

变量在优化过程中，其变化驱动种群向 Pareto 前

沿靠近，影响着种群的收敛性，因此将其划分为

收敛性变量组；位置变量的变化有助于保持种群

的多样性，防止算法过早收敛到 Pareto 前沿局部

区域，因此将其划分为多样性变量组；混合变量

虽然对种群的收敛性和分布性均有影响，但是在

处理具有多个局部最优解的 MOP 中，找到更广

泛分布的 Pareto 最优解集更为关键，因此也将其

划分为多样性变量组。 

2.1.2   决策变量检测

为了检测决策变量对算法性能的作用机制，

Nsample

xi x(x = [x1 x2 · · · xd])
xi

Nsample

Rmax = 1 xi

Rmax = Nsample xi

Rmax > 1 Rmax < Nsample

xi Nsample

Nsample

Nsample

对每个维度的变量进行随机扰动，并进行固定次

数的采样，利用快速非支配排序，确定采样解在

目标空间的最大非支配层，以确定各采样解之间的

支配关系。具体地，令采样频次 为采样扰动解

的数量， 为 MOP 的决策向量

的任意一维变量。在 的取值范围内随机扰动且

保持其他变量不变，进行 次随机采样，观察

采样解映射到目标空间中的非支配分层情况，若

最大非支配层数 ，则变量 是位置变量；

若最大非支配层数 ，则变量 是距离

变量；若最大非支配层数 且 ，

则变量 是混合变量。其中，采样频次

越大，检测结果越准确，但同时消耗的计算资源

越大。为平衡算法的计算复杂度和实验结果稳定

性，通过反复实验对比，采样频次 设置为

10 已能满足检测决策变量的需求，为进一步确保

结果可靠性，将采样频次 设置为 20 更为合适。

x1 x2 Nsample = 10

x1

Rmax = 1 x1

x2

Rmax = Nsample x2

以 ZDT1 测试函数 [14] 为例，图 1 给出了仅对

变量 和 在其可行域内随机采样 次

后，采样解在目标空间中的非支配分层情况。其

中空心圆点代表采样解映射到目标空间中的位

置，黑色的线代表 ZDT1 的真实 Pareto 前沿，椭圆

代表非支配层。图 1(a) 中仅改变 采样解最大非

支配层 ，根据前文的规则， 是位置变量，

应归类到多样性变量；图 1(b)中仅改变 采样解

最大非支配层 ，根据前文的规则， 变

量是距离变量，应划分到收敛性变量组。
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图 1    在 ZDT1 测试函数中仅改变 x1 和仅改变 x2 的采样解在目标空间划分非支配层

Fig. 1    Sampling solutions that change only x1 and only x2 in the ZDT1 test function map to the non-dominated layer of the
target space

 
 

2.2    决策变量分组优化模型

在 2.1 节将萤火虫个体决策向量划分成收敛

性变量组和多样性变量组；在本节中提出决策变

量分组优化模型，对收敛性变量组和多样性变量

组分配适应其特性的策略以一种动态递减的概率

pm进行优化，以提高算法的收敛性和多样性。在

萤火虫相互吸引位置更新后，添加向优秀个体学

习的行为，优化收敛性变量组，使萤火虫个体快

速收敛到真实 Pareto 前沿，加快种群收敛速度；添

加非均匀变异算子，优化多样性变量组，使算法
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pm

避免早熟收敛，增加种群多样性。分组优化概率

是一个随迭代次数增加动态递减的因子，其表

达式为

pm = 1− exp(t/ tmax−1)
t tmax e

pm

pm

式中： 为当前迭代次数， 为最大迭代次数， 为

自然常数。算法前期较大的 有利于发挥决策

变量分组优化模型的寻优能力；算法后期 逐渐

减小，防止偏离种群最优进化方向。 

2.2.1   学习行为优化收敛性变量组

i

收敛性变量组中的距离变量能驱动个体向真

实 Pareto 前沿收敛。外部档案中的精英解具有非

劣特性，而多个目标加权求和得出的当前最优解

更具综合性，因此这些优秀个体更接近全局最优

解。鉴于此，将精英解和当前最优解共同引导萤

火虫个体学习，优化萤火虫个体的收敛性变量

组，从而提升算法的收敛速度，同时保留个体多

样性变量组的信息，避免大量个体向优秀个体学

习出现的聚集现象。这里的精英解是从外部档案

中随机选取一个萤火虫个体。对每一代萤火虫 向

优秀个体学习，优化收敛性变量组的操作可定义为

xi,Qc
(t+1) = ω1× d∗Qc

(t)+ω2× g∗Qc
(3)

xi,Qc
d∗Qc

g∗Qc
i d∗

g∗ ω1,ω2 ∈ [0,1]

ω1+ω2 = 1

式中： 、 和 分别为萤火虫 、精英解 和

当前最优解 的收敛性变量组， 且

。 

2.2.2   变异算子优化多样性变量组

i

非均匀变异算子在算法前期变异幅度较大，

能够使算法克服种群约束，充分开发解空间，提

升算法的勘探能力；随着算法的迭代变异幅度逐

渐减小，能够进行更细致的搜索，提高算法的寻

优精度。利用非均匀变异算子优化多样性变量

组，有效防止种群聚集，提升种群多样性。因此，

每一代的萤火虫 进行变异，优化多样性变量组的

操作定义为[14]

xk
′

i =

®
xk

i +∆(t,Uk − xk
i ), θ < 0.5

xk
i +∆(t, xk

i − Lk), θ ⩾ 0.5
(4)

xk
i i Qd

k θ [0,1] t

Uk Lk k

∆(t,y)

式中： 为萤火虫个体 多样性变量组 中随机选

取的第 维变量， 为区间 一个随机数， 为算

法的当前迭代次数， 和 分别为第 维变量的

上界和下界。 可表示为

∆(t,y) = y× (1− r(1−t/ tmax)b

)
r [0,1] tmax

b

b = 3 t

式中： 为 的随机数； 为最大迭代次数；

为决定变异幅度的参数，一般取值为 2~5，本文

取 。变异幅度随着迭代次数 的增加而逐渐

减小，使该算子注重局部搜索，有利于产生更靠

近真实 Pareto 前沿的新解。 

2.3    档案截断策略

在 MOEA 中，为防止精英解在种群进化过程

中丢失，通常会设立一个容量固定的外部档案来

保存算法运行中的精英解。此外，外部档案的个体

提供了全局多样化的信息，帮助算法做更全面的

决策。外部档案中的个体数量对算法的性能和结

果有一定影响，如果外部档案个体数量过少，则

会导致解的多样性不足；如果外部档案个体数量

过多，会导致算法的运行速度变慢，则增加计算

复杂度。随着算法迭代的进行，不断有新的非支配解

进入外部档案，为保证算法性能，当外部档案个

体数量超过其档案最大容量时，采用 Zitzler 等 [22]

提出的档案截断策略实现对外部档案维护。

Pt |Pt|
Nelite

Pt

Pt |Pt| Nelite

i
j ∈ Pt i⩽d j i i⩽d j

算法进行一轮迭代后，外部档案加入新的非

支配解，若此时外部档案 的当前个体数量 大

于外部档案最大容量 ，调用档案截断策略迭

代地从外部档案 中移除个体，直到外部档案

的当前个体数量 等于最大容量 。在每次

的迭代中，选择萤火虫个体 满足对于所有的

且 就将萤火虫个体 移除，其中 的定

义为[22]

∀0 < k < |Pt| : σk
i = σ

k
j ∨∃0 < k < |Pt| :[(

∀0 < l < k : σl
i = σ

l
j

)
∧σk

i < σ
k
j

] (5)

σk
i i Pt k式中 为个体 到外部档案 第 近邻距离。 

2.4    算法流程

F(x) D
U L γ

β0 α Nsample

N tmax

Nelite

输入　MOP 表达式 ，决策向量维度 ，决

策空间上界 和下界 ，光吸收系数 ，最大吸引

力 ，初始步长因子 ，采样频次 ，初始种群

大小 ，最大迭代次数 和外部档案最大容量

。

输出　Pareto 最优解集。

1) 初始化，设置输入参数。

x2) 在可行域内随机生成一个决策向量 ，进

行决策变量分组。

l ⩽ D
Qd Qc

3) 若 ，转至步骤 4)；否则，获得多样性变

量组 和收敛性变量组 ，转至步骤 7)。
l Nsample

Px

4) 仅改变的第 维变量采样 次，获得采

样解集合 ，计算采样解适应值。

Rmax Rmax = 1 l
Rmax = Nsample l

1 < Rmax < Nsample l
Qd

Qc

5) 对采样解进行快速非支配排序，判断最大

非支配层 的大小。若 ，则第 维变量为

位置变量；若 ，则第 维变量为距离变

量；若 ，则第 维变量为混合变量。

将位置变量和混合变量划分到多样性变量组 ，

将距离变量划分到收敛性变量组 。

l = l+16) ，转至步骤 3)。
7) 种群初始化，计算种群在每一个目标函数
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上的适应值

t ⩽ tmax8) 若 ，转至步骤 9)；否则，转至步骤 19)。
i ⩽ N9) 若 ，转至步骤 10)；否则，转至步骤 17)。

j ⩽ N10) 若 ，转至步骤 11)；否则，转至步骤 13)。
j i

i

11) 若萤火虫 支配萤火虫 ，按照式 (1) 更新

其位置；若萤火虫 不受任何个体支配，按照式

(2) 更新其位置。检查萤火虫位置是否超出可行

域范围，若超出可行域范围则赋予其可行域边界

值，计算其适应值。

f = f +112) 。转至步骤 10)。
rand(1) < pm i13) 若 ，萤火虫 进行分组优化，转

至 14)；否则，转至步骤 16)。
i

Qc

Qd

14) 萤火虫 按照式 (3) 进行向优秀个体学习

优化收敛性变量组 ；按照式 (4) 进行非均匀变

异优化多样性变量组 。

i

i∗ i

i∗

i

15) 计算萤火虫 分组优化后的适应值。若分

组优化后的萤火虫 支配优化前的萤火虫 ，则分

组优化后萤火虫 的位置和适应值；否则保留原

来萤火虫 的位置和适应值。

i = i+116) ，转至步骤 9)。

Nelite

17) 外部档案的更新，若外部档案中个体数

量大于最大容量 ，则按照满足式 (5) 的个体

删除。

t = t+118) ，转至步骤 8)。
19) 迭代结束，输出 Pareto 最优解集。 

2.5    算法时间复杂度分析

N Nelite

D m

设种群规模为 ，外部档案最大容量 ，决

策向量维度为 ，目标空间的维度为 ，采样频次

Nsample

O(D×N2)

D

Nsample O(Nsample×D)

O(D)

N m

O(m×N log N)

Nelite

O(Nelite log Nelite)

O(Nsample×D)+

O(D×N2)+O(m×N log N)+O(Nelite log Nelite)

m Nsample

N Nelite

N

O(D×N2)

。MOFA 中萤火虫彼此相互吸引，需要 2 个

循环嵌套遍历种群，所以 MOFA 的时间复杂度为

。MOFA-GD 基于 MOFA 添加决策变量

分组机制，分析了 个维度变量，每个维度采样频

次为 ，因此时间复杂度是 。决

策变量分组优化模型的时间复杂度不大于 。

获取非支配解需要对比 个萤火虫在 个目标

空间的适应值，因此获取非支配解的时间复杂度

为 。采用档案截断策略需要计算一

个距离关系矩阵，外部档案最大容量为 ，所以

截断档案策略的时间复杂度为 。

综上， M O F A - G D 时间复杂度为

。 由 于

求解的目标个数 和采样频次 远小于种群

规模 ，外部档案最大容量 通常与种群规模

设置相同，因此 MOFA-GD 的时间复杂度为

，与 MOFA 时间复杂度在同一数量级上。 

3   实验仿真与结果分析
 

3.1    测试函数

为了测试 MOFA-GD 的有效性，本文将 MOFA-
GD 在 ZDT、Viennet 和 DTLZ 系列共 15 个测试函

数上进行验证[14]。15 个测试函数中由 5 个 2 目标

函数和 10 个 3 目标函数组成，表达式和真实

Pareto 前沿数据集采取 PLATEMO 平台 [25] 的数

据。15 个测试函数的特性如表 1。各个测试函数

通过决策变量分组机制，划分决策变量和分组情

况见表 2。 

 

表 1   测试函数集
Table 1    Set of test functions

 

测试函数 目标个数 约束 Pareto前沿特征

ZDT1 2 n = 30,0 ⩽ xi ⩽ 1, i = 1,2, · · ·,n 凸

ZDT2 2 n = 30,0 ⩽ xi ⩽ 1, i = 1,2, · · ·,n 非凸

ZDT3 2 n = 30,0 ⩽ xi ⩽ 1, i = 1,2, · · ·,n 非连续

ZDT4 2 n = 10,0 ⩽ x1 ⩽ 1,−5 ⩽ xi ⩽ 5, i = 2,3, · · ·,n 凸+多模态

ZDT6 2 n = 10,0 ⩽ xi ⩽ 1, i = 1,2, · · ·,n 非凸+多模态+有偏好

Viennet1 3 n = 2,−2 ⩽ xi ⩽ 2, i = 1,2 凸

Viennet2 3 n = 2,−4 ⩽ xi ⩽ 4, i = 1,2 混合

Viennet3 3 n = 2,−3 ⩽ xi ⩽ 3, i = 1,2 混合+退化

DTLZ1 3 n = 7,0 ⩽ xi ⩽ 1, i = 1,2, · · ·,n 多模态

DTLZ2 3 n = 12,0 ⩽ xi ⩽ 1, i = 1,2, · · ·,n 非凸

DTLZ3 3 n = 12,0 ⩽ xi ⩽ 1, i = 1,2, · · ·,n 非凸+多模态

DTLZ4 3 n = 12,0 ⩽ xi ⩽ 1, i = 1,2, · · ·,n 非凸+有偏好
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3.2    评价指标

在求解 MOP 时，算法应注重 Pareto 解集逼近

真实 Pareto 最优解集的能力，同时也应注重其在

真实 Pareto 最优解集上的分布情况。为了准确地

评价 MOFA-GD 的性能，本文采用世代距离 (gen-
erational distance, GD)[10] 和最大覆盖范围 (maxim-
um spread, MS)[15]2 个指标来分别评估其收敛性和

多样性。

GD 的表达式为

∠GD =
1
N

Ã
N∑

j=1

(V j−O∗j)2 (6)

N V j j

O∗j V j

∠GD

∠GD

式中： 为算法所得 Pareto 解的个数， 为第

个 Pareto 解的目标值， 为距离 最近的真实

Pareto 解的目标值。从式 (6) 可知， 评估了算

法所得 Pareto 前沿与真实 Pareto 前沿之间的最小

距离的平均值， 值越小，则算法所得 Pareto 前

沿在真实 Pareto 前沿的拟合程度越好。

MS 的表达式为

∠MS =

Ã
1
M

M∑
l=1

Å
min( f max

l ,Fmax
l )−max( f min

l ,Fmin
l )

Fmax
l −Fmin

l

ã2

(7)
M f max

l f min
l

l Fmax
l

Fmin
l l

式中： 为目标数， 和 分别为算法所得

Pareto 前沿第 个目标最大值和最小值， 和

分别为真实 Pareto 前沿第 个目标最大值和最

小值。从式 (7) 可以看出 MS 评估了算法所得

Pareto 前沿在真实 Pareto 前沿上的覆盖率，MS 值

越大，则算法所得 Pareto 前沿上覆盖范围越广。

但是 GD 和 MS 不能反映其在真实 Pareto 前

沿上的分布情况，针对此，本文采用一种综合性

能指标：反世代距离 (inverted generational distance,
IGD)[16] 评估算法所得 Pareto 前沿在真实 Pareto 前

沿上得的分布情况。

IGD 的表达式为

∠IGD =
1

N∗

Ã
N∗∑
j=1

(O j−V∗j )2 (8)

N∗ O j j

V∗j O j

式中： 为真实 Pareto 解的个数， 为第 个真实

Pareto 解的目标值， 为距离 最近的算法所得

Pareto 解的目标值。从式 (8) 可知，IGD 计算每个

在真实 Pareto 前沿到算法所得 Pareto 前沿之间的

最小距离和，当 IGD 值越小，说明种群分布越均

匀且越广泛，同时也能较好地反映算法所得的

Pareto 前沿的收敛程度。 

3.3    MOFA-GD 与经典多目标优化算法对比实验

为了验证 MOFA-GD 的性能，将 MOFA-GD
选用 6 种在多目标优化领域出现较早、广泛应用

且在理论和实践中表现出良好性能的经典优化算

法，进行对比实验，6 种算法分别为 MOPSO-CD[26]、

SPEA2[22]、MOEA/D[27]、NSGA-II[28]、PESA-II[29] 和

MOFA[10]，所有算法的实验参数设置与相应参考

文献保持一致，各算法参数设置如表 3 所示。

续表 1

测试函数 目标个数 约束 Pareto前沿特征

DTLZ5 3 n = 12,0 ⩽ xi ⩽ 1, i = 1,2, · · ·,n 非凸+退化

DTLZ6 3 n = 12,0 ⩽ xi ⩽ 1, i = 1,2, · · ·,n 非凸+退化+有偏好

DTLZ7 3 n = 22,0 ⩽ xi ⩽ 1, i = 1,2, · · ·,n 混合+不连续+多模态

 

表 2   各个测试函数的决策变量属性和分组
Table 2    Each test function of the decision variables properties and grouping

 

测试函数
多样性变量组 收敛性变量组

位置变量 混合变量 距离变量

ZDT1、ZDT2、 x1 — x2, x3, · · ·, x30

ZDT3 — x1 x2, x3, · · ·, x30

ZDT4、ZDT6 x1 — x2, x3, · · ·, x10

Viennet1、Viennet2、Viennet3 — x1, x2 —

DTLZ1 x1, x2 — x3, x4, · · ·, x7

DTLZ2、DTLZ3、DTLZ5、DTLZ6 x1, x2 — x3, x4, · · ·, x12

DTLZ4 — x1, x2 x3, x4, · · ·, x12

DTLZ7 — x1, x2 x3, x4, · · ·, x12
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表 3    各算法的实验参数设置
Table 3    Experimental  parameter  settings  for  each  al-

gorithms
 

算法 参数设置 年份

MOPSO-CD ω = 0.4,R1,R2 = rand[0,1] 2005

SPEA2 pc = 0.9, pm = 1/n,ηc = 20,ηm = 20 2002

MOEA/D γ = 0.5 2007

NSGA-II pc = 0.9, pm = 1/n,ηc = 20,ηm = 20 2002

PESA-II pc = 0.7, pm = 1/n,ηc = 20,ηm = 20 2001

MOFA α = 0.2,β0 = 1,γ = 1 2013

MOFA-GD α = 0.2,β0 = 1,γ = 1,Nsample = 20 —

N Nelite

对于所有的测试函数，各个算法的种群规模

均设置为 100，外部档案最大容量 设置为

100。为确保实验的公平性和随机性，所有算法均

在相同实验环境下进行仿真，每个测试函数评估

10  000 次，各算法在同一测试函数上独立运行

50 次。

表 4~6 给出了 MOFA-GD 与 6 种经典算法在

15 个测试函数上的 GD、MS、IGD 和运行时间的

均值 (mean) 和标准差 (std)，给出了各算法的优势

解统计 (total) 和基于 Friedman 检验的秩平均值

(ranking)。
 

表 4   MOFA-GD 与 6 种经典算法在 GD 指标上的实验结果
Table 4    Experimental results of MOFA-GD and six classical algorithms on GD

 

测试函数 指标 MOFA-GD MOPSO-CD SPEA2 MOEA/D NSGA-II PESA-II MOFA

ZDT1
mean 1.579 7×10−4 4.158 0×10−4 1.548 6×10−3 1.206 3×10−2 1.193 5×10−3 1.548 7×10−3 9.460 2×10−4

std 2.111 3×10−5 2.261 3×10−3 2.955 7×10−4 5.031 6×10−3 2.568 0×10−4 4.701 5×10−4 5.309 2×10−4

ZDT2
mean 4.648 3×10−5 3.623 8×10−3 1.816 3×10−3 5.434 9×10−4 1.447 2×10−3 1.554 6×10−3 9.635 2×10−4

std 2.448 4×10−6 9.860 6×10−3 3.830 8×10−4 5.667 5×10−4 3.970 1×10−4 5.874 5×10−4 2.864 4×10−6

ZDT3
mean 1.557 9×10−4 1.003 3×10−3 1.187 0×10−3 1.426 6×10−2 8.391 6×10−4 1.345 9×10−3 1.262 8×10−3

std 1.459 6×10−5 2.999 2×10−3 1.258 6×10−3 5.472 7×10−3 7.973 5×10−4 7.579 3×10−4 9.463 2×10−4

ZDT4
mean 5.258 5×10−4 6.808 3×100 2.721 5×10−2 6.914 6×10−2 3.005 2×10−2 1.380 7×10−2 2.701 7×100

std 2.869 4×10−5 5.480 0×100 2.488 9×10−2 3.525 0×10−2 2.826 6×10−2 3.863 7×10−2 1.105 1×100

ZDT6
mean 3.315 0×10−2 4.956 1×10−2 8.733 4×10−3 1.081 2×10−2 7.305 4×10−3 3.639 2×10−3 2.254 1×10−1

std 2.834 4×10−2 2.840 8×10−2 4.653 9×10−3 3.829 2×10−3 3.613 4×10−3 5.913 3×10−3 2.121 5×10−1

Viennet1
mean 1.444 6×10−2 1.242 4×10−2 1.396 6×10−2 1.598 8×10−2 1.126 2×10−2 1.356 2×10−2 1.408 7×10−2

std 1.226 2×10−3 1.822 4×10−3 1.114 8×10−3 1.517 3×10−3 1.605 3×10−3 1.671 0×10−3 1.234 7×10−3

Viennet2
mean 1.861 7×10−3 1.958 2×10−3 1.673 0×10−3 9.984 0×10−4 1.999 4×10−3 1.763 3×10−3 2.451 6×10−3

std 1.059 9×10−3 1.922 2×10−4 6.038 0×10−5 2.837 3×10−5 1.296 8×10−4 2.059 8×10−4 7.055 8×10−4

Viennet3
mean 3.770 5×10−3 3.429 0×10−3 4.142 6×10−3 1.474 6×10−3 3.743 5×10−3 3.277 1×10−3 4.302 1×10−3

std 1.402 9×10−3 3.742 9×10−4 2.241 9×10−4 3.711 0×10−5 2.608 5×10−4 4.019 0×10−4 3.927 6×10−4

DTLZ1
mean 1.704 1×10−3 6.281 0×100 3.518 5×10−2 3.246 2×10−2 4.111 8×10−2 1.692 8×10−1 1.759 3×101

std 1.486 9×10−3 6.642 2×10−1 6.434 0×10−2 5.318 4×10−2 4.000 5×10−2 4.137 2×10−1 6.975 0×100

DTLZ2
mean 9.409 6×10−3 8.533 9×10−3 1.143 9×10−3 6.482 4×10−4 1.337 4×10−3 1.626 5×10−3 4.324 8×10−2

std 8.533 8×10−3 1.804 4×10−3 1.375 9×10−4 4.614 7×10−5 1.550 6×10−4 2.222 8×10−4 5.294 3×10−3

DTLZ3
mean 1.759 2×10−3 4.048 5×101 1.379 5×100 2.878 5×100 1.431 2×100 1.183 0×100 1.161 9×102

std 4.184 0×10−4 4.813 6×100 7.399 6×10−1 2.091 3×100 8.415 9×10−1 1.082 2×100 7.270 4×101

DTLZ4
mean 7.355 7×10−3 2.339 3×10−2 9.928 1×10−4 4.029 5×10−4 1.203 9×10−3 1.577 7×10−3 3.496 4×10−2

std 8.792 1×10−3 1.119 9×10−2 4.715 1×10−4 2.315 5×10−4 3.438 3×10−4 1.936 0×10−4 8.339 1×10−3

DTLZ5
mean 1.397 5×10−4 3.795 4×10−3 4.105 5×10−4 2.193 8×10−4 2.827 9×10−4 2.967 4×10−4 2.644 8×10−2

std 3.834 6×10−5 1.469 8×10−3 7.503 4×10−5 8.873 2×10−4 5.888 8×10−5 9.625 4×10−5 8.064 2×10−3

DTLZ6
mean 4.794 3×10−6 1.061 4×10−2 4.778 9×10−6 2.084 9×10−2 4.757 1×10−6 2.888 5×10−3 9.198 0×10−1

std 2.265 7×10−7 5.204 4×10−2 2.286 3×10−7 4.627 5×10−2 2.693 1×10−7 6.981 0×10−3 1.952 8×10−1
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续表 4

测试函数 指标 MOFA-GD MOPSO-CD SPEA2 MOEA/D NSGA-II PESA-II MOFA

DTLZ7
mean 4.046 4×10−3 4.340 5×10−3 5.135 4×10−3 4.693 3×10−3 6.510 9×10−3 6.182 2×10−3 6.377 0×10−3

std 6.326 5×10−4 6.217 8×10−4 1.002 6×10−3 1.340 1×10−3 1.115 4×10−3 1.634 8×10−3 1.275 9×10−2

total 9 0 0 4 1 1 0

ranking 2.80 4.73 3.60 3.60 3.47 3.73 6.07

注：加粗的数据为各算法在同一测试函数上取得的最优结果。

 

表 5   MOFA-GD 与 6 种经典算法在 MS 指标上的实验结果
Table 5    Experimental results of MOFA-GD and six classical algorithms on MS

 

测试函数 指标 MOFA-GD MOPSO-CD SPEA2 MOEA/D NSGA-II PESA-II MOFA

ZDT1
mean 1.000 0×100 1.000 0×100 9.918 4×10−1 6.549 3×10−1 9.955 2×10−1 9.336 6×10−1 6.924 7×10−1

std 0.000 0×100 0.000 0×100 4.340 2×10−3 1.379 0×10−1 8.817 1×10−4 8.953 4×10−2 2.535 5×10−2

ZDT2
mean 1.000 0×100 1.000 0×100 9.858 1×10−1 1.360 8×10−1 8.309 6×10−1 7.972 4×10−1 7.071 1×10−1

std 0.000 0×100 0.000 0×100 2.041 1×10−3 5.232 8×10−2 2.744 9×10−1 2.901 1×10−1 0.000 0×100

ZDT3
mean 9.999 6×10−1 9.802 2×10−1 9.936 6×10−1 6.685 5×10−1 9.943 7×10−1 8.505 0×10−1 6.529 7×10−1

std 4.897 6×10−5 2.498 4×10−2 9.095 5×10−4 1.423 1×10−2 3.797 6×10−3 1.139 6×10−1 4.945 5×10−2

ZDT4
mean 1.000 0×100 3.837 1×10−1 6.249 7×10−1 6.265 4×10−1 6.580 9×10−1 5.716 7×10−1 4.322 4×10−1

std 0.000 0×100 2.822 8×10−1 2.543 8×10−1 9.992 8×10−2 1.530 0×10−1 1.692 1×10−1 4.526 4×10−2

ZDT6
mean 1.000 0×100 1.000 0×100 9.541 5×10−1 8.760 9×10−1 9.477 7×10−1 9.643 7×10−1 5.898 3×10−1

std 1.425 9×10−6 3.508 1×10−7 2.363 3×10−2 1.000 1×10−1 2.167 4×10−2 1.999 0×10−3 1.975 7×10−1

Viennet1
mean 9.999 9×10−1 9.999 4×10−1 9.978 6×10−1 7.789 8×10−1 9.990 1×10−1 9.723 4×10−1 6.940 2×10−1

std 8.232 6×10−3 4.569 3×10−5 2.205 7×10−3 2.356 8×10−3 1.706 5×10−3 4.074 1×10−2 4.885 5×10−2

Viennet2
mean 9.983 4×10−1 9.904 1×10−1 9.996 6×10−1 2.571 1×10−1 9.992 7×10−1 9.899 3×10−1 6.311 6×10−1

std 1.671 0×10−3 3.914 7×10−3 3.305 7×10−4 3.659 8×10−3 6.988 0×10−4 8.102 9×10−3 1.211 5×10−1

Viennet3
mean 9.988 9×10−1 9.980 4×10−1 9.959 8×10−1 5.228 3×10−1 9.989 5×10−1 9.950 2×10−1 3.933 6×10−1

std 9.465 6×10−4 2.392 9×10−3 8.149 4×10−4 7.772 3×10−3 1.810 7×10−3 6.019 1×10−3 7.421 3×10−2

DTLZ1
mean 9.953 8×10−1 1.000 0×100 1.000 0×100 9.402 7×10−1 1.000 0×100 1.000 0×100 8.165 0×10−1

std 5.457 2×10−3 0.000 0×100 0.000 0×100 1.012 9×10−1 0.000 0×100 0.000 0×100 1.3597E−16

DTLZ2
mean 9.995 9×10−1 1.000 0×100 1.000 0×100 1.000 0×100 1.000 0×100 9.962 3×10−1 6.103 0×10−1

std 8.141 2×10−4 0.000 0×100 0.000 0×100 0.000 0×100 0.000 0×100 3.322 1×10−3 5.705 0×10−2

DTLZ3
mean 9.996 8×10−1 1.000 0×100 1.000 0×100 9.828 8×10−1 1.000 0×100 1.000 0×100 8.165 0×10−1

std 3.415 1×10−4 0.000 0×100 0.000 0×100 2.012 2×10−2 0.000 0×100 0.000 0×100 1.3597E−16

DTLZ4
mean 1.000 0×100 1.000 0×100 9.388 3×10−1 5.556 3×10−3 6.666 7×10−1 9.994 8×10−1 1.000 0×100

std 0.000 0×100 0.000 0×100 1.059 5×10−1 9.623 8×10−3 5.773 5×10−1 8.923 8×10−4 0.000 0×100

DTLZ5
mean 1.000 0×100 1.000 0×100 1.000 0×100 1.000 0×100 1.000 0×100 9.872 6×10−1 7.916 3×10−1

std 0.000 0×100 0.000 0×100 0.000 0×100 0.000 0×100 0.000 0×100 1.674 2×10−2 1.051 0×10−1

DTLZ6
mean 1.000 0×100 1.000 0×100 1.000 0×100 9.940 9×10−1 1.000 0×100 9.946 3×10−1 8.165 0×10−1

std 0.000 0×100 0.000 0×100 0.000 0×100 9.948 1×10−3 0.000 0×100 8.927 4×10−3 1.3597E−16

DTLZ7
mean 9.991 3×10−1 9.881 6×10−1 9.909 4×10−1 9.887 6×10−1 9.870 2×10−1 8.573 0×10−1 7.219 1×10−1

std 8.662 0×10−4 5.175 8×10−3 1.656 9×10−3 1.745 8×10−2 8.759 2×10−4 1.478 7×10−1 8.208 9×10−2

total 11 9 6 2 5 1 1

ranking 5.06 5.10 4.87 2.57 4.93 3.33 1.60

注：加粗的数据为各算法在同一测试函数上取得的最优结果。
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根据表 4，MOFA-GD 在收敛性能上取得了 9 次

最优，相比较于其他算法取得最优次数最多，尤

其是在 ZDT4、DTLZ1、DTLZ3 这 3 个具有多模态特

征的测试函数上取得的 GD 均值数量级比其他算

法取得的 GD 均值数量级优，充分证明其收敛性

能优、寻优精度高的特点。由表 5 可知，MOFA-GD

 

表 6   MOFA-GD 与 6 种经典算法在 IGD 指标上的实验结果
Table 6    Experimental results of MOFA-GD and six classical algorithms on IGD

 

测试函数 指标 MOFA-GD MOPSO-CD SPEA2 MOEA/D NSGA-II PESA-II MOFA

ZDT1
mean 3.884 9×10−3 7.215 0×10−3 1.589 3×10−2 1.506 7×10−1 1.277 3×10−2 3.450 4×10−2 5.371 8×10−1

std 3.529 9×10−5 2.160 6×10−2 2.742 9×10−3 6.213 2×10−2 2.263 0×10−3 3.098 3×10−2 7.290 0×10−2

ZDT2
mean 3.865 4×10−3 5.991 2×10−2 2.001 1×10−2 5.295 5×10−1 3.019 8×10−2 9.735 4×10−2 6.079 3×10−1

std 3.062 4×10−5 1.418 1×10−1 7.609 1×10−3 7.862 4×10−2 4.380 2×10−2 7.380 8×10−2 7.225 7×10−3

ZDT3
mean 4.756 0×10−3 1.323 8×10−2 1.466 7×10−2 1.483 6×10−1 1.571 2×10−2 3.513 3×10−2 4.620 3×10−1

std 1.504 5×10−4 2.537 8×10−2 6.805 4×10−3 4.497 4×10−2 1.700 3×10−2 2.308 4×10−2 9.493 6×10−2

ZDT4
mean 3.975 4×10−3 1.499 0×101 2.272 9×10−1 4.903 7×10−1 3.031 6×10−1 1.602 5×10−1 2.749 5×10−1

std 7.989 9×10−5 8.102 3×100 1.343 2×10−1 2.011 5×10−1 1.822 4×10−1 9.176 6×10−2 7.801 3×10−3

ZDT6
mean 3.122 8×10−3 3.972 1×10−3 6.222 2×10−2 7.639 8×10−2 5.330 1×10−2 2.385 4×10−2 1.408 6×10−1

std 3.459 7×10−5 6.529 7×10−4 2.677 8×10−2 2.456 1×10−2 2.530 3×10−2 1.088 8×10−2 2.243 4×10−1

Viennet1
mean 1.265 0×10−1 1.497 0×10−1 1.263 5×10−1 2.045 2×10−1 1.573 2×10−1 1.405 2×10−1 2.988 5×10−1

std 2.958 8×10−3 5.500 4×10−3 2.343 3×10−3 4.126 4×10−3 8.407 2×10−3 5.025 0×10−3 2.262 6×10−2

Viennet2
mean 2.622 3×10−2 1.902 1×10−2 1.269 7×10−2 1.104 3×10−1 2.166 8×10−2 1.913 6×10−2 2.445 5×10−2

std 4.143 2×10−3 1.115 9×10−3 3.743 1×10−4 1.051 4×10−3 1.811 1×10−3 1.191 8×10−3 3.009 2×10−3

Viennet3
mean 4.417 7×10−2 3.707 4×10−2 3.368 6×10−2 2.024 9×100 4.128 3×10−2 8.954 3×10−2 4.616 8×10−2

std 6.078 1×10−4 1.738 7×10−3 9.406 5×10−3 4.117 2×10−2 3.196 5×10−3 2.229 2×10−1 3.993 4×10−3

DTLZ1
mean 3.709 2×10−2 1.742 1×101 1.692 1×10−1 2.053 3×10−1 2.892 6×10−1 2.059 9×10−1 2.067 1×10−1

std 3.702 3×10−3 5.058 5×100 1.529 9×10−1 2.621 8×10−1 2.663 6×10−1 3.018 4×10−1 5.255 0×10−3

DTLZ2
mean 8.080 7×10−2 9.927 4×10−2 5.468 6×10−2 5.490 4×10−2 6.929 1×10−2 6.758 2×10−2 2.367 5×10−1

std 6.373 8×10−3 1.045 2×10−2 6.268 4×10−4 1.988 6×10−4 3.618 7×10−3 3.919 3×10−3 2.053 0×10−2

DTLZ3
mean 5.997 2×10−2 1.146 4×102 7.847 4×100 1.744 4×101 8.335 5×100 7.458 9×100 5.609 1×10−1

std 4.791 8×10−3 3.681 6×101 4.137 7×100 1.303 1×101 4.982 3×100 6.497 9×100 4.753 6×10−3

DTLZ4
mean 1.635 3×10−1 2.941 7×10−1 2.155 5×10−1 4.395 6×10−1 1.155 3×10−1 6.479 4×10−2 6.433 7×10−1

std 3.861 0×10−2 4.868 0×10−2 2.744 2×10−1 3.258 0×10−1 1.650 5×10−1 1.991 3×10−3 5.157 1×10−2

DTLZ5
mean 4.407 7×10−3 2.407 7×10−2 5.289 1×10−3 3.231 7×10−2 6.057 2×10−3 1.285 4×10−2 7.239 6×10−2

std 1.057 7×10−4 5.739 8×10−3 3.271 4×10−4 8.114 8×10−4 2.794 3×10−4 1.704 8×10−3 1.506 3×10−2

DTLZ6
mean 4.122 9×10−3 3.361 9×10−2 5.753 4×10−3 1.587 5×10−1 6.138 4×10−3 1.545 9×10−2 6.001 9×10−1

std 3.172 9×10−5 1.239 0×10−1 6.436 7×10−3 2.915 7×10−1 1.157 5×10−3 6.601 9×10−3 1.121 0×10−1

DTLZ7
mean 9.264 5×10−2 8.572 3×10−2 8.845 4×10−2 1.833 4×10−1 1.063 8×10−1 1.699 3×10−1 1.473 8×100

std 1.007 7×10−2 5.912 4×10−3 5.730 5×10−2 1.290 3×10−1 5.577 5×10−2 1.506 0×10−1 9.646 5×10−2

total 10 1 3 0 0 1 0

ranking 2.13 4.07 2.47 5.67 3.87 3.76 6.07

注：加粗的数据为各算法在同一测试函数上取得的最优结果。
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计算所得的 Pareto 解集在真实 Pareto 解集的覆盖

范围也取得了优秀的结果，在 15 个测试函数上取

得了 11 次最优，并且在所有的测试函数上的覆盖

程度接近 1，充分验证其覆盖范围广泛的优点。

从表 6 给出的 IGD 平均值来看，MOFA-GD 在 15 个

测试函数中取得 10 次最优，在所有的优化算法中

占优最多，其中在 5 个 2 目标测试函数全部占优；

从 IGD 标准差来看，MOFA-GD 在 10 个占优测试

函数上有 8 个所得的 IGD 标准差比其他算法至少

优一个数量级，说明其具有多样性高、稳定性良

好的特点。从表 4~6 给出的各算法基于 Friedman
检验结果可知，MOFA-GD 在 IGD、GD 和 MS 上

均排名第一，说明其在不同测试函数及不同指标

上的差异较小，进一步验证了 MOFA-GD 的稳定

性和可靠性。表 7 给出 MOFA-GD 与 6 种经典算

法的 CPU 运行时间。根据表 7，MOPSO-CD 算法

在 8 个测试函数上的运行时间最快，NSGA-II 在

O(N)
O
(
N2

)

5 个测试函数上表现最佳，PESA-II 在 2 个测试函

数上表现出最优的运行速度，而 MOFA 和 MOFA-GD
的表现处于劣势。究其原因，除 MOFA 和 MOFA-
GD 外，其余算法的时间复杂度为 ，而 MOFA
采用全吸引模型，其时间复杂度为 ，致使

MOFA 的在求解过程中需要更多的计算资源；

MOFA-GD 是基于 MOFA 改进的算法，根据 2.5
节对算法时间复杂度的分析可知，MOFA-GD 的

时间复杂度与 MOFA 在同一数量级，但 MOFA-GD
进行了决策变量分组优化等步骤，消耗了额外计

算资源，使 MOFA-GD 的运行时间稍慢于 MOFA。

结合表 4 ~ 6 中的 I G D、 G D 和 M S 结果可知，

MOFA-GD 表现出优秀的收敛性和分布性，在所

有测试函数上具有较高的精度。正如“世上没有

免费的午餐”定律，MOFA-GD 获得了更优的综合

性能，必然付出了额外的计算代价。综合来看，

MOFA-GD 与 6 种经典算法相比具有较强的竞争力。
 
 

表 7    MOFA-GD 与 6 种经典算法在 CPU 运行时间的实验结果
 

Table 7    Experimental results of MOFA-GD and six classical algorithms on CPU running time s
 

测试函数 MOFA-GD MOPSO-CD SPEA2 MOEA/D NSGA-II PESA-II MOFA

ZDT1 1.673 6×101 4.723 9×100 5.546 5×100 7.431 9×100 4.838 0×100 4.861 9×100 1.705 0×101

ZDT2 1.718 4×101 4.802 3×100 6.423 3×100 7.292 5×100 4.827 2×100 4.832 9×100 1.566 5×101

ZDT3 1.403 3×101 4.796 1×100 5.080 1×100 7.290 5×100 4.841 7×100 4.830 4×100 1.203 3×101

ZDT4 1.658 8×101 4.804 8×100 6.309 7×100 7.138 8×100 4.821 5×100 4.828 3×100 1.456 5×101

ZDT6 1.919 3×101 4.809 5×100 6.334 2×100 7.187 7×100 4.834 3×100 4.826 3×100 1.877 5×101

Viennet1 2.213 6×101 4.843 2×100 6.052 7×100 7.278 6×100 4.821 5×100 4.826 9×100 2.351 6×101

Viennet2 1.126 7×101 4.797 7×100 6.306 7×100 8.044 7×100 4.807 8×100 4.803 0×100 1.135 9×101

Viennet3 1.277 4×101 4.807 5×100 7.038 5×100 7.098 1×100 4.830 8×100 4.823 5×100 1.184 8×101

DTLZ1 1.529 8×101 4.821 4×100 6.556 0×100 7.572 4×100 4.826 1×100 4.825 2×100 1.082 1×101

DTLZ2 1.832 7×101 4.829 6×100 6.664 9×100 7.001 7×100 4.879 3×100 4.822 0×100 1.117 4×101

DTLZ3 1.465 8×101 4.871 9×100 5.885 8×100 7.892 2×100 4.635 2×100 4.641 2×100 1.637 3×101

DTLZ4 1.155 8×101 4.788 3×100 5.252 5×100 7.679 5×100 4.648 2×100 4.673 4×100 1.009 1×101

DTLZ5 1.914 9×101 4.641 1×100 5.665 2×100 7.411 9×100 4.636 7×100 4.640 1×100 1.620 4×101

DTLZ6 2.456 4×101 4.669 5×100 5.224 9×100 7.537 8×100 4.639 8×100 4.642 2×100 1.989 5×101

DTLZ7 1.987 6×101 4.650 8×100 5.122 2×100 7.228 2×100 4.643 2×100 4.637 8×100 1.692 5×101

注：加粗的数据为运行时间最优的结果。

 

为了更直观地体现 MOFA-GD 的性能优势，

图 2 给出了 MOFA-GD 和 6 种经典多目标优化算

法在 6 个测试函数上的 Pareto 前沿拟合曲线，

2 目标测试函数选取 PF 特征为非凸 (ZDT2)、非连

续 (ZDT3) 和多模态 (ZDT4)，3 目标测试函数选取

PF 特征为非凸 (DTLZ2)、多模态 (DTLZ3) 和非连

续 (DTLZ7)。图 3 给出了各算法在上述 6 个测试

函数的 IGD 收敛曲线。 
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(a) ZDT1 上的 Pareto 前沿拟合曲线

(b) ZDT3 上的 Pareto 前沿拟合曲线

(c) ZDT4 上的 Pareto 前沿拟合曲线
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(d) DTLZ2 上的 Pareto 前沿拟合曲线

(e) DTLZ3 上的 Pareto 前沿拟合曲线

(f) DTLZ7 上的 Pareto 前沿拟合曲线
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图 2    MOFA-GD 与 6 种经典算法的 Pareto 前沿拟合曲线

Fig. 2    Fitting of Pareto fronts of MOFA-GD and six classical algorithms
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图 3    各算法在 6 个测试函数的 IGD 收敛曲线

Fig. 3    IGD convergence curve for each algorithm for 6 test functions
 

从图 2 可知，MOFA-GD 算法得出的 Pareto
前沿在 6 个测试问题上都能够拟合到真实 Pareto
前沿，说明 MOFA-GD 在求解非连续、多模态等

复杂优化函数时具有优秀的收敛性，同时解集在

Pareto 前沿上均匀分布，原因是档案截断策略能

够精准识别较拥挤的个体，动态调整萤火虫的分

布，使其分布均匀。根据图 3，MOFA-GD 在各测

试函数上迭代到 10 代左右 IGD 值趋于最优且呈

平稳趋势，而其他算法大约迭代到 50 代才能逐渐

平稳，由此可见 MOFA-GD 比其他算法收敛速度

更快且精度更高，尤其在 ZDT4 和 DTLZ3 测试函

数上，MOFA-GD 不仅能够快速收敛到 IGD 最优

值附近，还能保持平稳不再有波动。究其原因，

MOFA-GD 采用了学习行为，使萤火虫能够快速靠

近到优秀个体附近，随着迭代的进行能够学习多

个优秀个体的信息，使得种群稳定分布在真实 Pareto
前沿附近。 

3.4    MOFA-GD 与新近多目标优化算法对比实验

为了进一步验证 MOFA-GD 的性能，本节采

用 3.1 节的测试问题，将 MOFA-GD 与 10 种在近

几年内提出、具有创新性的多目标优化算法进行

仿真实验对比。10 种算法分别为基于竞争机制的

多目标粒子群算法（CMOPSO） [30]、基于参考点非

支配排序的进化多目标优化算法（NSGA-III） [31]、

基于参考点支配的快速非支配排序算法（RPD-
NSGA-II） [32]、多阶段进化算法（MSEA） [33]、基于

参 考 点 引 导 后 代 的 大 规 模 多 目 标 优 化 算 法

（FLEA） [34]、基于动态 Thompson 自适应算子选择

的多目标差分进化算法（MOEA/D-DYTS） [35]、求

解大规模稀疏优化问题的基于学习 Pareto 最优子

空间的多目标进化算法（MOEA-PSL） [36]、基于聚

类的自适应多目标进化算法（CA-MOEA） [37]、基

于竞争因子和精英解引导的多目标萤火虫算法

（CFMOFA） [14] 和基于决策变量分析的多目标进

化算法（MOEA/DVA）[20]，上述算法针对经典算法的

不足进行了改进，并且在实验中验证其具备良好

性能。各个算法采用的实验参数均采用 PLATEMO
的默认参数。实验设置同 3.3 节，为保证实验随

机性，所有算法独立运行 50 次。

表 8~10 给出了 MOFA-GD 与 10 种新近多目

标优化算法在 15 个测试函数计算的 IGD、GD 和

MS 平均值。倒数第 2 行给出了各算法的优势统

计结果 (total)，最后 1 行是各算法在 15 个测试函

数优化结果基于 Friedman 检验的平秩 (ranking)。
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表 8    MOFA-GD 与 10 种新近算法在 IGD 上的实验结果
Table 8    Experimental results of MOFA-GD and ten recent algorithms on IGD

 

测试函数
MOFA-

GD
CMOPSO

NSGA-
III

RPD-
NSGA-II

MSEA FLEA
MOEA/D-

DYTS
MOEA-

PSL
CA-

MOEA
CFMOFA

MOEA/
DVA

ZDT1 3.88×10−3 5.07×10−3 1.99×10−2 1.41×10−2 6.42×10−3 1.17×10−1 3.15×10−1 4.65×10−3 1.29×10−2 3.57×10−1 8.18×10−1

ZDT2 3.87×10−3 4.58×10−3 6.45×10−2 2.16×10−2 9.73×10−1 5.93×10−1 5.93×10−1 5.53×10−3 2.81×10−2 5.28×10−1 1.47×100

ZDT3 4.76×10−3 5.42×10−3 1.80×10−2 1.80×10−2 1.36×10−2 1.82×10−1 3.35×10−1 5.27×10−3 1.32×10−2 4.17×10−1 6.66×10−1

ZDT4 3.98×10−3 7.81×100 5.11×10−1 4.07×10−1 8.76×100 2.67×101 1.11×101 4.57×10−3 3.89×10−1 3.43×101 7.93×100

ZDT6 3.12×10−3 3.21×10−3 1.74×10−1 4.66×10−2 1.45×10−1 4.43×10−1 1.73×10−2 3.65×10−3 1.62×10−1 3.19×100 8.80×10−1

Viennet1 1.27×10−1 1.31×10−1 1.69×10−1 1.88×10−1 1.15×10−1 1.70×10−1 1.86×10−1 1.80×10−1 1.34×10−1 1.31×10−1 6.97×10−1

Viennet2 2.62×10−2 1.29×10−2 5.63×10−2 4.17×10−2 1.28×10−2 3.32×10−2 4.61×10−2 2.04×10−2 1.33×10−2 1.32×10−2 1.19×10−1

Viennet3 4.42×10−2 3.21×10−2 1.76×100 1.88×10−1 7.03×10−2 4.28×10−2 7.54×10−1 2.32×10−1 3.55×10−2 6.00×10−2 5.69×10−1

DTLZ1 3.71×10−2 1.37×101 1.64×10−1 1.10×10−1 9.61×10−2 6.78×100 2.31×100 1.44×100 1.89×10−1 1.97×101 1.61×100

DTLZ2 8.08×10−2 5.86×10−2 5.49×10−2 5.70×10−2 5.32×10−2 1.96×10−1 7.71×10−2 7.71×10−2 5.80×10−2 8.02×10−2 8.84×10−2

DTLZ3 6.00×10−2 1.41×102 9.95×100 7.05×100 9.42×100 6.80×101 1.28×101 4.70×101 9.15×100 2.06×102 4.93×101

DTLZ4 1.64×10−1 1.67×10−1 1.62×10−1 5.72×10−2 7.13×10−2 3.55×10−1 1.59×10−1 1.49×10−1 1.14×10−1 2.31×10−1 5.04×10−1

DTLZ5 4.41×10−3 7.40×10−3 1.25×10−2 3.19×10−2 4.20×10−3 4.50×10−2 1.41×10−2 1.01×10−2 5.86×10−3 1.72×10−2 2.63×10−2

DTLZ6 4.12×10−3 1.74×10−1 1.93×10−2 1.49×10−1 4.29×10−3 4.42×10−1 1.43×10−2 5.36×10−3 8.77×10−3 2.14×100 7.63×10−1

DTLZ7 9.26×10−2 1.58×10−1 1.03×10−1 1.22×10−1 1.85×10−1 1.16×100 5.78×10−1 7.86×10−2 8.09×10−2 8.53×10−1 1.88×100

total 8 1 0 1 4 0 0 1 0 0 0

ranking 2.73 4.90 6.17 5.43 4.00 8.63 7.53 4.37 3.93 8.50 9.80

注：加粗的数据为各算法在同一测试函数上取得的最优结果，下同。
 

 
 

表 9    MOFA-GD 与 10 种新近算法在 GD 上的实验结果
Table 9    Experimental results of MOFA-GD and ten recent algorithms on GD

 

测试函数
MOFA-

GD
CMOPSO

NSGA-
III

RPD-
NSGA-II

MSEA FLEA
MOEA/D-

DYTS
MOEA-

PSL
CA-

MOEA
CFMOFA

MOEA/
DVA

ZDT1 1.58×10−4 2.88×10−4 1.77×10−3 1.37×10−3 3.53×10−4 1.77×10−3 3.58×10−2 5.39×10−4 1.21×10−3 8.53×10−2 3.46×10−1

ZDT2 4.65×10−5 2.10×10−4 2.54×10−3 1.80×10−3 7.08×10−1 9.21×10−2 9.34×10−2 5.65×10−5 1.66×10−3 1.60×10−1 6.96×10−1

ZDT3 1.56×10−4 2.11×10−4 1.15×10−3 1.01×10−3 3.13×10−4 7.18×10−3 4.52×10−2 4.75×10−4 9.22×10−4 1.14×10−1 3.27×10−1

ZDT4 5.26×10−4 5.70×100 1.02×10−1 3.80×10−2 7.52×100 5.24×100 7.02×100 6.32×10−4 6.76×10−2 2.25×101 8.35×100

ZDT6 3.32×10−2 1.91×10−2 3.51×10−2 7.22×10−2 3.08×10−2 2.79×10−1 2.54×10−2 3.04×10−2 3.17×10−2 1.54×100 1.36×100

Viennet1 1.44×10−2 1.47×10−2 1.34×10−2 1.37×10−2 8.84×10−3 1.53×10−2 6.47×10−3 1.12×10−2 1.29×10−2 1.52×10−2 1.76×10−2

Viennet2 1.86×10−3 1.66×10−3 1.57×10−3 1.39×10−3 1.60×10−3 2.12×10−3 9.74×10−4 1.96×10−3 1.63×10−3 1.70×10−3 8.66×10−3

Viennet3 3.77×10−3 3.50×10−3 3.38×10−3 5.10×10−3 3.30×10−3 3.63×10−3 4.70×10−3 3.23×10−3 3.60×10−3 2.86×10−3 9.14×10−3

DTLZ1 1.70×10−3 4.73×100 3.04×10−2 1.89×10−2 1.26×10−2 3.91×100 2.17×100 3.60×10−1 2.92×10−2 8.05×100 2.34×100

DTLZ2 9.41×10−3 2.25×10−3 6.04×10−4 6.90×10−4 5.27×10−4 2.77×10−2 1.56×10−3 2.99×10−3 1.19×10−3 1.16×10−2 8.06×10−3

DTLZ3 1.76×10−3 4.70×101 1.88×100 2.31×100 2.01×100 2.04×101 1.31×101 1.31×101 2.23×100 7.29×101 2.25×101

DTLZ4 7.36×10−3 2.86×10−3 5.88×10−4 7.01×10−4 5.55×10−4 3.87×10−2 1.36×10−3 2.51×10−3 1.10×10−3 1.20×10−2 1.64×10−2

DTLZ5 1.40×10−4 9.04×10−4 3.43×10−4 9.40×10−4 9.43×10−4 1.89×10−2 3.19×10−4 9.43×10−4 3.76×10−4 2.35×10−3 6.32×10−3

DTLZ6 4.79×10−6 2.32×10−2 6.65×10−6 2.14×10−3 7.60×10−6 1.26×10−1 4.78×10−6 4.81×10−6 1.80×10−3 7.48×10−1 6.76×10−1

DTLZ7 4.05×10−3 4.21×10−3 5.61×10−3 3.68×10−3 1.63×10−3 1.28×10−2 1.49×10−1 2.96×10−3 5.60×10−3 1.57×10−1 8.36×10−1

total 8 0 0 1 3 1 2 0 0 1 0

ranking 3.93 5.67 4.63 5.07 3.97 8.77 5.50 4.47 4.67 9.27 10.07
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表 10    MOFA-GD 与 10 种新近算法在 MS 上的实验结果
Table 10    Experimental results of MOFA-GD and ten recent algorithms on MS

 

测试函数
MOFA-

GD
CMOPSO

NSGA-
III

RPD-
NSGA-II

MSEA FLEA
MOEA/D-

DYTS
MOEA-

PSL
CA-

MOEA
CFMOFA

MOEA/
DVA

ZDT1 1.00×100 9.99×10−1 9.87×10−1 9.96×10−1 9.99×10−1 1.00×100 8.37×10−1 1.00×100 9.96×10−1 8.01×10−1 7.11×10−1

ZDT2 1.00×100 9.99×10−1 6.97×10−1 9.87×10−1 6.60×10−1 2.49×10−1 4.96×10−1 1.00×100 9.76×10−1 7.14×10−1 7.07×10−1

ZDT3 1.00×100 9.97×10−1 9.91×10−1 9.93×10−1 9.99×10−1 5.85×10−1 8.22×10−1 1.00×100 9.93×10−1 8.14×10−1 7.41×10−1

ZDT4 1.00×100 1.03×10−1 4.81×10−1 5.03×10−1 4.06×10−1 2.03×10−1 4.83×10−1 1.00×100 5.06×10−1 6.66×10−1 7.07×10−1

ZDT6 1.00×100 1.00×100 8.42×10−1 9.52×10−1 8.58×10−1 1.00×100 1.00×100 1.00×100 8.91×10−1 7.07×10−1 8.89×10−1

Viennet1 9.91×10−1 1.00×100 8.57×10−1 9.87×10−1 9.93×10−1 9.90×10−1 9.99×10−1 9.97×10−1 9.99×10−1 9.97×10−1 8.77×10−1

Viennet2 9.98×10−1 9.97×10−1 5.76×10−1 9.98×10−1 9.97×10−1 8.77×10−1 9.98×10−1 9.87×10−1 9.88×10−1 9.73×10−1 8.78×10−1

Viennet3 9.99×10−1 9.96×10−1 7.84×10−1 1.00×100 9.97×10−1 1.00×100 9.59×10−1 9.66×10−1 9.96×10−1 9.97×10−1 9.18×10−1

DTLZ1 9.95×10−1 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 9.27×10−1 1.00×100 1.00×100 1.00×100

DTLZ2 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100

DTLZ3 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100

DTLZ4 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 8.84×10−1

DTLZ5 1.00×100 1.00×100 9.96×10−1 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100

DTLZ6 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100 1.00×100

DTLZ7 9.99×10−1 9.86×10−1 9.80×10−1 9.87×10−1 8.00×10−1 1.77×10−1 9.10×10−1 8.65×10−1 9.84×10−1 8.42×10−1 8.18×10−1

total 12 8 5 7 6 8 6 10 6 6 4

ranking 7.90 7.03 4.10 6.90 5.77 5.23 5.97 6.93 6.53 5.40 4.23
 

根据表 8，从综合性指标 IGD 来看，MOFA-
GD 在 15 个测试函数上取得了 8 次最优，MSEA
取得了 4 次最优，CMOPSO、RPDNSGA-II、MOEA-
PSL 均取得 1 次最优，其余算法没有取得最优，说

明 MOFA-GD 相比新近多目标优化算法仍具有优

良的表现。值得注意的是在 ZDT4、DTLZ1 和

DTLZ3 测试函数上，MOFA-GD 的优化结果比较

其余算法的优化结果优一个数量级，原因是

ZDT4、DTLZ1 和 DTLZ3 测试函数具有多模态特

征，种群在迭代过程中极易过早收敛到某个局部

最优解，而 MOFA-GD 采用了分组优化模型，其中

变异算子优化多样性变量组使个体充分探索决策

空间，避免个体陷入局部最优。从表 9~10 可知，

MOFA-GD 在收敛性和多样性方面均有优良表

现，在 15 个测试函数上，GD 指标结果取得 8 次最

优，在所有对比算法中取得最优次数最多；MS 指

标上取得 12 次最优，其中 11 个测试函数上覆盖

程度为 1。从表 8~10 给出的 Friedman 秩检验结

果可知，MOFA-GD 在所有对比算法中排名第一，

由此可见 MOFA-GD 具有较好的算法稳定性和可

靠性。值得注意的是，算法 MOEA/DVA 同样采

用对变量进行分组优化，在大部分测试函数上收

敛性和分布性均优于 MOEA/DVA，原因是 MOFA-
GD 对分组变量采用了适应其特征的策略进行优

化：学习行为优化距离变量，使个体快速收敛到

真实 Pareto 解集附近，有效加快种群收敛速度；变

异算子优化位置变量，使个体充分探索决策空

间，极大地提升种群的多样性，进而使算法具有

较好的性能。 

4   盘式制动器的优化设计问题

x1

x2 x3

x4 x = [x1 x2 x3 x4]

f1(x) f2(x)

为验证算法求解实际工程 MOP 的性能，本文

将 MOFA-GD 应用于优化盘式制动器设计问题。

盘式制动器的优化设计是实际工程中经典的结构

设计模式，最早由 Ray 等 [38] 对盘式制动器进行了

设计与分析，2020 年 Tanabe 等 [39] 将其归纳为实

际工程的多目标优化问题并公开了数据集。该案

例以制动盘内半径为决策变量 、制动盘外半径

为决策变量 、制动力为决策变量 和摩擦曲面

个数为决策变量 组成决策向量 ，

以最小制动器质量 和最短制动时间 为优

化目标，建立数学模型，其表达式为
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min F(x) =


f1(x) = 4.9×10−5(x2

2− x2
1)(x4−1)

f2(x) =
9.82×106(x2

2− x2
1)

x3x4(x3
2− x3

1)

其约束函数为

g1(x) = (x2− x1)−20 ⩾ 0
g2(x) = 30−2.5(x4+1) ⩾ 0

g3(x) = 0.4− x3

3.14(x2
2− x2

1)
⩾ 0

g4(x) = 1− 2.22×10−3x3x4(x3
2− x3

1)
(x2

2− x2
1)

2 ⩾ 0

g5(x) =
2.66×10−2x3x4(x3

2− x3
1)

x2
2− x2

1

−900 ⩾ 0

55 ⩽ x1 ⩽ 80,75 ⩽

x2 ⩽ 110 1000 ⩽ x3 ⩽ 3000,2 ⩽ x4 ⩽ 20

决策变量的取值范围为：

， 。本文所提

算法采用可行性法则约束处理机制 [40] 对算法进

行处理，使 MOFA-GD 有效处理约束。

为对比 MOFA-GD 的优化效果，选择 5 种近

几年求解约束多目标优化问题的算法进行仿真对比

实验，5 种算法分别为求解大规模多目标优化问

题的改进 Pareto 建模优化算法（AGEMOEA-II）[41]、

求解约束多目标优化问题的竞争与协作群智能算

法（CMOCSO）[42]、基于问题转换处理的约束多目

标优化算法（DCNSGA-III）[43]、基于演进多任务的

约束多目标优化算法（EMCMO） [44] 和基于新型

协作机制的约束多种群进化算法（MCCMO） [45]，

算法参数均取自 PLATEMO 的默认参数，实验设

置与 3.3 保持一致，以 IGD 综合性指标为评价指

标。为确保实验的公平，评价指标所得数据为各

算法独立运行 50 次取平均值 (mean) 和标准差

(std)，结果由表 11 给出。
 
 

表 11    MOFA-GD 与 5 种算法基于 IGD 指标上的实验结果
Table 11    Experimental results of MOFA-GD and five algorithms on IGD

 

指标 MOFA-GD AGEMOEA-II CMOCSO DCNSGA-III EMCMO MCCMO

mean 3.120 3×10−1 6.858 2×10−1 2.169 1×100 4.627 1×100 7.695 9×10−1 8.475 5×10−1

std 7.220 6×10−2 5.315 3×10−1 8.703 1×10−1 5.565 7×10−1 6.728 8×10−1 6.965 8×10−1

 

根据表 11 给出的 IGD 平均值来看，相比其他

算法， M O F A - G D 面对此问题表现出优良的

性能，其 IGD 平均值取得了最优。图 4 给出了各

算法在盘式制动器优化问题上获得的 Pareto 最优

前沿，可以从图 4 中清楚地看到，在收敛性和分

布性上，MOFA-GD 均优于其他算法，计算得到

的 Pareto 前沿均匀分布在真实 Pareto 前沿上。由

此可见，MOFA-GD 在众多算法中展现出卓越

的性能，是一个解决实际工程优化问题的可行

选择。
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图 4    MOFA-GD 与 5 种对比算法在盘式制动器优化问题上获得的 Pareto 前沿

Fig. 4    Pareto front obtained by MOFA-GD and 5 comparison algorithms for disc brake optimization
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5   结束语

MOFA 采用整体维度更新策略，未能充分考

虑决策变量对算法的影响，导致某几维变量上优

化效果不佳，进而影响算法的收敛性和多样性。

针对上述问题，本文提出决策变量分组优化的多

目标萤火虫算法。MOFA-GD 引入决策变量分组

机制，按照决策变量对算法性能的不同影响，将

整体变量分成收敛性变量组和多样性变量组。设

计决策变量分组优化模型：学习行为优化收敛性

变量组，使萤火虫能够快速靠近最优个体；非均

匀变异算子优化多样性变量组，使萤火虫能够克

服种群约束，充分探索决策空间，后期逐渐减小

的变异幅度和概率使萤火虫精细化探索，不仅提

升了算法寻优精度，还增强了算法的稳定性。档

案截断策略能够精准删除拥挤的个体，使萤火虫

均匀分布在 Pareto 前沿。在 15 个广泛使用的多

目标优化测试函数上，MOFA-GD 与 6 种经典多

目标优化算法和 10 种新近多目标优化算法进行

性能对比，通过收敛性指标 GD、分布性指标

MS 和综合性指标 IGD 的性能检测，充分验证

MOFA-GD 具有优秀的收敛性和分布性，是一种

求解多目标优化问题的可靠选择。最后将 MOFA-
GD 应用到优化盘式制动器设计上，与 5 种约束

多目标优化算相比展现出卓越的性能。鉴于

MOFA-GD 的有效性和稳定性，在今后的研究方

向有望进一步扩大 MOFA-GD 的应用范围，以应

对更多样化的工程优化问题。
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