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从随机集落影到随机点落影——隶属函数
用于机器学习

汪培庄，鲁晨光
（辽宁工程技术大学 智能工程与数学研究院, 辽宁 阜新 123000）

摘    要：从样本分布求得隶属函数是重要的也是困难的。汪培庄的随机集落影理论使用集值统计得到隶属函

数，从而在统计和模糊逻辑之间架起桥梁。但是，通常的样本并不包含集值，所以该理论不够实用。鲁晨光使

用语义信息方法推导出用样本分布优化隶属函数的 2 个公式，它们和集值统计结果一致，可谓随机点落影方

法。该方法可以用于多标签分类、最大互信息分类、混合模型、贝叶斯确证等。深度学习最新潮流中用的相似

函数和估计互信息就是隶属函数和语义互信息的特例。因为最大语义信息准则和最大似然准则以及正则化最

小误差平方准则兼容，并且隶属函数比似然函数迁移性更好，比反概率函数更容易构造，隶属函数有希望被广

泛用于机器学习。
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From random set falling shadows to a random point falling shadow:
membership functions for machine learning

WANG Peizhuang，LU Chenguang
(Intelligence Engineering and Mathematics Institute, Liaoning Technical University, Fuxin 123000, China)

Abstract: Obtaining  membership  functions  from sample  distributions  is  essential  and challenging.  Wang Peizhuang’s
random set  falling shadow theory uses  set-valued statistics  to  derive membership functions,  bridging the gap between
statistics and fuzzy logic. However, traditional samples do not include set values, limiting the practical applicability of
this theory. Lu Chenguang addressed this issue by using a semantic information method to derive two formulas for op-
timizing membership functions based on sample distributions. This method, known as the random point falling shadow
method,  is  compatible  with  set-valued  statistics.  The  resulting  membership  functions  have  applications  in  multilabel
classification, maximum mutual information classification, mixed models, and Bayesian confirmation. Furthermore, the
similarity function and estimated mutual information in modern deep learning techniques are special cases of the mem-
bership function and semantic mutual information. The maximum semantic information criterion is compatible with the
maximum  likelihood  criterion,  and  the  regularized  least  square  error  criterion,  and  the  membership  function  is  more
transferable  and  easier  to  construct  than  likelihood  functions  or  inverse  probability  functions.  Thus,  the  membership
function and the semantic information method hold considerable potential for widespread use in machine learning.
Keywords: fuzzy set; membership function; sampling distribution; semantic information measure; machine learning;
multilabel classification; maximum mutual information classification; mixed model; Bayesian confirmation

学习函数是为了分类和聚类。隶属函数 [1] 和

相似函数本该是最合适的学习函数，但是由于它

们过去一直很难通过统计从样本分布得到，流行
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的学习函数是似然函数、反概率函数 [2-3](比如 Lo-
gisitic 函数)。似然函数的主要缺点是：当先验概

率分布改变后，以前学到的似然函数就不再适

用。而 Logistic 函数作为学习函数在类别大于

2 时用于分类是困难的[4]，所以仍然需要用隶属函

数和相似函数作为学习函数。

求解隶属函数有多种方法，包括：专家经验

法、二元对比排序法[5]、模糊统计法以及拟合模糊

分布法 [6]。本文方法属模糊统计和拟合模糊分布

法。根据样本分布构造隶属函数用于机器学习，

已有很多研究[6-10]，但是本文希望提供一个更简洁

且应用更广的方法。

本文作者之一汪培庄于 80 年代初提出隶属

函数的统计解释−随机集落影理论 [11-12]，它后

来成为人工智能基础理论−因素空间理论 [13]

的重要部分。根据随机集落影理论，一个模糊集

合的隶属函数可以通过一个随机集合的无数取

值 (简称集值) 的统计得到。这一理论的重要意

义是在模糊逻辑和统计之间架起桥梁。然而，通

常的用于机器学习的样本并不包含集值，以至于

集值统计方法很难推广。本文另一作者鲁晨光

于 90 年代初使用基于统计的隶属函数建立语义

信息测度[14-15]，后来把它发展为语义信息理论[16-19]，

并用语义信息方法推导出从样本分布求解隶属函

数的 2 个公式 [19-20]。因为它们和集值统计公式兼

容，语义信息方法可谓随机点落影方法。最近几

年，鲁晨光把这样的隶属函数 (又叫真值函数) 用
于机器学习的多个领域 [19-20]。最近几年出现的以

互信息神经估计 (mutual information neural estima-
tion, MINE)[21] 和信息噪声对比估计 (information
noise contrastive estimation, InfoNCE)[22] 为代表的

深度学习新潮流也和语义信息方法相互支持。

本文将回顾从随机集落影到随机点落影的历

史；简单介绍用样本分布优化隶属函数的语义信

息方法以及隶属函数在机器学习领域的应用；讨

论潜在应用和挑战。 

1   背景知识
 

1.1    隶属函数、真值函数和相似函数之间的关系

· · ·
· · ·

令 X 是一随机变量，表示一个实例，取值

x∈U={x1, x2, }；Y是一随机变量，表示一个标签

或假设，取值 y∈V={ y1, y2, }。设 U中使 yj 为真

的元素构成一个模糊子集 θ j(即 y j=“x 在 θ j 中”)，
则 x在 θj 中的隶属度，记为 m(θj|x)，就是命题函数

yj (x) 的真值函数 T(yj|x)，都用 T(θj|x) 表示，即

T(θj|x) =T(yj|x) =m(θj|x)

式中：θj 也可以理解为模型参数，yj 的逻辑概率就

是 Zadeh 定义的模糊事件的概率[23]：

T (y j) = T (θ j) =
∑

i

P(xi)T (θ j|xi)

x̂ j

假设对于每个 y j 存在一个典型或柏拉图的理念

x j，它使 T(θ j|x j)=1，则隶属度就是 x i 和 x j 的相似

度。如果 U=V， y j 就变成估计，即 y j= =“估计

x 是 xj”，x 和 xj 之间的相似度就是两者的混淆概

率。比如：全球定位系统 (global positioning sys-
tems, GPS, 非特指美国的 GPS) 指示的位置和实际

位置的相似度就是两者的混淆概率。估计的真值

函数通常可以表示为失真函数的函数，即 T(θj|x)=
exp[–d(x, xj)](本文假设 exp 是 log 的反函数)。如

果失真取决于距离的平方，则有

T (θ j|x) = exp[−d(x, x j)] = exp
[
−

(x− x j)2

2σ2

]
(1)

设和 xj 相混淆的所有 x 构成一个模糊集合 θj，则
相似函数就是隶属函数，也是分辨率函数。GPS
的精度，平均误差平方的开方 (root mean square,
RMS) 就反映其分辨率。相似函数或分辨率函数

是不能用概率或条件概率表示的，因为它独立于

P(x) 和 P(y)[20]。 

1.2    学习函数的进化−从似然函数到隶属函数

机器学习的任务是：先用样本优化学习函数，

再把学习函数用于概率预测或分类。优化学习函

数有多种准则，比如最大正确率、  最大似然度、

最大互信息、最大估计互信息、最小失真、最小交

叉熵等准则。主要的 3 种学习函数及其和样本分

布的关系是：

1) 似然函数 P(x|θj)(或写作 P(x|yj, θ))，它逼近

x的后验概率分布 P(x|yj)；
2) 反概率函数 P(θj|x)[3]，它逼近转移概率函数

P(yj|x)。当标签数目 n=2 时，可用 Logistic 函数表

示它。

3) 隶属函数 (包括相似函数)，它正比于关联

函数 m(x, yj)=P(x, yj)/[P(x)P(yj)][20]，即

T (θ j|x) ∝ m(x,y j) =
P(x,y j)

P(x)P(y j)
=

P(x|y j)
P(x)

=

P(y j|x)
P(y j)

∝ P(y j|x)

因为似然函数在先验概率分布 P(x) 改变后会失

效，也因为有时候需要用最小误差 (或失真) 准则

优化模型参数，所以似然函数不能满足要求。反

概率函数能弥补似然函数的上述缺点。因为在

P(x) 变为 P ′ (x) 后，能用贝叶斯公式从 P ′ (x) 和

P(θj|x) 得到新的概率预测 P′ (x|θj)。当标签数目
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n=2 时，反概率能作为正确率或误判率。但是，当

n>2 时，构造反概率函数是困难的，因为有限制条件：∑
j

P(θ j|xi) = 1, i = 1,2, · · ·

一个权宜的方法是二元关联法 (binary relevance)[4]：

把 n个标签学习转换为 n对标签学习。这种方法

是不经济的。另外 n>2 时，用 P(θj|x) 表示正确率

或误差率也是有问题的[20]。

为了克服上述 2 种学习函数的缺点，鲁晨光

提出用隶属 (或真值) 函数作为学习函数，以便简

化多标签学习 [19]。不谋而合的是：MINE 和 In-
foNCE 用相似函数作为学习函数，并且用估计互

信息作为目标函数。随后出现的深度信息最大

化 (deep infomax, DIM) [24]、简单对比学习表示

(simple contrastive learning representations, SimCLR)[25]、

动量对比 (momentum contrast, MoCo)[26] 等 (用于自

监督学习) 都使用了相似函数和估计互信息，表

现出强大学习能力。而相似函数就是隶属函数的

特例，估计互信息是鲁晨光 30 年前提出的语义互

信息[14] 的特例。 

1.3    隶属函数的统计解释：随机集落影

· · ·
按照汪培庄的随机集落影理论，隶属函数可

看作一个随机集合 S j 的无数取值 S jk, k=1, 2, 
(它们是清晰集合 ) 投影在 x 的论域 U 上产生的

(见图 1)。
 
 

1

0

P

N/m

0

Nj*
P(yj|xj*)

T*(θj|x)= P(yj|xj*)
P(yj|x)

xj*
x

P(yj|x)

Sjk

 
图 1    随机集落影理论中的集值统计方法

Fig. 1    Set-value statistic  method in the random set  falling
shadow theory

 

用随机集落影方法得到的隶属函数如图 1 中

虚线所示。Sjk 是一个集合值 (细横线)，N是样例

总数，xj*是落影最厚的点， Nj*是覆盖 xj*的集值的

数目。图中等式表明，用随机点落影方法得到的

隶属函数和用随机集落影方法得到的隶属函数相

同。根据随机集落影理论，x 在模糊集 θj 中的隶

属度，就是 x落在随机集 Sj 中的概率，即

T (θ j|x) = P(x ∈ S j) =
1

N∗j

∑
k

P(x ∈ S jk) (2)

张南纶等 [27] 以年龄 x 和属性“年轻人”“中年

人”……为例验证了这个理论，即通过集值统计表

明，这样得到的隶属函数随样本增大而稳定收敛。 

2   用语义信息方法求解隶属函数
 

2.1    P-T 概率框架和语义信道

鲁晨光的语义信息论使用了兼用统计概率和

逻辑概率的 P-T 概率框架[28]。

一个假设或标签 y j 有 2 种概率：统计概率

P(yj) 和逻辑概率 T(yj)。统计概率是归一化的 (相
加等于 1)，而逻辑概率不是归一化的。比如 y 表

示 3 个可能的标签中的一个： y 1 =“非成年人 ”，
y2=“成年人”，y3=“年轻人”。3 个标签被选择的概

率 (统计概率) 之和是 1，但是它们为真的概率 (逻
辑概率) 之和大于 1，因为 y1 和 y2 的逻辑概率之

和就等于 1。
贝叶斯定理可以推广到逻辑概率，即

P(x|θ j) = T (θ j|x)P(x)/T (θ j)

T (θ j) =
∑

i

P(xi)T (θ j|xi)

式中 P(x|θj) 是似然函数。假设隶属函数的最大值

是 1，从 P(x) 和 P(x|θj) 也能得到隶属函数[19]：
T (θ j|x) = T (θ j)P(x|θ j)/P(x)

T (θ j) = 1/max[P(x|θ j)/P(x)]

· · ·
· · ·

一组转移概率函数构成一个香农信道，一组隶属

函数组成一个语义信道。当后者匹配前者时， 即
T(θ j |x)∝P(y j |x) ( j=1,2, )，有 P(x|θ j)=P(x|y j)
( j=1,2, )。这时，语义信息量达到最大。 

2.2    兼容 Popper 思想的语义信息测度

鲁晨光提出的语义信息量公式为

I(xi;θ j) = log
P(xi|θ j)
P(xi)

= log
T (θ j|xi)
T (θ j)

语义信息公式图解见图 2。它意味着：先验逻辑

概率越小，后验逻辑概率越大，语义信息量越大；

如果偏差过大，语义信息量是负的。它符合 Popper
思想。当隶属函数总是 1 的时候，上面语义信息公

式就变成 Carnap 和 Bar-Hillel 的语义信息公式[29]。
  

1

0

1

0

–1

I
I(xi; θj)=log

T(θj|xi)
T(θj)

xj xi

T 真值函数 T(θj|xi)
yj=“X 大约是 xj”

逻辑概率 T(θj)

X

 
图 2    语义信息量公式

Fig. 2    Semantic information amount formula
 

因为 I(xi; θj) 是后验真除以先验真的对数，也

可谓为 yj 反映 xi 的逼真度。对 I(xi; θj) 求平均，就

得到语义 Kullback-Leibler (KL) 信息 I(X; θj) 和语
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义互信息 I(X; Yθ) ：

I(X;θ j) =
∑

i

P(xi|y j)log
P(xi|θ j)
P(xi)

=

∑
i

P(xi|y j)log
T (θ j|xi)
T (θ j)

(3)

I(X;Yθ) =
∑

i

∑
j

P(xi,y j) log
T (θ j|xi)
T (θ j)

(4)

· · ·当 P(x|θj)=P(x|θj)( j=1,2, ) 时，语义互信息就

变成香农互信息 [30]。从式 (3) 可以看出，最大语

义信息准则等价于最小交叉熵准则和最大似然准

则。把式 (1) 代入式 (4)，就可以看出最大互信息

准则兼容正则化最小误差平方准则 (regularized
least squares, RLS)。 

2.3    信息率逼真函数 R(G)
推广信息率失真函数 R(D)，即用 I(xi; θj) 代替

失真 d(xi, yj)，并用语义互信息下限 G代替平均失

真上限 D，就得到保真度信息率函数 R(G)[16,31]。

所有 R(G) 函数都是碗状的 (见图 3)，并且其中有

个重要的点：s=dR/dG=1，R=G。表示在这一点语

义信道匹配香农信道，信息效率 r=G/R 最大，为

1。关于 R(G) 的更多讨论见文献 [31]。
 
 

R
max

/G
min

R
max

/G
max

G–
G+

s<0

s=0

s 增大

R=G
s=1

R/G

s=s
max

a 0 b
G

 
图 3    信息率逼真函数 R(G)

Fig. 3    The rate fidelity function R(G)
  

2.4    优化隶属函数的 2 个公式−随机点落影

从 式 ( 3 ) 可 知 ， 当 P ( x | θ j ) = P ( x | y j ) 或

T(θj|x)∝P(yj|x) 时，平均语义信息量达最大。如果

样本很大，令 T(θj|x) 的最大值是 1，可得

T (θ j|x) =

P(x|y j)
P(x)

max
[

P(x|y j)
P(x)

] = P(y j|x)
max[P(y j|x)]

(5)

如果样本不够大，则最大化 I(X; θj) 可得

T ∗ (θ j|x) = argmax
T (θ j |x)

∑
i

P(xi|y j) log
T (θ j|xi)
T (θ j)

(6)

式 (5) 和式 (2) 完全兼容。因为

mθ j
(x) = P(x ∈ S j) =

1
N∗j

∑
k

P(x ∈ S jk) =

1/N
N∗j/N

∑
k

P(x ∈ S jk) =
P(y j|x)
P(y j|x∗j)

=

P(y j|x)
max[P(y j|x)]

= T (θ j|x)

这说明随机点落影的结果等价于随机集落影

的结果。

· · ·
可以用机器学习语言来解释式 (5)：一个集值

就是一个含有单标签多实例的样例 (x j1, x j2, ;
yj)，隶属度 T(θj |xi) 就是所有含有 xi 的样例中 yj 出
现的概率。但是，单标签多实例的样例只有通过

实验得到，从现实文本中只能得到含有单标签单

实例的样例 (xi; yj) 和样本分布 P(x, y)。现在，可以

在想象中用多个单标签单实例的样例拼凑一个单

标签多实例的样例或集值 Sjk，然后求 xi 在 Sj 中的

概率。这样，随机集落影就变成随机点落影 (见
图 1)。 

3   隶属函数用于机器学习
 

3.1    用于多标签学习和分类

· · ·
考虑多标签学习−一种有监督学习。从样

本{(xk, yk), k=1,2, ,N}能得到样本分布 P(x, y)。然

后用式 (5) 得到优化的隶属函数−这是模糊统

计法；还可以用式 (6) 求带参数的优化的隶属函

数−这是拟合模糊分布法。多标签学习和分

类的 2 个步骤如图 4 所示。

 
 

样本 {(xk, yk), k=1, 2,…, N}

T(θj|x)=P(yj|x)/max(P(yj|x)) T(θj|x)=argmax I(X; θj)
θj

θj θj

x

样本分布 P(x, y)

P(x|y?)

yjyj

模糊统计法

隶属函数 T(θj|x)

yj=f(xi)=argmax I(xi; θj) yj=f(P(x|y?))=argmax I(X; θj)

xi

拟合模糊分布法

学
习

分
类

 
图 4    多标签学习和分类

Fig. 4    Multi-label learning and classification
 

假设真值函数是高斯函数，因为语义信道匹

配香农信道时，应有

T (θ j|x) ∝
P(x|y j)
P(x)

∝ P(y j|x)

所以可以用 P(x|yj)/P(x) 或 P(yj|x) 的期望和标准偏

差作为 T(θj|x) 的期望和标准偏差。

图 5 给出了一个例子。其中， x 表示年龄，

y j= “年轻人 ”，其真值函数是高斯函数。如果

P(x|yj) 是由 P(x) 和 P(yj|x) 产生的，且 P(yj|x) 和高

斯函数越成正比，则优化的真值函数和 P(yj|x) 的
期望和标准差就越是接近。
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图 5    图解从 P(x|yj) 和 P(x) 求 T(θj|x) 的 2 个公式

Fig. 5    Illustrating  the  two  formulas  for  obtaining T(θj|x)
from P(x|yj) 和 P(x)

 

如果分布 P(x|yj)/P(x) 形状近似于水坝截面，

称参数化的这种形状的函数为水坝函数 (见图 6)。
可以采用下面转换从高斯函数 g(x) 得到水坝函

数 b(x)：

b(x) = 1− [1−g(x)]n (7)

反函数是 g(x)=1–[1–b(x)]1/n。其中 n>1。n 越大，

则“坝顶”越宽，“斜坡”越陡。不能用样本分布优

化 b(x)，但是能用修正的样本分布 d(x)=1–[1–
P(x|yj|P(x)]1/n 优化 g(x)，即用 d(x) 的期望和标准偏

差作为 g(z) 的期望和标准偏差，然后用式 (7) 得到

优化的真值函数。图 6 验证了这个方法， 图中使

用 n=3。
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图 6    使用水坝函数 b(x) 作为隶属函数

Fig. 6    Using a dam function b(x) as a membership function
 

对于“老年人”的隶属函数，可用 Logistic 函数

表示。如果只知道 P(yj|x) 而不知道 P(x)，可以假

设 P(x) 是等概率的，即 P(x)=1/|U|，然后优化隶属

函数：

I(X;θ j) =
∑

i

P(xi|y j) log
T (θ j|xi)
T (θ j)

=

∑
i

P(y j|xi)∑
k

P(y j|xk)
log

T (θ j|xi)∑
k

T (θ j|xk)
+ log |U |

对于多标签分类，可以用分类器：

y j ∗ = argmax
y j

I(x;θ j) = argmax
y j

log
T (θ j|x)
T (θ j)

如果 x是不确定的，即只知道 P(x|y?)，则可以

用分类器：

y j ∗ = argmax
y j

I(X;θ j) =

argmax
y j

∑
i

P(xi|y?) log
T (θ j|x)
T (θ j)

如果使用失真准则，可以用–log T(θj|x) 作为失真

函数[31]，或用 T(θj|x) 取代式中 I(x; θj)。 

3.2    用于不可见实例最大互信息分类

这种分类属于半监督学习。下面以医学检验

和信号检测为例说明 (见图 7)。
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图 7    医学检验和信号检测

Fig. 7    Medical tests and signal detections
 

图中 Z 是取值 z∈C 的随机变量。概率分布

P(x) 和 P(z|x) 是给定的。分类是根据  z∈Cj 选择

y j。任务是：求产生最大香农互信息的分类器

y=h(z)。
图 8 是最大互信息分类方法流程。

 
 

样本分布 P(x, z)

条件互信息 I(X; Y|z')

奖励函数 I(X; Yθ|z')

N

Y

z*=arg max I(X; Yθ|z')

z'         

寻找新的划分边界 z', 收敛

z'

z*

设置初始边界 z'

 
图 8    最大互信息分类流程

Fig. 8    Flow of maximum mutual information classification
 

· · ·
方法不限于二分类。设 Cj 是 C的子集，并且

yj = f(z|z∈Cj)。S={C1, C2, }是 C 的一个划分。

目的是找到最优划分：

S ∗ = argmax
S

I(X;Yθ|S ) =

argmax
S

∑
j

∑
i

P(C j)P(xi|C j) log
T (θ j|xi)
T (θ j)

先假设一个划分，然后作下面迭代。
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匹配 1　让语义信道匹配香农信道，即从

P(y j|x) =
∑
zk∈C j

P(zk|x), j = 1,2, · · ·

得到 T(θj|x) 和 I(x; θj)。然后，对于每个 z得到条件

信息或奖励函数：

I(X;θ j|z) =
∑

i

P(xi|z)I(xi;θ j), j = 1,2, · · ·

匹配 2　令香农信道匹配语义信道−通过

分类器：

y j∗ = f (z) = argmax
y j

I(X;θ j|z), j = 1,2, · · ·

重复匹配 1 和匹配 2 直至 S不再变化。收敛

的 S 就是要找的 S*。详见文献 [19] 中利用 R(G)
函数的收敛证明。

图 9 给出了一个例子。详细数据见文献 [19]
(4.2 节)。图 9(a) 中 2 条水平线表示很糟糕的初始

划分。图 9(d) 显示了互信息随迭代次数变化 (收
敛很快)。z 现在变成二维矢量 z，图中 z1 和 z2 是

z的 2 个分量。
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图 9    最大互信息分类

Fig. 9    Maximum mutual information classification
  
3.3    用于解释和改进用于混合模型的 EM 算法

P(x) =
∑

j

P(y j)P(x|y j)

Pθ(x) =∑
j

P(y j)P(x|θ j)

· · ·

期望−最大 (expectation-maximization, EM) 算

法常用于混合模型。对于 ，只

知道样本分布 P(x)，然后使用混合模型

逼近 P(x)，使得相对熵 H(P‖P θ) 接

近 0。改进的 EM 算法可谓 EnM 算法，其中 n 意

思是重复期望算法 n 次。迭代之前设置初始的

P(x|θj) 和 P(yj), j=1,2, ，每个迭代包含 2 个匹配。

匹配 1　令香农信道 P(y |x) 匹配语义信道

T(y|x)，即重复 2 个公式 n(比如 n=3) 或更少次：

P(y j|x) = P(y j)P(x|θ j)/Pθ(x)

其中 Pθ(x) =
∑

j

P(y j)P(x|θ j)

P+1(y j) =
∑

x

P(xi)P(y j|xi)

(8)

式 (8) 就是求解 R(G) 函数用到的最小化香农互信

息的公式。在上面所有步骤中，只有在改变 θ 的

第一步中，香农互信息 R=I(X;Y) 和语义互信息

G=I(X;Yθ) 可能增大也可能减小，其他步骤都不改

变 θ，都会减小香农互信息。

匹配 2　令语义信道匹配香农信道，通过

P(x|θ+1
j ) = P(x)P(x|θ j)/Pθ(x)

Pθ(x) =
∑

j

P(y j)P(xi|θ j)

直至相对熵或 θ不能改进为止。

为了证明迭代收敛，能推导出

H(P||Pθ) = R−G+H(P+1(y)||P(y)) (9)

||
||

||

式中 H(P Pθ) 是相对熵或 KL 离散度。因为匹配

2 最大化 G 且匹配 1 最小化 R 和 H(P+1(y) P(y))，
所以 H(P Pθ) 能接近 0。

图 10 是 EnM 算法流程。
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图 10    求混合模型的 EnM 算法流程

Fig. 10    Flow of the EnM algorithm for mixture models
 

图 11 给出一个高斯混合模型的例子，用以比

较 EM 和 E3M 算法。真实模型参数是 (µ1, µ2, σ1,
σ2, P(y1)) = (100, 125, 10, 10, 0.7)，初始参数是 (µ1,
µ2, σ1, σ2, P(y1)) = (80, 95, 5, 5, 0.5)。
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图 11    用一个不易收敛的例子比较 EM 和 E3M 算法

Fig. 11    Comparing the EM and E3M algorithms by using
a example that is hard to converge

结果显示，EM 算法需要大约 340 次迭代，而

E3M 算法需要大约 240 次迭代。这个例子揭示

EnM(包括 EM 算法) 收敛是因为语义互信息 G和

香农互信息 R相互靠近，并不是因为完全数据对

数似然度 Q不断增大 (流行观点)。 

3.4    用于贝叶斯确证和因果确证

贝叶斯确证的任务是评价样本分布对大前提

的支持。比如对于医学检验 (见图 7)，一个大前

提是“如果一个人检验呈阳性 (y1)，那么他被感染

(x1)”，简记为 y1→x1。鲁晨光把确证分为信道确

证 (评价检验手段有多好) 和预测确证 (看概率预

测 P(x1|θ1) 有多可靠)[32]。对于信道确证，一个真

值 (或隶属 ) 函数可看作清晰真值函数 T(y1|x)∈
{0,1}和永真句的真值函数 (总是 1) 的组合：

T (θ1|x) = b′1+b1T (y1|x)

永真句的比例 b1′就是不信度。可信度是 b1，

它和 b1′的关系是 b1′=1–|b1|(见图 12)。
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图 12    真值 (或隶属) 函数

Fig. 12    Truth (or membership) function
 

通过改变 b1 最大化语义 KL 信息 I(X; θ1)，优
化的可信度 b1，记为 b1*， 就是确证度[32]：

b1∗ = b∗ (y1→ x1) =
P(y1|x1)−P(y1|x0)

max(P(y1|x1),P(y1|x0))
=

R+−1
max(R+,1)

式中 R+=P(y1|xi)/P(y1|x0) 是阳性似然比，反映检验

阳性有多可靠。这个结论和医学检验理论兼容。

考虑预测确证度，假设 P(x|θ1) 是 0-1 部分和

等概率部分的组合，0-1 部分的比例就是预测的

可信度，优化的可信度就是预测确证度：

c1∗ = c∗ (y1→ x1) =
P(x1|y1)−P(x0|y1)

max(P(x1|y1),P(x0,y1))
=

a− c
max(a,c)

式中：a 是正例的个数，c 是反例的个数。2 种确

证度都可用于概率预测，即求 P(x|θ1)。
Hemple 曾提出确证悖论，即乌鸦悖论。根据

经典逻辑中的等价条件，“如果  x 是乌鸦，则  x 是

黑的” (规则 1) 等价于  “如果  x 不是黑的，则  x 不

是乌鸦” (规则  2)。一支白粉笔支持规则 2；因而
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也支持规则 1。但是，根据常识，一只黑乌鸦支持

规则 1，一个非黑的乌鸦反对规则 1；一个不是乌

鸦的东西，比如一只黑猫或一只白粉笔，和规则

1 不相关。因此，在等价条件和常识之间存在悖

论。使用确证度 c1*，可以肯定常识是对的，等价

条件是错的 (对于模糊大前提)，因而可以消除乌

鸦悖论。而其他确证测度都不能消除乌鸦悖论[32]。

因果推断理论中使用因果概率[33]：

Pd =max
[
0,

P(y1|x1)−P(y1|x0)
P(y1|x1)

]
= max

(
0,

R+−1
R+

)
表示原因 x1 替代 x0 导致结果 y1 的必然性。其中

P(y1|x)=P(y1|do(x)) 是干预 x 导致的 y1 的后验概

率 [34]。鲁晨光用语义信息方法得到的因果确证

度是[35]

Cc(x1/x0 => y1) = b1∗ =
P(y1|x1)−P(y1|x0)

max(P(y1|x1),P(y1|x0))
=

R+−1
max(R+,1)

它兼容上述因果概率 (式中“=>”表示因果关系)，
但是还能表示负的因果关系，比如表示疫苗抑制

感染的必然性。 

3.5    用于模糊约束控制和强化学习

假设要把羊群赶到一个指定牧场−用隶属

函数 T(θj|x) 表示，P(x) 是羊群不加约束时的概率

分布，P(x|cj) 是采用控制手段 cj 后羊群的概率分

布，可以用语义 KL 信息评价 cj 如何符合目的，合

目的信息公式为

I(X;θ j,c j) =
∑

i

P(xi|c j) log
P(xi|θ j)
P(xi)

=

∑
i

P(xi|c j) log
T (θ j|xi)
T (θ j)

类似的任务是：

1) 要把粮食产量提高到某个范围 (比如每公

顷接近或高于 10 t−可用 Logistic 函数表示)，
P(x) 就是当前的粮食产量的概率分布，P(x|cj) 是

采用控制 cj 后的粮食产量的概率分布；

2) 要把人口死亡年龄控制到某个范围 (比如

接近或超过 80 岁)，P(x) 是当前人口死亡年龄分

布，P(x|cj) 是控制后的死亡年龄分布。

容易证明，当 P(x|cj) 的分布集中在 T(θj|x) 最
大点 (为 1) 时，合目的信息最大。但是还要考虑

控制成本 (假设它和 KL 信息 I(X; cj) 成正比) 和控

制效率 r=I(X; θj)/I(X;cj)。当 P(x|cj)=P(x|θj) 时，控制

效率 r 最大，等于 1。如果要继续增大 I(X; θj) 并

希望成本尽可能小，R(G) 函数的参数解[31] 说明可

以选择：

P(xi|c j) =
P(xi)[T (θ j|xi)]

s∑
k

P(xk)[T (θ j|xi)]
s

式中 s>1 是 R(G) 函数参数解中的参数。该式提

供了权衡合目的信息 G和控制效率 r的方法[20]。 

3.6    用于自监督学习

自监督学习用图像或文本的一部分预测另一

部分，后者可能是下一个或掩盖的实例。预测的

和真实的实例之间存在相似性。

Belghazi 等[21] 提出 MINE 时使用了学习函数：

exp[Tw(x,y j)] ∝ P(y j|x)

x̂ j式中 yj 是预测或估计 。虽然 Tw(x, yj) 不是负的，

但是可理解为保真度函数。设 Tmax 最大保真度，

失真函数就是 d (x ,  y j )=Tm a x –Tw (x ,  y j )。所以

exp[Tw(x, yj)] 和相似函数 exp[–d(x, yj)] 成正比，也

可以看作是相似函数。

Oord 等 [22] 在介绍 InfoNCE 的文章中明确提

出：使用一个学习函数，希望它正比于 m(x, y)=
P(x|y)/P(x)。文中的表达式为

fk(xt+k, ct) ∝ P(xt+k|ct)/P(xt+k)
式中：ct 是从前面的数据得到的特征矢量；xt+k 是
要预测的特征矢量；fk(xt+k, ct) 就是根据 ct 预测的

xt+k 和实际的 xt+k 之间的相似函数，用它可以构造

估计互信息，然后优化模型参数。这种方法把对

比学习中的 N  对  Logistic 函数变成 N 个 Soft-
max 函数，因而可以直接用于多标签学习。和

MINE 中学习函数不同，InfoNCE 用一个类似于隶

属函数的函数作为相似函数，这样更加灵活。

MINE 和 InfoNCE 和鲁晨光的语义信息方法

在本质上是一样的，其共同特点是：

1) 用正比于 P(yj|x) 的隶属函数 T(θj|x) 或相似

函数 S(x, yj) 作为学习函数，它的最大值一般是 1，
它的平均是划分函数 Zj。

2 )  x 和 y j 之间的估计信息或语义信息是

log[T(θj|x)/Zj] 或 log[S(x, yj)/Zj]。
3) 求平均信息仍然用统计概率分布 P(x, y)。 

4   讨论
 

4.1    隶属函数来自主观定义还是客观统计？

如何确定隶属函数？历来存在 2 条路径：来

自主观定义和来自客观统计。本文认为两者并不

矛盾。首先，隶属函数是主观的，可以来自定

义。命题函数的语义可以通过真值函数定义，而

真值函数就是隶属函数。控制领域和专家系统中

的隶属函数大多是主观定义的。

但是，对于概率预测，存在一个最优的隶属函
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数，它和统计相匹配，如式 (5) 所示，是客观的。

当语义信道匹配香农信道，即 T(θ j|x)∝P(y j|x),
j=1,2, 时，语义信息量达到最大。这时用隶属函数

T(θ j|x) 作贝叶斯预测和用转移概率函数 P(y j|x)
作贝叶斯预测，结果相等，即 P(x|θj)=P(x|yj)。 

4.2    隶属函数用作学习函数的优点

和似然函数 P(x|θj) 或反概率函数 P(θj |x) 相

比，隶属函数作为学习函数有下面优点：

1)P(x) 改变后，也可以使用贝叶斯公式从

P(x) 和 T(θj|x) 得到新的概率预测 P(x|θj)；
2) 便于用负指数函数表示，构造多个隶属函

数时没有归一化限制；

3) 用于学习和分类时，便于使用最大语义或

估计互信息准则−它兼容最大似然准则和 RLS
准则。

4) 也便于按最小平均失真准则分类，因为

–logT(θj|x) 就反映失真或误差。

5) 优化的隶属函数和关联函数 m(x, yj) 成正

比，它们独立于 P(x) 和 P(yj)，反映 x 和 yj 之间的

内在联系，因而有更好的可迁移性。 

4.3    随机点落影方法和其他求隶属函数方法比较

随机点落影方法有下面 2 个特点：

· · ·
1) 适合大样本且多标签学习，能直接从样本

分布 P(x, y) 得到一组隶属函数 T(θj|x) (j=1,2, )；
2) 隶属函数不仅像转移概率函数 P(y j|x) 一

样，能代入贝叶斯公式，用于概率预测，还适合作

为学习函数和约束函数，用于度量语义信息和约

束控制。

这 2 个特点是其他求隶属函数方法 [6-10] 不具

有的。但是随机点落影方法也有局限性。比如，

和二元对比排序法[5] 相比，后者更适合较小样本；

和专家经验法比，后者更适合制定控制规则[36-37]。 

4.4    解释深度学习

为解释以自动编码器 (autoencoder) 和深度信

念网 (deep belief network, DBN) 等深度神经网络

的成功，Tishby 等 [38] 提出信息瓶颈解释，认为优

化深度神经网络时，需要最大化一些环节之间的

香农互信息并同时最小化另外一些环节之间的香

农互信息。然而，从 R(G) 函数的角度看，自动编

码器和 DBN 的每一层都需要最大化语义互信息

G 并最小化香农互信息 R；预训练就是语义信道

和香农信道相互匹配，使得G=R且相对熵H(P||Pθ)=0
(见式 (9))。微调就通过增大 s (使划分边界变

陡) 同时增大 R和 G(见图 3)。
最近 OpenAI 的研究人员 [39-40] 用无损数据压

缩 (或限失真) 前提下最小化香农互信息或复杂

性解释通用人工智能，这和信道匹配解释类似。

不过，用隶属 (或相似 ) 函数构造的语义 (或估

计) 信息测度表示约束条件，更具有一般性。因

为通常的损失是模糊的且语义相关的。所以，约

束条件不是无损编码，而是有损编码时的解码逼

真度或语义信息量。 

4.5    潜在应用：用隶属函数构造信道混合模型机

到目前为止，只有用似然函数 (比如高斯似然

函数) 构造混合模型。但是，也能用高斯真值函

数构造高斯信道混合模型，并用 EnM 算法求解

它。不同的是，在匹配 1 中，需要用先验概率分

布 P0(x) 和 T(θj|x) 产生似然函数：

P(x|θ j) = P0(x)T (θ j|x)
/∑

i

P0(xi)T (θ j|x)

然后重复式 (8)n 次。P0(x) 和 P(x) 不同，前者是

先验概率分布而后者不是。可以假设 P0(x) 是等

概率的。在匹配 2 中，让语义信道匹配香农信道，

即令

T (θ j
+1|x) = exp

[−(x−µ j)2

2σ j
2

]
∝

P(y j|x)
P(y j)

=

P0(x)T (θ j|x)
T (θ j)Pθ(x)

∝
P0(x)T (θ j|x)

Pθ(x)

这意味着能用 P(yj|x) 或 P0(x)T(θj|x)/Pθ(x) 的期望和

标准偏差作为 T (θj+1|x) 的期望和标准偏差。

信道混合模型可以用于神经网络的无监督学

习或预训练，从而得到信道混合模型机 [20]。其功

能类似于有限波尔兹曼机，但是不需要考虑梯度

下降和反向传播。这时候网络权重参数就是隶

属度。 

4.6    用隶属函数构造神经网络

用隶属度或相似度作为神经网络权重参数

时，神经网络就包含语义信道和香农信道。然后

可用语义信息方法优化神经网络。比如，信道混

合模型机的一个神经元和一个标准的神经元如

图 13 所示。

模糊逻辑−特别是兼容布尔代数的模糊逻

辑−看来也能用于神经网络。比如神经网络

常用的激活函数 ReLU(x)=max(0, x) 就是鲁晨光建

立色觉机制模型 [41 ] 用的逻辑差运算 f(a∧¬b)=
max(0, a–b) 在 b=0 时的特例。隶属函数、模糊逻

辑以及语义信息方法用于神经网络，将使神经网

络更加易于理解。

深度学习领域出现了许多令人惊异有效方

法，特别是特征抽取方法。隶属函数和语义信息

方法用于解释和改进深度学习刚刚开始，要赶上

深度学习的步伐，这是严峻挑战。
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图 13    比较信道混合模型机的神经元和标准神经元

Fig. 13    Comparing a neuron in the channel mixture mod-
el machine and a standard neuron

  

5   结束语

汪培庄的随机集落影理论给隶属函数的统计

解释打下理论基础。但是，由于集值统计需要的

集值需要通过大量实验才能得到，实践中希望从

一般的样本分布得到隶属函数。鲁晨光在汪培庄

的隶属函数统计解释的基础上，使用语义信息方

法，推导出用样本分布优化隶属函数的 2 个公

式。它们和随机集的统计结果完全兼容，可谓随

机点落影方法。随机点落影方法得到的隶属函数

的特点是：适合大样本和多标签学习；适合概率

预测和语义信息度量；不含主观性；适合多种机

器学习方法。这样的隶属函数已经在多标签分

类、最大互信息分类和混合模型等任务中显示很

好效果。最近深度学习领域出现的以 MINE 和

InfoNCE 为代表的新潮流−使用相似函数作为

学习函数并使用估计互信息作为目标函数−
和鲁晨光的方法异途同归，也支持把隶属函数

(或相似函数) 作为重要的学习函数。随机点落影

方法应能促使隶属函数在机器学习领域发挥更大

作用。

一个有意义的探索是：把隶属函数用作神经

网络权重参数，并用信道混合模型方法预训练深

度神经网络，从而简化深度学习。深度学习中存

在很多巧妙的特征抽取方法，如何从语义信息论

角度理解和改进它们，需要更多研究。
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