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基于 Hellinger 距离的正态云相似性
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摘     要：针对现有正态云相似性度量计算复杂度较高且区分度不强等问题，本文首先从正态云的特征曲线出

发，利用 Hellinger 距离刻画两个概率分布相似性的特点，提出一种基于 Hellinger 距离的正态云相似性度量方

法，该方法不仅考虑了云概念的数字特征且兼顾了其分布特性，并对相似度量具有的数学性质进行了研究。其

次，根据给出的相似度量方法，设计了两种正态云概念的相似度算法。最后，通过数值模拟仿真实验和时间序

列数据分类实验对所提出算法的性能进行对比分析，结果表明该算法具有较好的相似度区分能力且分类错误

率和 CPU 时间代价都较低。同时，将本文方法应用于协同过滤推荐系统中，并在 MovieLens100k 影评数据集上

进行了实验，实验结果表明本文方法在用户评分数据极端稀疏的情况下，仍能取得较理想的推荐质量。
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Similarity measurement method for normal cloud based on
Hellinger distance and its application

XU Changlin1,2，XU Hao1

(1. School of Mathematics and Information Science, North Minzu University, Yinchuan 750021, China; 2. The Key Laboratory of In-
telligent Information and Big Data Processing of NingXia Province, North Minzu University, Yinchuan, 750021, China)

Abstract: To address the problems of high computational complexity and weak discrimination of existing normal cloud
model  similarity  measurement  methods,  a  similarity  measurement  method  for  normal  clouds  based  on  Hellinger  dis-
tance is proposed according to the characteristic curve of the normal cloud by taking inspiration from the similarity of
two  probability  distributions  described  by  Hellinger  distance.  The  digital  and  distribution  characteristics  of  the  cloud
concept were considered in the proposed method. Furthermore,  the mathematical  properties of the proposed similarity
measurement were studied. Two similarity algorithms were then designed for the normal cloud concept on the basis of
the given similarity measurement method. Finally, the performance of the proposed algorithms was compared and ana-
lyzed using numerical simulation and classification experiments on time-series data. Results showed that the proposed
algorithms have good similarity discrimination capability, and their classification error rate and CPU time cost are low.
Moreover,  these  algorithms were  applied  to  the  collaborative  filtering recommendation system,  and experiments  were
conducted on the MovieLens100k film review dataset. The experimental results revealed that the proposed methods can
continue to achieve ideal recommendation quality even when the user rating data were extremely sparse.
Keywords: knowledge representation; normal cloud; uncertainty; Hellinger distance; characteristic curve; similarity
measurement; collaborative filtering; recommendation system

 

随着信息技术不断进步，信息过载问题日益

突出推荐系统是解决过载问题的一种手段，由

Goldberg 等[1] 提出的协同过滤推荐系统是应用最

广泛的一种，已被阿里巴巴、亚马逊等电商平台
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广泛应用。云模型作为研究不确定性的一种工具，

能有效处理推荐系统中的不确定信息[2-4]，同时云

模型在用户识别 [5]、多属性决策与优化 [6-7]、综合

评价 [8] 等领域也得到广泛应用，其中云概念相似

度扮演重要角色。因此，构造合适的相似度不仅

能够降低计算复杂度而且能够提升运行效率。如

张光卫等[3] 将云概念数字特征作为向量构造夹角

余弦得到云概念相似性比较方法 (likeness compar-
ing method based on cloud model，LICM)，并将其应

用于协同过滤推荐。但 LICM 将各数字特征赋予

相同权重，而数字特征中期望往往大于熵和超

熵，导致 LICM 区分能力较弱。李海林等 [9] 利用

云概念几何特征提出了基于期望曲线的云模型

(expectation based cloud model，ECM) 相似度和基

于最大边界曲线的云模型 (maximum boundary
based cloud model，MCM) 相似度，区分度较好但

当云概念数量增加时，ECM 和 MCM 计算复杂度

会急剧增加。汪军等 [10] 将云概念形状相似性和

距离相似性结合构建了云概念综合相似度量 PDCM
(shape and distance based on cloud model)，并将其应

用到分类问题中取得了一定效果，而参数拟合和

选择会影响精度。此外，有学者从贴近度、概念

跃升、散度和多粒度等方面给出云概念相似度[11-14]，

取得一定效果。Li 等 [15] 从区分性、有效性、稳

定性和可解释性方面分析了以上相似度方法优

缺点。

基于此，本文主要工作：1) 从正态云的特征

曲线 (如期望曲线、内外包络曲线等) 出发，融合

正态云的分布特性，利用 Hellinger 距离刻画概率

分布间相似性的特点，提出了一种基于 Hellinger
距离的正态云相似性度量方法，该方法兼顾了云

概念的数字特征和分布特性，并讨论了所提方法

的性质；2) 设计了两种正态云相似度算法，即基

于 Hellinger 距离及期望曲线的正态云相似性度量

方法 (Hellinger distance based expectation curve of
cloud model，HECM) 和基于 Hellinger 距离及特征

曲线的正态云相似性度量方法 (Hellinger distance
based characteristic curve of cloud model，HCCM)，
并将这 2 种方法与已有 LICM、ECM、MCM 和

PDCM 方法从 3 个方面进行对比分析。首先进行

数值模拟仿真实验，利用云概念差异度指标验证

了本文方法具有较好的区分能力和可行性；其

次，在时间序列数据集上进行分类实验，结合分

类错误率和 CPU 时间代价进行对比分析，结果表

明本文方法具有较好的分类性能且时间代价较

低；最后，将本文方法应用于协同过滤推荐系统，

在电影数据集 MovieLens 100k 上进行实验分析，

采用平均绝对偏差和均方根误差指标进行精度度

量，实验结果表明本文方法在用户评分数据极端

稀疏的情况下，仍能取得较理想的推荐质量。 

1   正态云及现有云概念相似度方法
 

1.1    正态云及正态云变换

云模型由数字特征描述不确定性概念整体特

性。不同概率分布的云构成不同云模型，鉴于正态

分布的重要性和钟型隶属函数的普适性[16]，正态云

模型及其相关应用得到了广泛研究，相关定义如下。

x ∈ U

µ(x) ∈ [0,1]

定义 1[2,17]　设 U 是一个用精确数值表示的

定量论域，C 是论域 U 上的定性概念，若定量值

，且 x 是定性概念 C 的一次随机实现，x 对

C 的确定度为 是具有稳定倾向的随机

数，则 x在论域 U上的分布称为云，每个 x称为一

个云滴。
U

C U (Ex,En,He)

C

x = RN(Ex, |y|) y = RN(En,He)

C

定义 2[17]　设 是一个用精确数值表示的定

量论域， 是 上用数字特征 表示的定性

概念。若定量值 x∈U，且 x 是定性概念 的一次

随机实现，若 x满足： ，其中， ，

且 x对 的确定度满足：

µ(x) = exp
(
− (x−Ex)2

2y2

)
(1)

U

y = RN(En,He) En He

则 x 在论域 上的分布称为二阶正态云。这里

表示以 为期望，以 为标准差的正

态随机数。

C(Ex,En,He)

Ex = 25

正态云主要通过正态云变换实现定性概念与

定量数值间的相互转换，其中正向正态云变换将

表征概念内涵的数字特征 转化为定量

数值。根据定义 2，二阶正向正态云变换 (the 2nd-
order forward normal cloud transformation，2nd-
F N C T ) 见算法 1。比如用数字特征 C ( 2 5， 3，

0.5) 表征定性概念“年轻人”的内涵[17]， 表示

对“年轻人”的总体期望年龄，由算法 1 可得“年轻

人”的云图如图 1 所示。
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图 1    概念“年轻人”C(25, 3, 0.5) 的云图

Fig. 1    Cloud map of concept “young people” C(25, 3, 0.5)
 

第 6 期 许昌林，等：基于 Hellinger 距离的正态云相似性度量方法及应用研究 ·1313·

 



算法 1[17]　2nd-FNCT 算法

输入　三个数字特征 (Ex, En, He) 和云滴个数 n
xi µ(xi)(i = 1,2, · · · ,n)输出　n 样本点 (云滴 ) 和

yi = RN(En,He)

1) 以 En 为期望，He 为标准差，生成一个正态

随机数 ；

|yi|
xi = RN(Ex, |yi|)

2) 以 Ex 为期望， 为标准差，生成一个正态

随机数 ；

µ(xi) = exp
(
− (xi−Ex)2

2y2
i

)
3) 计算确定度 ；

µ(xi) xi

xi

4) 具有确定度 的 成为数域中的一个云

滴，重复步骤 1) ~3)，直至产生要求的 n 个云滴

为止。

C(Ex,En,He)

逆向云变换是将定量数值有效转换为由数字

特征 表示的定性概念。目前已有多种

逆向云变换算法 [17]，本文使用基于样本一阶绝对

中心矩和样本方差的逆向云变换算法 (single-step
backward cloud transformation algorithm based on the
first-order absolutely center moment，SBCT-1stM)，
如算法 2 所示。

算法 2[17]　SBCT-1stM 算法

xi(i = 1,2, · · · ,n)输入　样本点

Êx,

Ên, Ĥe

输出　反映定性概念数字特征的估计值 

X̄ =
1
n

n∑
i=1

xi

1
n

n∑
i=1

∣∣∣xi− X̄
∣∣∣ S 2 =

1
n−1

n∑
i=1

(xi− X̄)2

1) 根据样本点 x i 计算样本均值 ，

一阶样本绝对中心矩 和样本方差

；

2) 分别计算期望、熵和超熵的估计值：

Êx = X̄, Ên =

√
π

2
× 1

n

n∑
i=1

∣∣∣xi− Êx

∣∣∣, Ĥe =

√
S 2− Ê2

n。
 

1.2    二阶正态云的特征曲线

3σ

特征曲线能够在一定程度上反映云概念的几

何特征。由定义 2 和正态分布的“ ”原则知：
P(En−3He ⩽ y ⩽ En+3He) = 0.997 4

0 < He < En/3

µ(x) µOut(x) µIn(x)

当 时，有 99.74% 的云滴确定度

处于曲线 与 之间的区域[17-19]，其中

µOut(x) = exp
{
− (x−Ex)2

2(En+3He)2

}
(2)

µIn(x) = exp
{
− (x−Ex)2

2(En−3He)2

}
(3)

µOut(x) µIn(x)

µExp(x)

[En−3He,En+3He]

则称 和 分别为二阶正态云的外包

络曲线和内包络曲线 (如图 2)。当超熵  He=0 时，

云滴确定度聚集分布在曲线上，  称 为二阶

正态云的期望曲线 (如图 2)。因此，对定性概念

有贡献的云滴 99.74% 都落在区间

中，本文正是基于这一特点来构建云概念相似度量。

µExp(x) = exp
{
− (x−Ex)2

2E2
n

}
(4)
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图 2    二阶正态云概念 C(25, 3, 0.5) 的特征曲线

Fig. 2    Characteristic curve of 2nd- order normal cloud con-
cept C (25, 3, 0.5)

 
  

1.3    现有正态云概念相似度算法

根据前文所述，下面对已有正态云概念相似

度算法 LICM、ECM、MCM 和 PDCM 进行简要介绍。

算法 3[3]　LICM 算法

C1(Ex1 ,En1 ,He1 ) C2
(
Ex2 ,En2 ,

He2

) 输入　 数 字 特 征 和

S LICM(C1,C2)输出　相似度

U1 = (Ex1 ,En1 ,He1 ), U2 = (Ex2 ,En2 ,He2 )1) 令 
C1,C22) 计算 之间的相似度：

S LICM(C1,C2) = cos⟨U1,U2⟩ =
U1 ·U2

∥U1∥∥U2∥
算法 4[9]　ECM 算法

C1(Ex1 ,En1 ,He1 ) C2(Ex2 ,En2 ,
He2 )

输入　 数 字 特 征 和

S ECM(C1,C2)输出　相似度

Ex1 ⩽ Ex2 S = 0

µExp(x1)与µExp(x2) x(1)
0 x(2)

0

x(1)
0 ⩽ x(2)

0

1 )  若 且初始设置 ，计算两云

概念期望曲线 的交点 与 ，设

；

x(1)
0 ⩽min(Ex1 −3En1 ,Ex2 −3En2 )2) 若

x(2)
0 > max(Ex1 +3En1 ,Ex2 +3En2 ) S ECM(C1,C2) =且 ，则

0；否则，执行 3)；
x(1)

0 ⩾max(Ex1 −3En1 ,Ex2 −3En2 )3) 若
x(2)

0 ⩽min (Ex1 +3En1 ,Ex2 +3En2 ) En1 En2且 ，由 和 大

小计算面积：
S = S 1+S 2+S 3

S 1 =
√

2πEn1

w x(1)
0

−∞
µExp(x1)dx

S 2 =
√

2πEn2

w x(2)
0

x(1)
0

µExp(x2)dx

S 3 =
√

2πEn1

w ∞
x(2)

0

µExp(x1)dx

否则执行 4)；
x(1)

0 x(2)
0 [Ex2−4) 在其他情况下， 或 会落在区间
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3En2 ,Ex1 +3En1 ] S = S 1+S 2中，即 ；

S ECM(C1,C2) =
2S

√
2π(En1 +En2 )

5) 计算 。

算法 5[9]　MCM 算法

C1(Ex1 ,En1 ,He1 ) C2(Ex2 ,En2 ,He2 )输入　数字特征 和

S MCM(C1,C2)输出　相似度

Ex1 ⩽ Ex2 S = 0

µOut(x1)与µOut(x2) x(1)
0 x(2)

0

x(1)
0 ⩽ x(2)

0 EH1 = En1 +3He1 , EH2 = En2 +3He2

1) 若 且初始设置 ，计算两云概念

外 包 络 曲 线 的 交 点 与 ， 设

，令 。

x(1)
0 ⩽min(Ex1 −3EH1 ,Ex2 −3EH2 ) x(2)

0 > max

(Ex1+3EH1 ,Ex2+3EH2 ) S MCM(C1,C2)=0

2 ) 若 且

时， ；否则，执行 3)。
x(1)

0 ⩾max(Ex1 −3EH1 ,Ex2 −3EH2 ) x(2)
0 ⩽min

(Ex1+ 3EH1 ,Ex2 +3EH2 ) EH1 EH2

3 ) 若 且

 ，由 和 大小计算面积：
S = S 1+S 2+S 3

S 1 =
√

2πEH1

w x(1)
0

−∞
µOut(x1)dx

S 2 =
√

2πEH2

w x(2)
0

x(1)
0

µOut(x2)dx

S 3 =
√

2πEH1

w ∞
x(2)

0

µOut(x1)dx

否则，执行 4)。
x(1)

0 x(2)
0 [Ex2−

3EH2 ,Ex1 +3EH1 ] S = S 1+S 2

4) 在其他情况下， 或 会落在区间

中，即 。

S MCM(C1,C2) =
2S

√
2π(EH1 +EH2 )

5) 计算 。

算法 6[10]　PDCM 算法

C1(Ex1 ,En1 ,He1 ) C2(Ex2 ,En2 ,He2 )输入　数字特征 和

S PDCM(C1,C2)输出　相似度

1) 根据熵 En 和超熵 He，计算形状相似度：

S p
PDCM(C1,C2) =

min(
√

En
2
1
+He

2
1
,
√

En
2
2
+He

2
2
)

max(
√

En
2
1
+He

2
1
,
√

En
2
2
+He

2
2
)

θ0 = (3
∣∣∣En1 −En2

∣∣∣)/ (3(En1 +En2 ))

θ0

2) 令 由拟合参数

表 [10]，选取接近 值作为替代，  并查找相应拟合

参数 a、b、c。
3) 将查找到的拟合参数 a、 b、 c代入距离相

似度：

S d
PDCM(C1,C2) = a× exp(−((θ−b)/c)2)

4) 计算综合相似度：

S PDCM(C1,C2) = S p
PDCM(C1,C2)×S d

PDCM(C1,C2)

上述算法中，由于 LICM 算法直接由数字特

征通过夹角余弦计算相似度，所以复杂度较低且

在协同过滤实验中有一定的效果，但大多数情况

下，由于数字特征的期望值或绝对值远大于熵和

超熵，此时对数字特征仍采用相同权重，会导致

该方法区分能力较弱，后续实验仿真也得到了验

证。在 ECM 和 MCM 算法中，当云概念数量增加

S d
PDCM θ θ、a、b、c

S d
PDCM

S d
PDCM

时，期望曲线和外包络曲线交叠区域较复杂，从

而使这两种算法时间复杂度较高。在 PDCM 算

法中， 与 近似正态分布关系，对参数

进行拟合，选取合适拟合参数值计算距离相似度

，虽然参数拟合选取方法降低了时间复杂

度，但参数近似选取以及参数与距离相似度

的拟合过程会导致计算误差增大，从而使 PDCM
算法精度不够高。 

2   基于 Hellinger 距离的正态云相似性
度量方法

针对现有云概念相似度计算方法不足，基于

正态云特征曲线从整体上表征正态云概念的分布

和 Hellinger 距离刻画概率分布间相似程度的特

点[20]，本文构造了正态云相似性度量方法。 

2.1    两正态分布间的 Hellinger 距离

Hellinger 距离是两个统计样本或总体之间重

叠量的度量，在概率统计理论中，Hellinger 距离常

被用于度量两个概率分布的相似度。具体来说，

连续型随机变量概率分布 P和Q的 Hellinger 距离[20]

定义为

DH(P,Q) =
√

1−
w +∞
−∞

√
p(x)q(x)dx (5)

p(x) q(x)

DH(P,Q)

其中， 、 分别为分布 P、Q的概率密度函数

典型。情况下，P表示数据真实分布，Q表示数据

理论分布、模型分布或 P的近似分布。 越

大表示两分布差异性越大。根据式 (5) 易得如下

结论。
P ∼ N(µ1,σ

2
1),Q ∼ N(µ2,σ

2
2)定理 1　设 ，则 P和 Q

的 Hellinger 距离为

DN
H(P,Q) =

√√√
1−

√
2σ1σ2

σ2
1+σ

2
2

· exp
{
− (µ1−µ2)2

4(σ2
1+σ

2
2)

}
(6)

DN
H(P,Q)

由定理 1 知，对任意两正态分布，其 Hellinger
距离都可转为由期望与方差的代数运算，无需进

行积分运算，这一特点会将大大降低计算复杂

度，而且进一步可得到 满足如下性质。

P ∼ N(µ1,σ
2
1),Q ∼ N(µ2,σ

2
2)性质 1　设 ，则

DN
H(P,Q) = DN

H(Q,P)1) ；

0 ⩽ DN
H(P,Q) < 12) ；

µ1 = µ2,σ
2
1 =

σ2
2 DN

H(P,Q) = 0
3) 若 P和 Q同分布于正态分布，即

，当且仅当 。

DN
H(P,Q) = DN

H(Q,P)证明　1) 由距离对称性知 。

a+b ⩾ 2
√

ab, (a > 0,b > 0)2) 由基本不等式 知，

0 <
2σ1σ2

σ2
1+σ

2
2

⩽ 1 (σ1 > 0,σ2 > 0)
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0<exp
{
− (µ1−µ2)2

4(σ2
1+σ

2
2)

}
⩽ 1 0 ⩽ DN

H(P,Q) < 1由于 ，故 。

µ1 = µ2,σ
2
1 = σ

2
2 DN

H(P,Q) = 0
DN

H(P,Q) = 0
3) 若 ，显然有 ；反过

来，若 ，则有√
2σ1σ2

σ2
1+σ

2
2

· exp
{
− (µ1−µ2)2

4(σ2
1+σ

2
2)

}
= 1

化简得：

2σ1σ2

σ2
1+σ

2
2

= exp
{

(µ1−µ2)2

2(σ2
1+σ

2
2)

}
(7)

0 <
2σ1σ2

σ2
1+σ

2
2

⩽ 1 exp
{

(µ1−µ2)2

2(σ2
1+σ

2
2)

}
⩾ 1由于 ，且 ，所

以要使式 (7) 成立，只有

2σ1σ2

σ2
1+σ

2
2

= exp
{

(µ1−µ2)2

2(σ2
1+σ

2
2)

}
= 1

µ1 = µ2,σ1 = σ2从而有 。 

2.2    两正态云概念间的 Hellinger 距离与相似度

DH(P,Q)

DH(P,Q)
µExp(x) µIn(x) µOut(x)

由文献 [21] 知，二阶正态云概率密度不存在

解析解，故直接利用概率密度无法得到

的解析式。而正态云还可由特征曲线刻画其整

体分布，并且将特征曲线按其不确定性特征 (熵、

超熵 ) 进行缩放时不会改变原云概念几何性质，

故本文间接采用正态云特征曲线计算 。

首先将特征曲线 、 与 分别乘相应

系数正态化，得到对应特征曲线的密度函数，分

别为

pExp(x) =
1

√
2πEn

exp
{
− (x−Ex)2

2E2
n

}
(8)

pIn(x) =
1

√
2π|En−3He|

exp
{
− (x−Ex)2

2(En−3He)2

}
(9)

pOut(x) =
1

√
2π(En+3He)

exp
{
− (x−Ex)2

2(En+3He)2

}
(10)

µExp(x) µIn(x)

µOut(x)

根据定理 1，由式 (8)~(10)，容易得到基于期

望曲线 、内包络曲线 和外包络曲线

的 Hellinger 距离。

C1(Ex1 ,En1 ,He1 ) C2(Ex2 ,En2 ,He2 ) U

定理 2　设 U 是用精确数值表示的定量论

域， 和 是 上的两个二

阶正态云概念，则基于期望曲线、内包络曲线和

外包络曲线的 Hellinger 距离分别为

DExp
H (C1,C2) =

√√√
1−

√
2En1 En2

En
2
1+En

2
2

· exp
{
− (Ex1 −Ex2 )

2

4(En
2
1+En

2
2)

}
(11)

DIn
H (C1,C2) =

√√√
1−

√
2σIn1σIn2

σ2
In1+σ

2
In2

· exp
{
− (Ex1 −Ex2 )

2

4(σ2
In1+σ

2
In2)

}
(12)

σIn1 = En1 −3He1 ,σIn2 = En2 −3He2其中： 。

DOut
H (C1,C2)=

√√√
1−

√
2σOut1σOut2

σ2
Out1+σ

2
Out2
· exp

{
− (Ex1 −Ex2 )

2

4(σ2
Out1+σ

2
Out2)

}
(13)

σOut1 = En1 +3He1 ,σOut2 = En2 +3He2其中： 。

根据距离和相似度转换关系，由此得到两二

阶正态云概念的相似度度量如下。

C1(Ex1 ,En1 ,He1 ) C2(Ex2 ,En2 ,He2 ) U

定理 3　设 U 是用精确数值表示的定量论

域， 和 是 上的两个二

阶正态云概念，那么基于期望曲线、内包络曲线

和外包络曲线的相似度分别为

S Exp
H (C1,C2) = 1−DExp

H (C1,C2)

S In
H (C1,C2) = 1−DIn

H (C1,C2)

S Out
H (C1,C2) = 1−DOut

H (C1,C2)

S Exp
H (C1,C2) S In

H (C1,C2)

S Out
H (C1,C2)

此 外 ， 相 似 度 量 、 和

还满足如下性质。

C1(Ex1 ,En1 ,He1 ) C2(Ex2 ,En2 ,He2 )

U

性质 2　设 和 是论

域 上的两个二阶正态云概念，则

S Exp
H (C1,C2) = S Exp

H (C2,C1) S In
H (C1,C2) =S In

H (C2,

C1) S Out
H (C1,C2) = S Out

H (C2,C1)

1 )  ，

， ；

0<S Exp
H (C1,C2),S In

H (C1,C2),S Out
H (C1,C2)⩽12) ；

C1 =C2 S Exp
H (C1,C2) = S In

H (C1,

C2) = S Out
H (C1,C2) = 1

3 )  若 ， 当 且 仅 当  
。

证明 由定义 5 和性质 1 容易得证 (略)。 

2.3    基于 Hellinger 距离和特征曲线的相似度算法

根据具体应用领域，由期望曲线、内/外包络

曲线的不同组合，通过加权求和形式计算其相似

度，这种方法体现了云概念整体的分布特性。基于

此，设计了两种相似度算法，分别见算法 7 和算法 8。
算法 7　HECM 算法

C1(Ex1 ,En1 ,He1 ) C2(Ex2 ,En2 ,He2 )输入　数字特征 和

S HECM(C1,C2)输出　相似度

DExp
H (C1,C2)

1 )  计算基于期望曲线的 H e l l i n g e r 距离

。

S HECM(C1,C2) = 1−DExp
H (C1,C2)2 )  计算相似度 。

算法 8　HCCM 算法

C1(Ex1 ,En1 ,He1 ) C2(Ex2 ,En2 ,He2 )输入　数字特征 和

S HCCM(C1,C2)输出　相似度

DExp
H (C1,C2)

DIn
H (C1,C2) DOut

H (C1,

C2)

1) 分别计算基于期望曲线的 Hellinger 距离

、基于内包络曲线的 Hell inger 距离

、基于外包络曲线 Hellinger 距离

，并令
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DHCCM(C1,C2)=
1
3

(
DOut

H (C1,C2)+DIn
H (C1,C2)+DExp

H (C1,C2)
)

S HCCM(C1,C2) = 1−DHCCM(C1,C2)2) 计算相似度 。 

3   实验对比分析

为说明算法 HECM 和 HCCM 有效性和可行

性，1) 通过数值仿真实验验证 HECM 和 HCCM
算法的可行性；2) 在 UCI 数据库时间序列数据集

上检验算法的分类性能和计算时间代价；3) 将算

法应用于协同过滤推荐系统中，并在电影数据集

上进行实验对比分析。开发工具为 Python3.8，运
行环境为 Windows 10-64 位操作系统，CPU 为

AMD Ryzen 54600U with Radeon Graphics 2.10 GHz，
16 GB 内存。 

3.1    数值仿真实验

本文在文献 [3,9-10] 给出的 4 个正态云概念

上进行数值仿真实验，并将所提出的 HECM 和

HCCM 算法与算法 LICM[3]、ECM[9]、MCM[9] 和

PDCM[10] 进行比较，其中正态云概念分别为: C1(1.5，
0.626 66，0.339)，C2(4.6，0.601 59，0.308 62)，C3(4.4，
0.751 99，0.276 76) 和 C4(1.6，0.601 59，0.308 62)，对
应云图如图 3 所示，不同算法计算结果如表 1 所示。
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C1、C2、C3、C4图 3    二阶正态云概念 云图

C1,
C2,C3,C4

Fig. 3    Cloud map of 2nd- order normal cloud concept 
 
 

 

  
Ci(i = 1,2,3,4)表 1    不同相似度算法下云概念 的相似度

Ci(i = 1,2,3,4)Table 1    Cloud  concept similarity  under  dif-
ferent similarity algorithms

 

相似度 LICM ECM MCM PDCM HECM HCCM

S(C1, C2) 0.96 0.01 0.33 0.01 0.04 0.22

S(C1, C3) 0.97 0.04 0.37 0.03 0.11 0.26

S(C1, C4) 0.99 0.94 0.96 0.89 0.99 0.99

S(C2, C3) 0.99 0.86 0.95 0.80 0.97 0.86

S(C2, C4) 0.97 0.01 0.38 0.01 0.04 0.22

S(C3, C4) 0.98 0.04 0.37 0.03 0.11 0.26
 
 

由表 1 看出，HECM、HCCM 与 ECM、MCM
和 PDCM 算法都得到 C1 与 C4 最相似，C2 与 C3

最相似，S(C1，C4) 和 S(C2，C3) 远大于其他任意两

概念的相似度，且 S(C1，C4)>S(C2，C3)，而 LICM 得

到的这 4 个云概念间的相似度都较接近，均在

0.95 以上。若将这 4 个云概念进行二分类，那么

可以认为概念 C1、C4 属于同一类，概念 C2、C3

属于同一类。

Ci

为比较各方法区分能力，借鉴文献 [12] 云概

念差异度思想，即对某个云概念来说，若与它属

同类的云概念相似度越大，而与它属不同类的云

概念相似度越小，说明该度量方法能有效区分不

同类的云概念云概念， 差异度定义为

δCi
=

∑
j,k

∣∣∣S (Ci,C j)−S (Ci,Ck)
∣∣∣, (14)

C j Ci Ck Ci

C1

其中： 代表与 属同类的云概念， 代表与 属

不同类的云概念。例如云概念 的差异度为

δC1=|S (C1,C4)−S (C1,C2)|+ |S (C1,C4)−S (C1,C3)|

根据式 (14)，各云概念在不同相似度算法下

的差异度如表 2。由表 2 可看出，HECM 算法得

到的概念差异度均高于其他算法，这说明 HECM
算法的区分能力较强，而 LICM 算法得到的概念

差异度都最小，相似度区分能力最差。与 HECM
算法一样，ECM 算法得到概念差异度均高于

LICM、MCM、PDCM、HCCM 算法得到的概念差

异度，说明基于期望曲线得到的概念相似度对这

4 个云概念区分能力较强，但期望曲线中没有体

现 He 的作用。在同时考虑数字特征 Ex、En、He 的
相似度算法中，PDCM 和 HCCM 得到的概念差异

度均高于 MCM 和 LICM 算法得到的概念差异

度。若从计算复杂角度分析，HECM 与 HCCM 算

法只需进行代数运算，计算复杂度远小于 ECM、

MCM 以及 PDCM。所以综合对比看，HECM 和

HCCM 具有较好地性能，在度量云概念相似度方

面具有可行性，且计算复杂度较低。
 

  
Ci(i=1,2,3,4) δCi表 2    不同相似度算法下云概念 的差异度

Ci(i = 1,2,3,4)
δCi

Table 2    Cloud  concept difference  degree
 under different similarity algorithms

 

差异度 LICM ECM MCM PDCM HECM HCCM

δC1 0.05 1.83 1.22 1.74 1.83 1.50
δC2 0.05 1.70 1.19 1.58 1.86 1.28
δC3 0.03 1.64 1.16 1.54 1.72 1.20
δC4 0.03 1.83 1.17 1.74 1.83 1.50

 
  

3.2    时间序列数据分类

时间序列数据由于其高维性，能够较好检验
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Timei

Num j

分类算法的性能，采用 UCI 数据库中时间序列数

据集 (synthetic control chart time series)[22]，该数据

集分 6 类 (共 600 行 60 列)，每行数据代表一个时

间序列，每 100 行为一类 (如表 3)，其中 代表

600 条时间序列数据， 代表 60 个维度。实验

选取每类后 10 行为测试集，前 90 行为训练集。

为提高分类效率，将每个时间序列降维分段处

理，训练集和测试集降维后的维数分别为 2、3、
4、5、6、10、12、20 维。具体时间序列数据分类过

程见算法 9。
 

  
Dm×n表 3    时间序列数据集

Dm×nTable 3    Time series dataset 
 

时间序列 Num1 Num2 ··· Num j ··· Numn

Time1 D1,1 D1,2 ··· D1, j ··· D1,n

Time2 D2,1 D2,2 ··· D2, j ··· D2,n
...

...
...

...
...

...
...

Timei Di,1 Di,2 ··· Di, j ··· Di,n
...

...
...

...
...

...
...

Timem Dm,1 Dm,2 ··· Dm, j ··· Dm,n
 
 

算法 9　时间序列数据分类算法

Dm×n输入　时间序列数据集

输出　分类错误率和计算相似度 CPU 时间

代价

1) 划分数据集。取每类数据前 90 行作为训

练集， 每类数据的后 10 行为测试集，即训练集为

540 个时间序列数据，测试集为 60 个时间序列数

据，并将时间序列数据集分段降维处理，  降维后

维数分别为 2、3、4、5、6、10、12、20 维， 即分割后

数据的分段数为 2、3、4、5、6、10、12、20 段。

2) 对分割后的每一段数据按照类别进行逆向

云变换，得到相应云概念数字特征。

3) 在同一维数段上云概念，分别利用 LICM、

ECM、MCM、PDCM、HECM 和 HCCM 算法计算

每一类训练集云概念与其他类测试集云概念的相

似度，得到相似度矩阵。

4) 根据最近邻思想，在每一维度矩阵下取相

似度最大的类作为分类结果 (例如 2 维时，共

2×6=12 类；3 维时，共 3×6=18 类，依此类推)，并根

据分类结果计算分类错误率和计算相似度 CPU
时间代价。

由算法 9，LICM、ECM、MCM、PDCM、HECM
和 HCCM 算法在不同维数下分类错误率、分类错

误率平均值和标准差分别如图 4 和表 4 所示，同

时各算法相似度计算 CPU 时间代价如图 5 所示。
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图 4    各算法时间序列数据分类错误率

Fig. 4    Classification error rate for time series data of each
algorithm

 
 

 

  
表 4    不同维数下不同算法的分类错误率均值和标准差
Table 4    Mean  value  and  standard  deviation  of  classifica-

tion  error  rate  of  different  algorithms  under  dif-
ferent dimensions

 

指标 LICM ECM MCM PDCM HECM HCCM

分类错误率

均值
0.300 0 0.143 7 0.251 7 0.514 9 0.141 3 0.144 8

分类错误率

标准差
0.156 3 0.039 8 0.090 9 0.057 1 0.035 0 0.055 2
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图 5    各算法相似度计算 CPU 时间代价

Fig. 5    CPU time cost  of  each algorithm to calculate simil-
arity

 
 

由图 4 可知，维数为 2、3、4、5 维时，各算法

的分类错误率均有波动。根据表 4 分类错误率标

准差，LICM 算法稳定性较差，其他几种算法的分

类错误率较稳定。从分类错误率来看，PDCM 算

法在不同维数下分类错误率都较高，LICM 算法

随维数增加分类错误率呈现增加趋势，ECM、HECM
和 HCCM 算法相比其他几种算法分类错误率都

较低，且 HECM 算法平均分类错误率和标准差都

最小，说明 HECM 算法分类性能和稳定性更

好。此外，除 ECM 和 HECM 算法外，HCCM 与

LICM、MCM 和 PDCM 算法相比有更低的错分率

和稳定性。尽管 ECM 和 MCM 算法的分类错误

率整体低于 LICM 和 PDCM 算法，但由图 5 知，

ECM 与 MCM 算法的时间复杂度远高于 HECM
与 HCCM 算法，且随云概念个数增加，ECM 与
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MCM 算法 CPU 时间代价呈现增大趋势。因此，

综合看，HECM 和 HCCM 算法在时间序列数据集

上都具有较好的分类性能。 

3.3    不同算法在协同过滤推荐中的应用 

3.3.1   协同过滤推荐算法描述

协同过滤 (collaborative filtering，CF) 推荐假设

相似用户可能喜欢相似项目，通过分析用户的历

史行为数据对目标用户行为进行预测并进行有效

推荐，详细步骤见算法 10。
算法 10　协同过滤推荐算法

输入　用户评分表

输出　目标用户 UID 对项目 IID 的推荐评分

Rm×n

Rm×n

1) 计算用户−项目矩阵 。根据用户评分

详情，列出用户−项目评分矩阵 ，共 m 行用

户，n 列项目，则第 i 行第 j 列元素 rij 表示第 i 个
用户对 j个项目的评分，即

Rm×n =


r11 r12 . . . r1n

r21 r22 . . . r2n

...
...
. . .

...
rm1 rm2 · · · rmn


ri j =

{
实际评分, 若用户i对项目 j有评分
0，若用户i对项目 j没有评分其中，

Rm×n

Ui = [u1 u2 · · · uG] (1 ⩽ i ⩽ m) ug(g = 1,2, · · · ,G)

2) 计算用户评分频度向量。根据 1) 中用户

项目矩阵 ，统计出每个用户的评分频度向量

 ，其中 代

表用户 i 对每个项目评分为 g 的频数，G 为项目

评分最高分值。

Ui

Vi = [Exi
Eni

Hei
], (1 ⩽ i ⩽ m)

3) 计算用户评分特征向量。根据用户评分频

度向量 ，将用户的每一次评分视为云滴，通过逆

向云变换算法计算得到每个用户的评分特征向量

。

4) 计算用户相似度矩阵。用户相似度矩阵表

示为

Sm×m =


S (1,1) S (1,2) . . . S (1,m)
S (2,1) S (2,2) . . . S (2,m)
...

...
. . .

...
S (m,1) S (m,2) · · · S (m,m)


S (i, l) (1 ⩽ i, l ⩽ m)其中， 表示用户 i 与 l 的相似度 ，

分别由 LICM、ECM、MCM、PDCM、HECM 和

HCCM 算法计算。

Sm×m Rm×n

Neih ={
Neih1 ,Neih2 , · · · ,Neihk

}
Neih1

Neih2

Neih

5) 形成推荐。根据目标用户 UID、用户相似

矩阵 和用户−项目矩阵 ，在用户空间中查

找对该项目有评价记录且与目标用户最接近的

k 个最相似邻居用户，得到最近邻居集

，其中， 与目标用户相似度最

高， 与目标用户相似度次之，依次类推。根据

最近邻集合 形成推荐，预测目标用户 UID

PUID→IID

PUID→IID

对待推荐项目 IID 的评分 。本文采用加权

平均策略得到预测评分 [4]，计算方法如下：

PUID→IID =

∑
ui∈Neih

S (UID,ui)×rui→IID∑
ui∈Neih

S (UID,ui)
(15)

rui→IID

S (UID,ui)

式中： 为用户 u i 对待推荐项目 IID 的评分，

为目标用户 UID 对近邻用户 ui的相似度。 

3.3.2   协同过滤推荐算法在影评数据集上的比较

MovieLens100k 数据集 [23] 是收集用户对电影

评分信息，并通过历史打分信息将预测评分较高

的电影推荐给目标用户。数据集从 1997 年 9 月

19 日至 1998 年 4 月 22 日收集 943 个用户对 1 682
部电影的评分记录，共 100 000 条，该数据集用户评

分数据稀疏等级为 1−(100 000/9 431 682)=0.937。
将数据集以 80% 和 20% 比例划分训练集和测试

集，推荐质量评价指标采用平均绝对偏差 (mean
absolute error，MAE) 和均方根误差 (root mean squared
error，RMSE)。

EMA =

N∑
i=1

|pi−qi|

N

ERMS =

√√√√√√√ N∑
i=1

(pi−qi)2

N

(16)

其中：预测用户评分为 pi，实际用户评分为 qi。一

般情况下，MAE 与 RMSE 越小推荐质量越高。文

献 [3] 已说明 LICM 算法推荐效果优于余弦相似

性、修正余弦相似性和 BP-CF(back propagation-
collaborative filtering) 方法，故此次实验只将 HECM
和 HCCM 算法与 LICM、ECM、MCM 和 PDCM 算

法的推荐效果进行对比。其中最近邻居数 k分别

取 10、20、30、40、50、60，各算法在 k不断增加时

推荐效果的 MAE 和 RMSE 变化分别见图 6 和图 7，
不同算法在 k 取不同值时的 MAE 和 RMSE 平均

值如表 5 所示。
 

 

LICM

ECM

MCM

PDCM

HECM

HCCM

10 20 30 40 50 60

k

0.82

0.84

0.86

0.88

0.90

0.92

0.94

0.96

0.98

M
A
E

 
图 6    最近邻居个数 k增加时各算法的 MAE 取值

Fig. 6    MAE  value  of  each  algorithm  when  the  nearest
neighbor number k increases
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图 7    最近邻居个数 k增加时各算法的 RMSE 取值

Fig. 7    RMSE  value  of  each  algorithm  when  the  nearest
neighbor number k increases

 

 

  
表 5    不同算法在最近邻居个数k 取不同值时对应的 MAE

均值和 RMSE 均值
Table 5    MAE  mean  and  RMSE  mean  corresponding  to

different  algorithms when the nearest  neighbor k
takes different values

 

指 标 LICM ECM MCM PDCM HECM HCCM
MAE
均值

0.909 2 0.869 0 0.912 7 0.877 7 0.869 7 0.864 8

RMSE
均值

1.163 8 1.107 7 1.172 9 1.123 1 1.108 0 1.105 1
 
 

从图 6 和图 7 看出，随着 k 从 10 增加至 60，
6 种相似度算法的 MAE 和 RMSE 均呈现下降趋
势。结合表 5 可看出，LICM、MCM 和 PDCM 算
法相比 E C M、 H E C M 和 H C C M 算法得到的
MAE 和 RMSE 都较高，推荐质量相对较差。相比

之下， E C M、 H E C M 和 H C C M 算法得到的
MAE 和 RMSE 在 6 种算法中比较小且取值接近，
且 HCCM 算法得到 MAE 和 RMSE 是最小的，拥
有更准确的推荐效果，推荐质量最优，说明 HC-
CM 算法拥有一定的优越性。

根据上述实验结果，本文方法与其他方法相
比有如下优势 : 1) 从计算角度和效果看，同时考
虑云概念 3 个数字特征，且通过 3 条特征曲线研
究正态云相似性，综合考虑了云概念的几何特
性，并综合量化云概念间的差异，考虑了更多的
信息，信息损失少，所以概念区分度和分类性能
都较好；2) 从计算过程看，利用数字特征只进行
简单的代数运算而无需进行较为复杂的积分运
算，与 ECM、MCM、PDCM 算法相较而言更为简
单，所以具有较低的计算复杂度；3) 从推广角度
看，由于 Hellinger 距离是一种 f 散度且满足距离
公理化定义，所以由此得到的云概念相似度具有
较好的性质，容易推广至高阶正态云和高维云模
型中，具有普遍适用性。 

4   结束语

本文主要针对现有正态云相似性方法存在问

题，结合正态云特征曲线几何特性和 Hellinger 距
离刻画概率分布相似性特点，提出了基于 Hellinger
距离的正态云相似性度量方法，并构造了 2 种正

态云概念相似度计算算法。通过数值仿真、时间

序列数据分类实验，将本文方法与已有方法进行

对比，最后将本文方法应用于协同过滤推荐，实

验结果均表明本文方法拥有良好性能和推荐质

量。基于 Hellinger 距离和正态云特征曲线构造的

云概念相似度为云概念相似度的测量提供了一种

新思路，容易将其推广至高阶正态云和高维云模

型中。与此同时，结合领域问题，如何选择合适

的特征曲线构造相应的 Hellinger 距离，将是下一

步需要进行研究的主要工作。
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