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摘    要：为了解决增量流形学习中的噪声干扰，以及对不同分布状态下的新数据进行流形降维问题，本文提出
一种数据流形边界及其分布条件的增量式降维算法（incremental dimensionality reduction algorithm based on data
manifold boundaries and distribution state, IDR-DMBDS）。该算法首先分析噪声概率分布同时对数据降噪，确定降
噪数据的流形形态为主流形，并在主流形上表征出噪声的分布形式，以此获得近似的原数据流形边界，然后基
于流形边界判别新数据的分布状态，最后将分布于原流形形态之上以及之外的新数据分别映射至低维空间。
实验表明，该算法能够有效实现基于流形的增量式高维含噪数据的低维特征挖掘。
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Incremental dimensionality reduction algorithm based on data
manifold boundaries and distribution state
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Abstract: To eliminate the impact of noise on incremental manifold learning and conduct manifold dimensionality re-
duction on new data under different distribution states,  an incremental dimensionality reduction algorithm is proposed
based on data manifold boundaries and distribution state. In the algorithm, the probability distribution of noises is ana-
lyzed while simultaneously performing data noise reduction. The manifold shape of the data with noise reduction is de-
termined as the main manifold, wherein the distribution form of noise is represented to obtain the approximate manifold
boundary of the original data. Subsequently, the distribution state of the new data is determined based on the manifold
boundary. Finally, the new data distributed inside and outside the original manifold shape are mapped to the low-dimen-
sional space. Experiments reveal that the algorithm can effectively achieve the excavation of the low-dimensional fea-
tures of incremental high-dimensional noisy data based on manifold learning.
Keywords: incremental learning; manifold dimension reduction; noise; manifold boundary; probability distribution; pro-
jection; outlier detection; classification
 

近年来，流形学习在模式识别和机器学习中

的应用越来越常见，如人脸识别 [1]、文本检索 [2]、

故障检测 [3]、以及隐私保护 [4] 等。流形学习是在

流形假设的前提下，挖掘出高维数据的低维流形

从而解决“维度灾难”问题 [5]。经典流形学习算法

有主成分分析 (principal component analysis, PCA)[6]、

等度量映射 (isometric mapping, ISOMAP)[7]、局部

线性嵌入 (locally linear embedding, LLE)[8]、拉普拉

斯特征映射 (Laplacian eigenmaps, LE)[9]、局部切空

间对齐 (local tangent space alignment, LTSA)[10]

等。在现代流形学习算法中， t-分布随机近邻嵌

入 (t-distributed stochastic neighbor embedding, t-
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SNE)[11] 和一致的流形近似和投影 (uniform mani-
fold approximation and projection, UMAP)[12] 将高维

数据的拓扑结构进行低维映射以获得低维嵌入。

此外，类似于变分自动编码器 (variational suto-rncoder,
VAE)[13] 和生成对抗网络 (generative sdversarial
networks, GAN)[14] 的深度生成模型，同样能有效

地描述高维数据的低维特征，因此，深度生成模

型也被证实具有良好的降维性能。然而，上述算

法都是离线式的批量流形学习算法，无法适用于

在线式的数据增量式学习问题。

为了改进批量流形学习算法的不足，增量式

流形学习作为一种新兴的维数约简技术而出现，

其思想是在实时地获得新数据后，通过构建与原

数据的邻域关系，提取新数据的低维特征。目

前，增量式流形学习算法可以归纳为两类。第一

类是对新数据进行流形降维的同时，对原数据的

低维表示进行同步更新，如 Li 等 [15] 将增量降维

问题转化为矩阵的增量特征值计算问题，Bucak
等[16] 通过采用增量式非负矩阵分解理论，获得高

维数据的低维坐标，其本质仍是批量式学习。第

二类是处理新数据时，不更新原数据的低维表

示，如 Zhao 等 [17] 基于字典学习提出了一种增量

式降维算法，其实质是利用局部重构机制获得新

数据的低维坐标。

虽然对增量式流形学习的研究已取得了一定

进展，但是仍存在两个关键问题。一是当新数据

分布于原数据所形成的流形形态之外时，即位于

原流形形态的延伸结构上；二是数据受噪声干

扰。以上两点均对增量式流形降维造成困难。针

对上述问题，本文提出了一种新的增量式流形降

维算法。该算法首先分析噪声概率分布，同时对

数据进行降噪处理，确定降噪数据的流形形态为

主流形，并在主流形上表征出噪声的分布形式，

以此获得近似的原数据流形边界，然后基于流形

边界判别新数据的分布状态。当新数据分布于原

流形形态的延伸结构上时，根据新数据的局部空

间位置构造映射函数，将新数据映射至低维空

间；否则，通过构建与原数据的邻域关系，在低维

空间对新数据进行加权重构，以此学习新数据的

低维坐标。

本文贡献主要有以下两点：

1) 提出一种分布状态判别策略，根据新数据

和流形边界的分布关系，判别新数据的分布状态；

2) 提出一种增量式降维算法，将不同分布状

态的新数据分别映射至低维空间，揭示与原数据

的低维本质特征，同时加入降噪流程，抑制噪声

干扰。 

1   IDR-DMBDS 的流程及原理

如图 1 所示，本文提出的算法分为 3 个阶段，

包括：1）流形边界提取：所提取的流形边界以概

率化表达方法描述数据；2）分布状态判别：判别

新数据的分布状态；3）增量式流形降维：将不同

分布状态下的新数据分别映射至低维空间。
 

 

1. 流形边界提取 2. 分布状态判别 3. 增量流形降维

低维表示

原数据

流形边界

分布于原流
形形态之上

分布于原流
形形态之外

新数据

UMAP

yi
new=yi1wi1+yi2wi2+…+yikwik

(·)=argmin||(Ni)−Yi||2
y 

new=(x 
new)

2

(·)

 

图 1    IDR-DMBDS 算法框架

Fig. 1    Frame of the IDR-DMBDS
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1.1    流形边界提取

D
X = {xi|i = 1,2, · · · ,N}, xi ∈ RD

假设在有限 维流形上，含噪数据表示为

。对原数据的流形边界

提取主要分为 2 个步骤。 

1.1.1   降噪

为减少噪声干扰，采用相空间重构的投影算

法，将高维欧式空间划分为局部流形空间和局部

流形切空间，并将局部流形切空间之中的含噪数

据投影至主流形，从而达到降噪的目的，流程为：

1）拟合主流形。

H

xi Ni = {x j
i | j = 1,2, · · · ,k },

x j
i ∈ RD

H

在流形学习理论中，若干具有线性结构的局

部流形被拼接成分段线性流形，于是我们合理地

将局部流形近似为超平面 ，然后通过拟合超平

面来获得主流形。为拟合超平面，首先借用 k-近邻

算法获得含噪数据 的近邻点

。然后，最小化重建距离保证近邻点至超

平面 的距离之和最小，即

H = arg min
H

k∑
j=1

d(x j
i ,H)

2 (1)

d(x j
i ,H) x j

i H式中 表示 至 的欧氏距离。

2）投影降噪过程。

H H
S xi S

d(xi,H)

xi S H

拟合好超平面 之后，计算 的法线方向并

将其表示为 。然后，计算 沿法线方向 至超平

面的欧氏距离，并表示为 。最后，将含噪数

据 沿着法线方向 投影至超平面 从而达到降

噪的目的。将该过程表示为
xi = xi−d(xi,H)S (2) 

1.1.2   提取流形边界

µ σ

如图 2 所示，为了能更直观地描述噪声对不

同流形空间位置的损伤程度，本文使用 Parzen 窗

模型[18] 对噪声进行概率分析，以此确定噪声在不

同位置的均值 和标准差 ，并在主流形上表征出噪

声的分布形式，以此获得近似的原数据流形边界[19]。
 

 

局部流行 流形边界
含噪样本

μ+3σu

μ−3σl
 

图 2    流形边界提取过程
Fig. 2    Process of extracting manifold boundary

 
  

1.1.3   原数据的流形降维

k−

增量式流形学习同样需要原数据的低维特

征，本文使用 UMAP 算法对原数据进行降维，其

核心是利用图布局算法，将构建在高维空间的加

权 近邻图映射至低维空间，在低维空间挖掘出

与其最相似的图。具体流程为：

k− G = (V,E,w) V

X E = {(xi, xi j)|1 ⩽ i ⩽ N,  1 ⩽ j ⩽ k}
xi Ni =

{xi j| j = 1,2, · · · ,k} wi j

1）图构造 (graph construction)。在高维空间构

建加权 近邻图 ，其中 表示图中对应于

原数据 的节点集合，

表示图中的边集合，并定义连接 与它近邻点

边的权重 为

wi j = exp
(−max(0,d(xi, xi j)−ρi)

σi

)
(3)

d(xi, xi j) xi xi j ρi σi式中： 表示 和 的欧氏距离， 和 为两

个超参数：
ρi =min(d(xi, xi j)|1 ⩽ j ⩽ k,d(xi, xi j) > 0) (4)

exp
(−max(0,d(xi, xi j)−ρi)

σi

)
= log2(k) (5)

2）图布局 (graph layout)。定义目标函数：

J =
∑
e∈E

wh(e) log
(

wh(e)
wl(e)

)
+ (1−wh(e)) log

(
1−wh(e)
1−wl(e)

)
(6)

wh(·) wl(·)

k−
Y =

{yi|i = 1,2, · · · ,N},yi ∈ Rd

其中 和 分别表示在高维和低维空间之中

的边的权重集合。为了能在降维后尽可能保留原

近邻图蕴含的数据特征，利用梯度下降法最小

化式（6），以此获得原数据的低维表示，记为

。 

1.2    分布状态判别

Xnew= {xnew
i |i=1,2, · · · ,T }, xnew

i ∈
RD

假设新数据表示为

。通常，新数据和原数据具有独立同分布特

性，新数据可能分布于原数据所形成的流形形态

上，也可能分布于原流形形态的延伸结构上。因

此，对新数据进行增量式流形降维前，需要先判

别新数据的分布状态。

Xnew t

Xc = {xc
i |i = 1,2, · · · , t}, xc

i ∈ RD

Score(·) Score(xc
i )

为了有效判别新数据的分布状态，本文基于

流形边界进行新数据的离群点检测。为避免因遍

历所有新数据带来的计算量问题，利用 k-means
算法对新数据 进行聚类，得到 个聚类中心点

作为新数据的代表点。离

群点检测采用局部异常因子检测算法 (local outlier
hactor, LOF)[20]，通过量化聚类中心点与流形边界

的密度差异进行离群点检测，并通过局部离群因

子系数 表征密度差异大小， 为 1 的

聚类中心点将被识别为离群点。

当聚类中心点被判别为离群点时，说明新数

据分布于原流形形态的延伸结构上。 

1.3    增量流形降维

对于分布于原流形形态之上的新数据，需保

持降维前后表征数据距离的权值大小，而当新数

据分布于原流形形态的延伸结构上时，则期望能

够保持两者共同形成的全局低维流形结构不变。

对新数据的增量流形降维的流程如下。

当新数据分布于原流形形态上时：首先，在原
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X xnew
i Ni = {xi j| j = 1,

2, · · · ,k} Ni Yi

xnew
i Ni wi j

xnew
i Ni xnew

i

Yi

数据 中寻找新数据 的近邻点

， 的低维表示为 。然后，根据式（3）计
算 与 的权重 。最后，假设在高维欧式空间

中， 由 中的数据加权构成，并且 的低维表

示与 同样保持这种权重关系。于是新数据的低

维表示为

ynew
i = yi1wi1+ yi2wi2 · · ·+ yikwik (7)

X xnew
i

Ni = {xi j| j = 1,2, · · · ,k} Ni Yi

F (·) : RD→ Rd Ni

F (Ni) Yi

当新数据分布于原流形形态的延伸结构上

时：首先，在原数据 中寻找新数据 的近邻点

， 的低维表示为 。然后，

设线性映射函数 ，该函数将 从高

维空间线性映射至低维空间，且得到的低维表示

与 差异最小，于是定义损失函数

F (·) = argmin
F (·)
∥F (Ni)−Yi∥22 (8)

F (·) B将映射函数 写为映射矩阵 ，损失函数的

矩阵形式为

B = argmin
B
∥NiB−Yi∥22 (9)

对式（9）进行最小化可得

B = ((Ni)TNi)−1(Ni)TYi (10)

最后，将新数据映射至低维空间，其低维表示为

ynew
i  = xnew

i B (11)

本文所提算法的流程如下。

算法　IDR-DMBDS 算法

X Y
Xnew

输入　原数据 、原数据的低维表示 、新数

据 和数据边界。

输出　新数据的低维特征

Xnew t xc
i对 进行聚类，得到 个聚类中心点

xc
i ∈ XcFor each  do
Score(xc

i ) ← LOF(xc
i )

End for
Score(xc

i )∩Score(xc
2)∩Score(xc

t ) = 1If  then
ynew

i ← yi1wi1+ yi2wi2 · · ·+ yikwik

Else
F (·) ← argmin

F (·)
∥F (Ni)−Yi∥22

ynew
i ← F (

xnew
i

)
End if

ynew
iReturn  

1.4    计算复杂度分析

X = {xi|i = 1,2, · · · ,N}, xi ∈ RD

Xnew = {xnew
i |i = 1,2, · · · ,T }, xnew

i ∈ RD d
本算法将原数据 和

新数据 降至 维包

含 5 个步骤，其各自的计算复杂度以及总的计算

复杂度分析如下。
O(D log(k)·

N log(N)) k

O(ND3)

降噪：k-近邻搜索的平均计算成本为

，其中， 为近邻数。超平面拟合的计算

成本为 。含噪数据的投影过程的计算成本

O(N)

O(N)

O(N1.14)

t

O(T Dt)

O(2Nt)

O(Tk3)

为 ；流形边界提取：流形边界提取的计算成本

为 ；原数据的流形降维：原数据借用 UMAP
算法进行降维，其计算成本为 ；分布状态判

别：利用 k-means 算法获取新数据 个聚类中心点

的计算复杂度为 ，利用局部异常检测算法

进行分布状态判别的计算复杂度为 ；增量

流形降维：获取新增数据的低维坐标的计算复杂

度为 。

O(D log(k)·
N log(N))+O(ND3)+2O(N)+O(N1.14)+O(T Dt)+O(Tk3)

综上所述，本算法的总计算复杂度为 
。 

2   实验结果与分析
 

2.1    实验设置

1）数据集说明。

为评估所提出算法的性能，我们选择两组具有

可视化效果的合成数据集、一组文本数据集以及三

组多类分图像数据集进行算法实现，数据集包括：

瑞士卷和“S”型数据集为服从流形结构的三

维合成数据集；

MR 数据集包含 5 000 条电影评论，涉及正面/
负面评论。

MNIST 数据集是美国国家标准与技术研究

院收集整理的大型手写数字数据库。其含有 60 000
个训练样本和 10 000 个测试样本，包含了 0~9 共

10 类手写数字图片，图像都做了尺寸归一化，为

28 像素×28 像素大小的灰度图；

FASHION-MNIST 数据集由 Zalando 旗下的研

究部门提供。其含有 60 000 个训练样本和 10 000
个测试样本，涵盖了来自 10 种类别商品的正面图

片，图像都为 28 像素×28 像素大小的灰度图；

DSPRITES 数据集是由 6 个不相关因素按程

序产生的 2D 形状（心形、椭圆形和方形）图像数

据集，这些因素包括颜色、形状、比例、方向、X坐

标位置和 Y 坐标位置，图像大小都为 64 像素×
64 像素。

本文实验所用数据的信息描述如表 1 所示。
 

  
表 1    实验数据信息描述

Table 1    Description of the experimental data
 

数据集 维度
原数据

数量/个
新数据

数量/个
加入噪

声参数

瑞士卷 3 2 000 200 δ ∼ N(0,0.22)

“S”型 3 2 000 200 δ ∼ N(0,0.22)

MR — 5 000 — —

MNIST 28×28 5 000 500 δ ∼ N(0,0.22)

FASHION-MNIST 28×28 5 000 500 δ ∼ N(0,0.22)

DSPRITES 64×64 1 500 600 δ ∼ N(0,0.32)
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2）对照算法说明。

本文实验选取 4 种降维算法作为对照算法。

ISOMAP：通过保持降维前后样本之间的“测
地线”距离不变，挖掘出嵌入在高维空间的低维流

形。加入增量新数据后，通过保持新增数据和原

数据的测地距离来实现增量降维；

LLE：一种非线性降维算法，通过保持数据的

局部线性结构来提取低维流形。加入增量新数据

后，通过更新代价矩阵实现增量降维；

PCA：一种线性降维算法，依据样本在空间中

的位置分布，保持样本点在多维空间中的最大方

差并获得投影方向，实现维数约简。加入增量新

数据后，重新计算均值向量并进行奇异值分解，

更新特征值和特征向量实现增量降维；

UMAP：基于黎曼几何和代数拓扑的理论框

架，将高维数据的拓扑结构进行低维映射以达到

降维目的。本文通过局部加权重构算法实现对增

量新数据的增量降维。

3）评估指标说明。

对于合成数据集，对实验结果进行可视化，以

直观地展示算法流程以及降维性能。对于图像数

据集，由于数据集为多类分数据集，使用高斯混

合模型作为分类器对降维后的新数据进行分类，

并将分类准确率作为评估指标，计算形式如下：

Faccuracy =

T∑
i=1

δ(ŷi,yi)

T
(12)

ŷi yi

ŷi yi δ(ŷi,yi) = 1

式中： 和 分别表示预测标签和真实标签，当

= 时， ，否则为 0。
4）涉及算法的参数设置。

k-近邻算法：近邻点个数设置为 15；k-means
算法：聚类数设置为 20；LOF 算法：近邻点个数设

置为 15，异常值比例设置为 0.05；ISOMAP：该算

法的近邻点个数设置为 15；LLE：近邻点个数设置

为 15；UMAP：近邻点个数设置为 15，低维空间中

点之间的最小距离设置为 0.2；高斯混合模型：在

3 个图像数据集的实验中，生成的聚类数分别设

置为 3、10、10。 

2.2    合成数据集的实验结果分析

本节在 2 个合成数据集上评估所提算法的性

能，图 3 对加入噪声的新数据和原数据进行可视

化展示，图 3(a) 和图 3(b) 中的新数据分布于原流

形形态之上，图 3(c) 和图 3(d) 中的新数据分布于

原流形形态的延伸结构上。
 

 

(a) 新数据在流形形态之上 (瑞士卷数据集) (b) 新数据在流形形态之上 (“S” 型数据集)

(c) 新数据在延伸结构之上 (瑞士卷数据集) (d) 新数据在延伸结构之上 (“S” 型数据集)
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图 3    数据集的可视化展示

Fig. 3    Visual display of the datasets
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首先，对原数据进行投影降噪并获得流形边

界，同时使用 UMAP 算法将降噪数据降至 2 维。

然后，对新数据进行 k-means 聚类，得到新数据的

聚类中心点，图 4 为聚类中心点与流形边界的分

布关系，并基于流形边界判别新数据的分布状

态。最后，根据判别结果，利用式（7）和式（11）对
新数据进行降维，图 5 对降维后的新数据和原数

据进行可视化展示。 

 

(a) 新数据在流形形态之上的
    聚类中心点 (瑞士卷数据集)

 (b) 新数据在流形形态之上的
     聚类中心点 (“S” 型数据)

(c) 新数据在延伸结构之上的
         聚类中心点 (瑞士卷数据集)

 (d) 新数据在延伸结构
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图 4    聚类中心点与流形边界的分布关系

Fig. 4    Distribution relationship between cluster centers and manifold boundary
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(a) 新数据在流形形态之上的
     低维特征 (瑞士卷数据集)

(b) 新数据在流形形态之上的
     低维特征 (“S” 型数据集)
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     低维特征 (瑞士卷数据集)

(d) 新数据在延伸结构之上的
低维特征 (“S” 型数据) 

图 5    新数据和原数据的低维特征

Fig. 5    Low-dimensional features of the new and original data
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由图 4 可知：当新数据分布于原流形形态上

时，提取的流形边界能将聚类中心点包含进来，

使用 LOF 算法对聚类中心点进行离群点检测，其

都被判别为正常值。当新数据分布于原流形形态

的延伸结构上时，聚类中心点分布于流形边界之

外，因与周围的流形边界有较为明显的密度差异

而被判别为离群点。

由图 5 可知：当新数据分布于原流形形态上

时，对新数据进行降维后，其形态结构与原数据

的保持一致，并且数据之间的权值关系也得以保

留。当新数据分布于原流形形态的延伸结构上

时，新数据降维之后的形态结构同样是对原数据

的结构延伸，从而能够保持新数据和原数据的全

局流形结构不变。 

2.3    文本数据集的实验结果分析

本节在 MR 数据集上评估所提算法的降维性

能。本实验首先统计不同文本之间，两词在所有

文本中相邻的次数，通过共现矩阵用于发现主

题，解决词向量相近关系的表示 [21]，然后使用本

文算法将共现矩阵的行向量降至 300 维获得词向

量，最后使用 Text CNN 模型[22] 进行文本分类，并

将分类准确率与文献 [22] 中的结果进行对比 (文
献 [22] 使用公开可用的 word2vec 词向量)，对比

结果如图 6 所示。
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图 6    MR 数据集的分类准确率

Fig. 6    Classification accuracy of the MR dataset
  

由图 6 可知，本文算法在降维后能够保留更

多的分类特征，在使用 Text CNN 模型进行分类

后，具有更高的分类准确率。 

2.4    图像数据集的实验结果分析

在 3 个图像数据集上来评估所提算法的性

能，图 7 给出了 3 个数据集的部分图像示例。实

验流程与合成数据集相同，用所提算法以及 4 种

对照算法将数据降至 3、5、10、80 和 200 维，图 8
对算法获取的 3 维低维特征进行可视化。然后使

用高斯混合模型对不同维度的低维表示进行分

类，计算分类准确率。并将包括本文算法在内的

5 种不同算法的实验结果进行对比，图 9 给出对

比结果。
 

 

(a) MNIST 图像示例 (b) FASHION-MNIST 图像示例 (c) DSPRITES 图像示例 

图 7    数据集的图像示例

Fig. 7    Examples of images in the datasets
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图 8    数据集的低维特征

Fig. 8    Low-dimensional features of the datasets
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Fig. 9    Classification accuracy of five algorithms for the datasets
 
 

由图 8 可知：与原数据相同类别的新数据，在

降维后数据分布呈现类内聚敛的特性，而与原数

据不同类别的新数据，在降维后呈现类间分离的

特性，从而体现出较大的类别区分度。因此，在

多类分含噪图像数据集上，本文提出的算法表现

出较好的分类性能。

由图 9 可知：由于加入了投影降噪这一流程，

相较于其他算法，本文算法在 3 个数据集上都取

得了评估指标的最优值，尤其在 MNIST 数据集

上，各个维度上的分类准确率均高于其他算法

10% 以上。另外，随着维度升高，LLE 算法的分

类准确率呈现逐渐降低的趋势，而本文的算法未

出现这种问题。综上所述，在面对多类分含噪图

像数据集时，本文算法具有更好的抗噪能力。 

3   结束语

本文针对含噪数据的增量式降维问题，提出

一种新的流形降维算法。该算法引入投影降噪理

论，将含噪数据投影至主流形，从而抑制噪声干

扰；同时，基于流形边界判断新数据的分布状态，

将不同分布状态下的新数据分别映射至低维空

间，进而揭示与原数据的低维本质特征。实验表

明，相较于其他流形降维算法，该算法能够适用

于在线的增量式降维问题处理，同时表现出更好

的分类性能和抗噪能力。另外，无论新数据分布

于原流形形态之上或者是延伸结构之上，该算法

都能揭示新数据和原数据共同蕴含的低维特征。

进一步的研究将应用本文算法解决实际工程问题。
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