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摘     要：针对压缩感知中重构算法的深度展开问题，提出了一种两步深度展开策略 (two-step deep unfolding，
TwDU)。已有深度展开重构算法通常依赖前一步估计值估计当前值，TwDU 对已有深度展开重构算法增加估

计深度，依赖于前两步估计值估计当前展开值。TwDU 对已有深度展开算法前两步估计值增加了两个训练权

重。训练权重优化利用了信号估计值之间的相关特性，可以随着数据的特性自我学习和调整，所提 TwDU 策略

应用于可学习迭代软阈值算法（learned iterative soft thresholding algorithm, LISTA）、可训练迭代软阈值算法 (train-
able iterative soft thresholding algorithm ,TISTA)、可学习近似消息传递算法 (learned approximate message passing,
LAMP）等已有深度展开算法。通过在一维和二维稀疏信号的仿真验证，TwDU 策略在重构精度和收敛速度上

都更具有明显优势。
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Two-step deep unfolding strategy for compressed
sensing reconstruction algorithms

SHAO Kai1,2,3，YAN Lili1，WANG Guangyu1,2,3

(1. School  of  Communication  and  Information  Engineering,  Chongqing  University  of  Posts  and  Telecommunications,  Chongqing
400065,  China; 2. Chongqing  Key  Laboratory  of  Mobile  Communications  Technology,  Chongqing  400065,  China; 3. Engineering
Research Center of Mobile Communications, Ministry of Education, Chongqing 400065, China)

Abstract:  A  two-step  deep  unfolding  (TwDU)  strategy  is  put  forward  for  the  deep  unfolding  of  reconstruction  al-
gorithms  in  compressed  sensing.  The  existing  deep  unfolding  reconstruction  algorithms  usually  estimate  the  current
value based on the previous one-step estimated value. TwDU increases the estimation depth for the existing deep unfold-
ing reconstruction algorithms and estimates the current unfolding value based on the previous two-step estimation value.
TwDU increases two training weights for the previous two-step estimation value in the existing deep unfolding recon-
struction  algorithm.  The  training  weights  are  self-adaptive,  which  can  learn  and  adjust  following  the  changes  in  data
characteristics by themselves and optimize and utilize the correlation among the estimated signal values. The proposed
TwDU  strategy  is  applied  to  the  existing  deep  unfolding  reconstruction  algorithms,  such  as  the  learned  iterative  soft
thresholding  algorithm,  learned  approximate  message  passing  algorithm,  and  trainable  iterative  soft  thresholding  al-
gorithm. The simulation results in one-dimensional and two-dimensional sparse signals confirm that the TwDU strategy
has obvious advantages regarding reconstruction accuracy and convergence speed.
Keywords: compressed sensing; sparse signal; signal reconstruction; deep learning; deep unfolding; model-driven; iter-
ative soft threshold; approximate message passing algorithm; image processing
 

压缩感知 (compressed sensing，CS)[1-2] 指在远

低于奈奎斯特采样率条件下，用采样矩阵获取原

始信号的离散样本，然后通过非线性重构算法对

原始信号进行重构。为了高效率、高精度地重构

原始信号，大量优秀的重构算法 [3] 被提出，其中

凸优化类算法因其稳定性好、精度高被广泛地研
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究使用。常见凸优化类算法包括迭代软阈值算

法 (iterative soft thresholding algorithm，ISTA)[4]、快

速迭代软阈值算法 (fast ISTA，FISTA)[5]、两步迭

代软阈值算法 (two step ISTA，TwIST)[6] 、近似消

息传递算法 (approximate message passing algori-
thm，AMP)[7] 等。但是，该类算法在参数优化过程

中面临挑战，在一些时间敏感型场景中，收敛速

度过慢。

近年来，深度学习技术由于其强大的特征学

习能力，对压缩感知重构算法 [8-11] 的研究与设计

产生了重大影响。这些工作主要分为两大类：第

一类是基于数据驱动的方法，该类方法往往通过

调整神经网络模型来适应数据结构。文献 [12] 提
出 CSNet 网络架构，该架构通过卷积神经网络共

同优化信号的采样与重构，能够更好地重构压缩

图像。文献 [13] 提出 DR2-Net 网络架构，利用残

差网络强大的学习能力重构更高质量的信号，并

有效地降低了时间复杂度。文献 [14] 提出 Deep-
Inverse 网络，克服了现实生活中数据不够稀疏，

传统算法收敛慢的缺点。相比传统算法，基于数

据驱动的方法具备一定的优势。但是其主要采用

神经网络模型，也有如下缺点：1) 网络架构往往

是通用性的，模型不具备可解释性、稳定度不

高。2) 在网络训练过程中，这些网络往往需要大

批量的数据样本，对平台的算力与内存有较高要

求。第二类是基于模型驱动的方法，该类方法将

具有性能保证的传统算法与神经网络模型的优点

融合在一起，已广泛应用于无线通信[15-17]、图像处

理 [18-20]、生物医学 [21-23] 等领域，该类方法在文献

[24] 中被统一称为深度展开 (deep unfolding)。深

度展开具体是指通过展开传统算法中的迭代过

程，形成新的类似神经网络中的层级结构。而这

些层级结构中包含一些可被训练的参数变量，这

些参数变量通过有监督学习的方式进行训练，并

利用基于梯度下降法的反向传播机制进行算法参

数更新。深度展开方法充分利用了深度学习技术

强大的学习能力与传统算法的稳定性，使得传统

算法具有了学习能力。Gregor 和 LeCun 在文献

[25] 中第一次利用该方法，提出 Learned ISTA
(LISTA) 网络模型，该方法将 ISTA 算法中的门限

值、矩阵变量抽象成网络训练参数，获得了比

ISTA 更好的性能表现。Borgerding 和 Schniter 在
文献 [26] 中，将 AMP 中 Onsager 校正项中部分参

数与门限值抽象成网络训练参数，提出了 Learned
AMP（LAMP）网络模型，LAMP 表现优于 LISTA
与 AMP。最近，文献 [27] 将 MMSE 估计器引入

到 ISTA，提出 Trainable ISTA (TISTA) 深度展开模

型，通过极少量的训练参数获得比 L I S T A、

LAMP 更快的收敛速度。相较第一类而言，深度

展开算法具备以下优点：1) 受传统算法的约束，

稳定性高、性能有保证。2) 大多数深度展开算法

只需训练较少的参数，因此，所需训练样本少。3) 深
度展开算法通常是直观、可解释的，并且具有较

低的算力和内存要求。

ω ψ

为了进一步提高深度展开算法的性能，本文

在现有的深度展开方法的基础上提出了两步深度

展开策略 (two-step deep unfolding，TwDU)。TwDU
基于 TwIST 中两步迭代基本原理，充分利用了信

号之间的内在特性，对深度展开算法的前两步估

计值分配不同的权重，共同决定当前结果。该策

略在现有的深度展开算法基础上，仅仅增加了两

个训练权重参数 和 就改善了已有重构算法的

性能。本文所提两步深度展开策略在可学习迭代

软阈值算法（learned iterative soft thresholding al-
gorithm, LISTA）、可训练迭代软阈值算法 (train-
able iterative soft thresholding algorithm ,TISTA)、可

学习近似消息传递算法 (learned approximate mes-
sage passing, LAMP）中经过实验验证，当输入信号

为一维稀疏信号时，同样迭代 8 次，它们的归一化

均方误差 (normalized mean square error，NMSE) 分
别减少了 8.9、1.2、5.8 dB，证明了本策略的可行性

与优越性。 

1   深度展开重构算法

压缩感知理论的基本数学模型如下：
y =Φs+ n (1)

s ∈ RN Φ ∈ RM×N N > M

n ∈ RM y ∈ RM

Φ s
s

Ψ ∈ RN×N s =Ψx x ∈ RN

s s Ψ

A ∆
=ΦΨ ∈ RM×N

式中： 为原始信号向量， ( ) 为

观测矩阵， 为高斯白噪声向量。 是经

过观测矩阵 对 进行采样得到的观测信号向

量。假设原始信号向量 在已知标准正交基

下能够稀疏化，即 ，其中 称为

的稀疏系数，是原始信号向量 在新的变换域 下

的稀疏表示。令传感矩阵 ，重写式

(1) 为
y = Ax+ n (2)

y
x x̂

压缩感知重构算法的目的便是在如式 (2) 所

示的欠定线性系统中，通过观测信号 重构稀疏信

号 的估计值 。常见的凸优化类重构算法将上

述稀疏重构问题建模成如下凸优化问题：

x̂ = argmin
x

1
2
∥y− Ax∥22+λ∥x∥1 (3)

∥y− Ax∥22式中：数据保真项 促使重构信号的误差减
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λ∥x∥1
λ > 0

小，正则项 促使了重构信号的稀疏性。正则

项常数 是一个可调整参数，用来控制平衡数

据保真项与正则项之间的关系。

y = Ax+ n A ∈ RM×N N > M

x ∈ RN n ∈ RM σ2

在详细描述 TwDU 之前，本节首先给出 LISTA、

TISTA、LAMP 深度展开基本结构。在本节中，观测

向量被统一假设为 ，其中 ( )，
。噪声向量 服从均值为 0 方差为 的

高斯分布。 

1.1    LISTA
ISTA 是解决式 (3) 最知名的重构算法 [4]，其

数学迭代过程表示为
vt = y− Ax̂t

x̂t+1 = ηst(x̂t +βATvt;τ) (4)
β ∈ (0,1

/ ∥ A ∥22] vt t t = 0,1, · · · ,
T −1 x̂t τ

ηst(·; ·) : RN → RN

式中： 代表步长； 是第 (
) 次迭代对信号 的估计残差； 是门限值；

是软阈值去噪函数，其数学形式表

示为

ηst(r;τ) = sign(r j)max
{∣∣∣r j

∣∣∣−τ,0} (5)

T x x̂经过 次迭代之后，稀疏信号 的估计值 被

得到。

Gregor 和 LeCun 在文献 [25] 中首次将 ISTA
进行了深度展开。首先，作者将式 (4) 进行化简、

表示为
x̂t+1 = ηst(Sx̂t +By;τ)

B ∆
= βAT, S ∆

= IN −BA (6)
t = 1,2, · · · ,T

θ = [B S τ]

{(y(h), x(h))}h=H
h=1

H y(h) h

x(h) h

然后，将 的迭代过程深度展开为如

图 1 所示的 K层前馈神经网络，图中每一层对应

原算法的一次迭代（图 2）。在 LISTA 网络中，式

(6) 中每一层参数 通过深度学习技术

训练输入的数据对 实现学习与更新，

其中 是信号样本总数， 是第 批信号样本的观

测信号， 是第 批信号样本的稀疏信号。Gregor
和 LeCun 通过实验充分说明了 LISTA 信号重构

的速度与质量优于 ISTA。
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图 1    展开 ISTA 的 K=2 次迭代

Fig. 1    Unfold K=2 iterations of ISTA
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t图 2    LISTA 第 次迭代示意

t-thFig. 2    Schematic diagram of the  iteration of LISTA
 

训练过程中，损失函数为

L(θ) =
1
H

H∑
h=1

∥∥∥x̂(y(h);θ)− x(h)
∥∥∥2

2
(7)

θ

x̂(y(h);θ) y(h)

θ

θ = [B S τ]

式中： 代表深度展开重构算法中所有需要训练的

参数； 代表当输入观测信号为 、训练参

数为 时，重构稀疏信号的估计值。针对 LISTA
算法时而言， 。 

1.2    TISTA
TISTA 是 ISTA 算法另一种深度展开形式，作

者创新性地将 MMSE 估计器引入其中，其数学表

示为
rt = x̂t +γtW (y− Ax̂t)

v2
t =max

(∥y− Axt∥22−Mσ2

trace(AT A)
, ε

)
(8)

τ2
t =

v2
t

N

(
N +

(
γ2

t −2γt

)
M

)
+
γ2

t σ
2

N
trace(WWT)

x̂t+1 = ηMMSE

(
rt;τ2

t

)
rt W = AT(AAT)−1 A

v2
t σ2

τ2
t ηMMSE

x
ηMMSE

式中： 为残差，矩阵 是矩阵 的伪

逆矩阵， 为误差方差估计值， 为噪声方差，

为残差的估计噪声方差， 为最小均方误差

估计器，其选择需要根据输入信号 的先验分

布。当输入信号服从伯努利−高斯分布时，

表达式为

ηMMSE

(
y;ϑ2

)
=

(
yα2

ξ

)
pF (y;ξ)

(1− p) F (y;ϑ2)+ pF (y;ξ)
(9)

y ϑ2

α2 ξ = α2+ϑ2 p

式中： 为接收信号， 为残差的估计噪声方差，

为输入信号为非零元素的方差， ， 为

输入信号非零元素出现的概率，以及：

F (z,χ) =
1√
2πχ

exp
(
−z2

2χ

)
(10)

v2
t

τ2
t

v2
t ε

ε = 10−9 γt ∈ R t = 0,1, · · · ,T −1

θ = [γt]

从式 (8) 中可以看出，误差方差估计值 和

对于最终稀疏信号估计值的影响至关重要，其

推导证明过程文献 [27] 中有详细说明。为了防止

出现非正值，式 (8) 中常数 被赋予极小的正值，

如 。标量变量 ( ) 是步长

参数，用来控制调节误差方差大小，也是深度学

习技术需要训练的参数，其个数与网络层数相等。

TISTA 算法训练参数 远少于 LISTA。TISTA
算法单层深度展开形式如图 3 所示。
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t图 3    TISTA 第 次迭代示意

t-thFig. 3    Schematic diagram of the  iteration of TISTA
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相比于 LISTA 网络，随着 MMSE 估计器的引

入，TISTA 仅仅训练极少的参数，便使得 TISTA
具备高度的稳定性、更快的收敛速度。文献 [27]
实验证明，TISTA 收敛速度不仅仅优于传统的 AMP、
ISTA 算法，而且还优于深度展开重构算法 LISTA。 

1.3    LAMP
AMP 算法是近年来提出的算法，因其快速的

收敛速度，受到广泛关注，其数学迭代公式表示为
vt = y− Ax̂t +btvt−1

x̂t+1 = ηst(x̂t + ATvt;τt) (11)
vt t t = 0,1,2, · · · ,T −1 x̂t式中： 为第 ( ) 次迭代对信号 估

计残差，以及：

bt =
1
M
∥x̂t∥0 (12)

τt =
α
√

M
∥ vt∥2 (13)

α λ

vt btvt−1

τt

t

其中， 是可调参数，与式 (3) 中 值一一对应 [28]。

比较 AMP 与 ISTA，能看出两个主要区别：1) AMP
的估计残差公式 包含“Onsager 校正项” 。Ons-
ager 校正项能够迫使信号扰动非常接近加性高斯

白噪声，更有利于去噪函数进行降噪处理，同时

也保证了 AMP 的快速收敛性。2) AMP 的门限值

在所有迭代过程中不再是同一个值，而是关于

相互独立。

Borgerding 和 Schniter 在文献 [26] 中将 AMP
化简成为

x̂t+1 = βtηst

(
x̂t +Btvt;

αt√
M
∥ vt∥2

)
vt+1 = y− Ax̂t+1+

βt

M
||x̂t+1||0vt (14)

A, AT t At,Bt

At =

βt A At βt t

θ = [Bt, {αt}t=T−1
t=0 , {βt}t=T−1

t=0 ]

{(y(h), x(h))}h=H
h=1

L(θ)

将式 (14) 中的迭代过程进行深度展开如图 4
所示。式 (14) 建立在 AMP 算法式 (11) 的泛化基

础上，其中矩阵 ( ) 在迭代 时表现为 ( )。
为了减少 LAMP 网络所需训练参数，Borgerding
和 Schniter 在不改变算法特性的基础之上，令

，此时， 中只有标量 会随着迭代次数 不断

地变化。因此，LAMP网络参数

通过训练输入的数据对 使式 (7) 损失

函数 最小，实现自我学习与更新。文献 [26]
实验证明，LAMP 算法在准确率和收敛速度优于

AMP 和 LISTA 网络。
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t图 4    LAMP 第 次迭代示意

t-thFig. 4    Schematic diagram of the  iteration of LAMP
  

2   两步深度展开策略

Γ(·)
U(·)

本节主要介绍两步深度展开策略 (TwDU) 及
其训练方法。采用符号 表示传统重构算法模

型，符号 表示对传统重构算法的深度展开模

型，对 ISTA 重新描述表示为
vt = y− Ax̂t (15)

x̂t+1 = Γ(x̂t) = ηst(x̂t +βATvt;τ) =
ηst(x̂t +βAT(y− Ax̂t);τ) =
ηst((IN −βAT A)x̂t +βAT y;τ)

(16)

βAT = B, IN −BA = S令 ，即可得到：
Γ(x̂t) = ηst(Sx̂t +By;τ) (17)

以上为传统 ISTA 算法，利用深度展开技术改

进 ISTA 简单表示为
x̂t+1 = U(Γ(x̂t)) (18)

式 (18) 表示将传统算法 ISTA 深度展开为 LISTA，

进而得到下一次迭代的结果。 

2.1    两步展开算法

x̂t+1

x̂t x̂t−1

两步深度展开策略的提出源于 的结果不

仅仅依赖 ，而且还依赖于[6] 。文献 [6] 第一次

针对图片修复提出 TwIST(two step ISTA ) 算法，

其形式如下：
x̂t+1 = (1−ω) x̂t−1+ (ω−ψ) x̂t +ψΓ (x̂t) (19)

ω ψ为了保证收敛的速度， 、 取值为

ω = ω̂ = p̂2+1 (20)

ψ = ψ̂ =
2ω̂

ξ̄m+ ξ1
(21)

0 < ξ1 ⩽ λi
(
AT A

)
⩽ ξm λi

(
AT A

)
AT A

ξ̄m ≡max(1, ξm)

式中： ， 是 的第 i 个
特征值， ，以及

p̂ ≡ 1−
√

k

1+
√

k
< 1 (22)

ω ψ

ω ψ

TwIST 算法虽然相比 ISTA 具备更快的收敛

速度，但 、 的取值相对复杂。在每次重构稀疏

信号时， 、 需要仔细手动调整才能获得较好的

收敛效果，不能根据数据的变化自适应调整。

本文研究受此启发，将两步迭代方法与第

1 节中介绍的已有的深度展开算法相结合，提出

了两步深度展开策略 (TwDU)，即每一次深度展开

算法的估计值依赖于前两次深度展开算法估计

值，而不是仅仅依赖于前一次，其公式表述为
x̂t+1 = (1−ω) x̂t−1+ (ω−ψ) x̂t +ψU (Γ(·)) (23)

U (Γ(·))

Θ = [ω ψ θ(U(·))] θ(U(·))

式中： 代指各已有的深度展开重构算法。

TwDU 算法中需要利用深度学习技术训练的参数

为 ，其中 在第 1 节已经介

绍，表示各已有的深度展开模型中需要训练的参

数。式 (23) 与式 (19) 对比，看似只有等号右侧的

最后一项不同，其实每一项都不相同。在式 (19)
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x̂t−1 x̂t

x̂t−1 x̂t

x̂t−1 x̂t

x̂t−1 x̂t

ω ψ

ω = ψ = 1.0

中， 和 均是通过传统的数学迭代计算推导而

出，而在式 (23) 中 和 在各自的求值过程中均

利用了两步深度展开策略。此外， 和 的训练

参数也在各自的两步深度展开中已经训练完毕，

不再参与当前训练，可以减少计算负担。前两次

计算结果 ( 和 ) 对于当前计算结果的影响因

子 和 也不再如式 (20) 与 (21) 固定不变，而会利

用深度学习强大的学习能力随着数据的特性自适

应调整。当令 ，则得到：
x̂t+1 = U(Γ(·)) (24)

此时，式 (24) 与式 (18) 是已有的深度展开方案。

事实上，所提方案式 (23) 更具有普遍意义，式

(18) 可以看成式 (23) 的一种特殊情况 

2.2    参数优化及算法框架

θ(U(·))
ω ψ

ω = ψ = 1.0 x̂t−1 x̂t

ω ψ

x̂t−1

1−ω x̂t ω−ψ

在两步深度展开算法训练过程中，除了已有

深度展开算法中固有的训练参数 外，参数

和 已不再固定不变，而是具有自适应能力，会

随着数据的特性自我学习和调整。当初始化参数

时， 和 系数项为 0，此时前两次迭

代结果对当前结果并无影响，此时的两步深度展

开算法等于第 1 节中介绍的已有的深度展开算法，

但是随着算法迭代次数的不断增加，参数 与 不

断通过深度学习中的反向传播机制自我优化，最

后稳定在最优数值上下小幅波动。此时， 的系

数 与 的系数 均不再为 0。基于两步深

度展开策略的重构算法流程如下：

y ∈ RM

输入　稀信号经过稀疏采样之后的观测信号

。

x ∈ RN N > M输出　稀疏信号向量 ( )。
Θ =

[
ω ψ θ (U (·))] ω =

ψ = 1.0

1 ） 初 始 化 参 数 ， 令

。

2）for(int i = 0; i < 12; i++),do
y = Ax+ n3） ; //对原始稀疏信号进行稀疏采样。

U(Γ(x̂t)) =model(y) ω4） ; //将观测信号向量 送

入深度展开重构算法模型。

x̂t+1 = (1−ω) x̂t−1+ (ω−ψ) x̂t +ψU (Γ (x̂t))5） ;  / /运
用两步展开策略对估计值进一步优化。

ω6） loss=MSE_loss( ) //计算最小均方误差损

失值。

Θ

7）loss.backword();//利用深度学习中的反向传

播机制，优化算法参数 。

8）end.//迭代 12 次之后，求出满足该条件的估

计信号。

在深度学习技术中，不同的神经网络结构对

于网络的学习能力有重大影响。本文采用层级串

联结构，分别对 LISTA、TISTA、LAMP 应用 TwDU

ω

ψ

策略展开，得到如图 5~7 所示的改进结构。该结

构中每一层均是传统算法中一次迭代的展开，类

似于深度学习中多层的前馈神经网络。该结构与

已有的深度展开算法网络最大的不同是“两步线”
的引入，经实验验证，通过训练“线上”参数 与

调节前两次输出对于本次输出的影响权重，进

一步提高了深度展开算法的收敛速度和信号重构

质量。
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图 5    TwDU-LISTA 算法框图

Fig. 5    Block diagram of TwDU-LISTA
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图 6    TwDU-LAMP 算法框图

Fig. 6    Block diagram of TwDU-LAMP
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图 7    TwDU-TISTA 算法框图

Fig. 7    Block diagram of TwDU-TISTA
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θ = [B S τ]

θ = [γt] θ = [Bt, {αt}t=T−1
t=0 , {βt}t=T−1

t=0 ]

B ∈ RN×M S ∈ RN×N

T × (
N2+MN +1

)
T

T × (NM+2) T

在第 1 节中，本文分别介绍了 LISTA、TISTA
和 LAMP 需要训练的参数变量分别为 、

、 。在 LISTA 中，因

为 和 ，所以 LISTA 需要训练的参

数总数为 ，其中 是算法迭代的次

数。同理可得 LAMP 和 TISTA 需要训练参数总

数分别为 和 [27]。相比于已有的深度

展开算法，TwDU 策略在原有的许多参数基础上

仅仅增加了两个参数（如表 1）就提高了算法的性

能，具有较高的性价比，而且还可以通过一次预

训练的方式消除这两个参数带来的计算负担。
 

  
表 1    两步展开策略算法训练参数量（第 T 次迭代）

T -th
Table 1    The amount of trainable parameters of the TwDU

strategy (  iteration)
 

算法 TwDU-LISTA TwDU-TISTA TwDU-LAMP

参数总数 T
(
N2 +MN +1

)
+2 T + 2 T (MN +2)+2

 
  

2.3    增量训练
Θ = [ω ψ

θ(U(·))]
Θ

H

Θ

在基于 TwDU 策略的算法中，参数

的数值将直接影响到稀疏信号的重构质

量，因此， 的训练方法显得极其重要。在本文训

练过程中，一批数据首先被划分成 个小批量数

据 (batch) 送入算法网络，网络损失值随着 batch
的训练逐渐下降。当完成一批数据的训练，新的

一批数据将再次被送入网络训练。经过多次实验

验证，增量训练的方法对于调整 ，提高网络性能

非常有效。这是因为增量训练不仅仅能够缓解梯

度消失问题，还能进一步提升网络的泛化能力。
x, y y

x

x t

Θ E[||xt − x||22]

H
E[||xt+1− x||22]

Θ

训练数据是随机生成的数据对 ( )，其中 是

两步深度展开算法需要学习的、稀疏采样之后的

特征数据， 是稀疏的标签数据。TwDU 算法通过

运用随机梯度下降算法，学习数据特征，重构稀

疏信号 。在第 次增益训练过程中，优化器通过

调整 促使本次训练的目标函数 最小

化。当处理完 个小批量数据之后，优化器的目

标函数变为 。尽管在网络训练过程中

目标函数从第一层到最后一层不断变换，但参数

在每一训练过程中都是将前一次的结果作为本

次训练的初始值，具有一定的连贯性。在本文

中，为了控制变量，所有的实验包括对照实验均

采用增量训练的方法。 

3   实验结果分析

ω ψ

本节将通过实验验证基于两步深度展开策略

的重构算法性能。实验系统布署在 Linux 平台，

应用 PyTorch1.5.1 深度学习框架，采用 Adam 优化

器。分别为参数 与 设置不同的初始值，分析参

ω ψ数 与 的自适应能力。伯努利−高斯分布的一维

信号和 NMSE 在相关研究文献 [27,29]等被广泛

采用作为基准设置，因此采用服从伯努利−高斯

分布的一维信号作为仿真输入信号，采用归一化

均方误差 (NMSE) 作为判断标准去衡量各深度重

构算法的性能。实验采用非独立同分布的稀疏二

维图像信号作为输入信号，验证所提算法对图像

的重构效果。 

ω ψ3.1    参数 与 分析

ω ψ

x ω ψ

ω = ψ = 1.0 ω = ψ = 0.5 ω ψ

ω5_1 ψ5_1

ω = ψ = 1.0 ω5_0.5 ψ5_0.5

ω = ψ = 0.5

ω ψ

ω = ψ = 1.0 ω = ψ = 0.5

Θ = [ω ψ θ(U(·))] θ(U(·))
ω ψ θ(U(·))

为了进一步研究参数 与 的自适应能力，本

次实验分别使用 3 种不同的随机种子 (5、10、15)
生成稀疏信号 ，并且分别为 与 设置两组不同

的初始值即 和 。 与 的变化

规律如图 8 所示。图 8 中 与 为第 1 组实

验参数，表示当输入信号随机种子为 5 时，设置初

始值 。 与 为第 2 组实验参

数，表示当输入信号随机种子为 5 时，设置初始值

，以此类推图中其他符号。从图 8 中可

以观察出当参数的初始值一样时， 与 优化的规

律基本是一致的，而不同的初始值之间在 30 次迭

代之后，虽然都提高了算法的 NMSE 的表现，但

和 的最优值却产生了较大的

差距。因为，基于 TwDU 策略的重构算法中，训

练参数 中 是随着迭代次

数实时变化的， 与 的优化过程也要依赖于 ，

它们会根据不同的输入数据、不同的初始值，自

适应地共同优化找到当前最优值。
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ω ψ图 8    与 在不同随机种子和不同初始值的变化规律

ω ψFig. 8    Variation  law  of  and  under  different  random
seeds and different initial values

 
 

ω ψ ω = ψ =

{0.5, 0.8, 1.0, 1.2, 1.5}
ω = ψ =

1.0

ω = ψ = 1.0

ω = ψ =

为了确定 与 的初始值，分别验证

等不同初始值时算法的效果，

此时，TwDU 算法虽然均能够收敛，但是

时能够获得较为理想的收敛速度。同时，当

时，式 (23) 等号右侧前两项正好为 0，
可以利用已有的深度展开算法参数初始化的经

验。基于以上两个原因，以下实验中设置
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1.0为初始值。 

3.2    一维稀疏信号重构

x在本节中，设定稀疏信号 是服从伯努利−高
斯的独立同分布的随机变量，表示为

P (x) = (1− p)δ (x)+
p

√
2πα2

exp
(
− x2

2α2

)
(25)

p x
p = 0.1

α2 = 1

x x p

x
n

σ2

式中： 代表稀疏信号 中非零元素出现的概率，

在本次实验中默认 ，其中非零元素服从均

值为 0，方差 的高斯分布。根据式 (25)，在产

生稀疏信号 时，首先在 中随机挑选 个非 0 值

位置，之后对 中挑选的非 0 位置进行数值填充，

填充的数值服从高斯分布。噪声 服从均值为 0，
方差为 的高斯分布。信号的信噪比计算公式为

ζ =
E
[||Ax||22

]
E
[||n||22] (26)

H = 200在实验中，每批训练数据被分成 个小

批量数据 (batch)，其中 batch 为 1 000。

ζ = 40 dB

ζ = 30 dB ζ =

20 dB N = 500

A M = 250 N = 500 A
1/M

Ai, j ∼ N(0,1/M)

1) 不同信噪比条件下各深度展开算法的性能

比较。为了进行实验对比，本实验中首先按文献

[26-27] 设置信噪比，即 进行实验。此外，

为了进一步验证不同信噪比条件下各深度展开算

法的性能，实验中还分别设置了 和

。实验中采用的仿真稀疏信号长度为 ，

观测矩阵 的维度 ， 。矩阵 中每一

个元素服从均值为 0，方差为 的高斯分布，即

。

图 9 给出了 LISTA、TwDU-LISTA、TISTA、

TwDU-TISTA、LAMP 和 TwDU-LAMP 分别迭代

12 次的归一化最小均方误差 (NMSE)。NMSE 计

算公式如下：

ξ = 10lgE
[ ||x̂t+1− x||22
||x||22

]
(27)
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ζ = 40 dB图 9    各深度展开重构算法 NMSE 对比 ( )

ζ = 40 dB
Fig. 9    Comparisons of  NMSE for each deep unfolding re-

construction algorithm ( )
 
 

从图 9 中可以观察出，基于两步深度展开策

略的重构算法与已有的深度展开算法相比，能够

更好地重构稀疏信号。TwDU-LISTA 与 LISTA 在

t = 9 t = 12

t = 8

t = 10

初始阶段具有相近的 NMSE，随着迭代次数的增

多，在 和 时，相比于 LISTA，TwDU-LISTA
分别大约减少了 9 dB 和 6 dB。TISTA 在前 12 次

迭代中收敛，收敛时 NMSE 为−42 dB，而 TwDU-
TISTA 在 的时候，NMSE 已经达到−42 dB，相

比于 TISTA 收敛时 ，TwDU-TISTA 具备更快

的收敛速度。同时，在前 12 次迭代中 TwDU-LAMP
的 NMSE 表现一直优于 LAMP，而且比 LAMP 收

敛速度也提前了 2 个周期。

图 10 和图 11 分别给出了信噪比为 30 dB 和

20 dB 时，各深度展开算法 NMSE 对比。从图中

可以明显的观察出，随着信噪比的降低，各深度

展开算法对信号的重构能力变差。即便如此，基

于 TwDU 策略的重构算法与已有的深度展开算

法相比，仍能够更好地重构稀疏信号。当信噪比

为 30 dB 时，TwDU-LISTA 的 NMSE 相比 LISTA
最多减少了 0.6 dB，TwDU-TISTA 相比 TISTA 最

多减少了 4.6 dB，TwDU-LAMP 相比 LAMP 最多

减少了 3.9 dB。当信噪比为 20 dB 时，由于噪声污

染严重，各个深度展开重构算法的性能差距变

小，基于 TwDU 策略的深展开重构算法相比于已

有的深度展开算法，NMSE 减少均在 1 dB 以内。
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2) 不同稀疏度下的深度展开算法的性能比

较。在压缩感知中，稀疏度是影响信号能否高精

度重构的关键因素。一般情况下，稀疏度越低，

重构算法越能更好地重构信号。图 12 中给出了

稀疏度在 50~250，各深度展开算法的 NMSE
表现。从图 12 中可以看出，随着稀疏度的增大，各

深度展开算法性能逐渐下降。当稀疏度小于 150
时，除了 TwDU-LAMP 与 LAMP 算法性能相近

外，其余基于两步展开策略的深度展开算法均优

于已有的深度展开算法。当稀疏度大于 150 时，

各深度展开算法均难以重构信号，NMSE 性能无

太大差异。
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图 12    不同稀疏度下各深度展开重构算法 NMSE 对比

Fig. 12    Comparisons of NMSE for each deep unfolding re-
construction algorithm under different sparsity

 
  

3.3    二维图像重构

本节采用非独立同分布的稀疏二维图像信号

进一步评估基于两步展开策略的深度展开重构算

法的性能。稀疏二维图像信号采用公开的 MNIST
数据集。MNIST 数据集来源于美国国家标准与

技术研究所，由 250 个人手写数字图像和其对应

标签组成。

28×28 = 784

[0,255]

[0,1]

N = 784 M = 392 A ∈ RM×N

1/M

n ∈ RM 4×10−4

y ∈ RM y = Ax+ n

MNIST 中每一个数字图像由 像

素组成，其中每个像素值是在 之间的整数。

在本次实验中，每一个数字图像的像素值被归一

化到 ，然后被转换成 784 维的向量。实验设

置 ， ，传感矩阵 中每一个元

素服从均值为 0，方差为 的高斯分布，加性噪

声 服从均值为 0，方差为 的高斯分

布。接收到的信号 是通过 生成。

此外，MSE 被用来衡量各个算法的性能。在训练

过程中，实验采用增量训练方式，MNIST 训练集中

60  000 张图片全部被应用，小批量数据 batch 为

200，采用 Adam 优化器。

T = 8图 13 中给出了各深度展开算法迭代 次

之后的重构图像。所有图像均是在如左最下方原

始图像的基础上加入相同条件的高斯噪声之后进

行算法重构。经过 8 次迭代，基于两步展开策略

的深度展开算法的 MSE 值均有所下降。TwDU-
LISTA 的 MSE 下降了 0.001 0，TwDU-LAMP 的 MSE
下降了 0.000 1，TwDU-TISTA 的 MSE 下降了 0.002 5。
MSE 数值反应在图像上，除了 TwDU-LAMP 重构

图像不能明显看出与 LAMP 图像的区别，其余重

构图像均能看出基于两步展开策略的深度展开算

法重构信号的优越性。
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图 13    各深度展开重构算法重构二维图像对比 (T=8)

Fig. 13    Comparisons  of  two-dimensional  images  recon-
structed  by  various  deep unfolding  reconstruction
algorithms (T=8)

 
 

从上述实验中可以看出，基于两步深度展开

策略的重构算法无论针对一维伯努利−高斯独立

同分布的随机稀疏信号重构还是针对二维非独立

同分布的图像信号重构，都显示出了优越性。 

4   结束语

为了提高深度展开算法重构信号的效率，本

文在原有深度展开算法基础上提出了两步深度展

开策略。两步深度展开策略充分利用了信号的内

在特性，将前两次深度展开算法的估计值按照不

同的权重，对本次结果共同施加影响，而权重的

大小与本次深度展开算法中的参数共同利用深度

学习技术进行训练。仿真结果表明，两步深度展
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开策略无论针对一维伯努利−高斯独立同分布的

随机稀疏信号重构还是针对二维非独立同分布的

图像信号重构都获得了较好的结果。这些实验证

明了，该策略具有高度的稳定性与扩展性。
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