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不完整数据分类与缺失信息重要性识别特权 LSSVM

吴晗，王士同
（江南大学   人工智能与计算机学院, 江苏 无锡 214122）

摘    要：针对直接移除缺失数据的样本可能会导致因样本数量规模的减少从而降低了分类性能的问题，本文基

于同时处理缺失数据与构建模式分类模型的策略，提出使用特权信息学习 (learning using privileged information,
LUPI) 的特权最小二乘支持向量机 (privileged least squares support vector machine, P-LSSVM)，从而达到既能改进

其分类性能，又能在保证无偏的情况下确定缺失特征的重要性。本文的基本思想是将完整数据的训练作为特

权信息，以此来引导面向整个不完全数据的最小二乘支持向量机 (least squares support vector machine, LSSVM) 的
学习，通过可加性核表达每个特征（含缺失特征）的重要性，推导完整数据的训练的特权信息，并以此构建 P-
LSSVM，运用所提出的留一交叉验证方法完成无偏的缺失特征重要性识别。实验结果表明，本文提出的方法

不但在平均测试精度上优于对比算法，还能同时确定缺失特征的重要性。
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Privileged LSSVM for classification and simultaneous importance
identification of missing information on incomplete data

WU Han，WANG Shitong
(School of Artificial Intelligence and Computer Science, Jiangnan University, Wuxi 214122, China)

Abstract:  While handling missing data classification tasks,  the commonly-used removal strategy of missing data may
perhaps degrade the classifier’s performance, due to very insufficient perfect data. Based on the strategy of processing
missing data and constructing classification model simultaneously, we develop a novel privileged LSSVM (P-LSSVM),
which learns using privilaged information. It can not only improve its classification performance, but also determines the
importance of missing features without bias. The basic idea is to take the trained classifier of the available perfect data as
the  privileged information  to  guide  the  learning of  LSSVM for  the  whole  incomplete  data,  express  the  importance  of
each  feature  including  missing  features  through  the  additivity  kernel,  then  deduce  the  privilaged  information  of  com-
plete data after training, based on which P-LSSVM is constructed. Finally, the unbiased missing feature importance re-
cognition  is  completed  by  the  proposed  leaving-one  cross-validation  method.  Experimental  results  show that  the  pro-
posed method can achieve better testing accuracies, with the importance identification of missing features.
Keywords: least squares support vector machines; learning using privileged information; additional kernel; missing
data; k-nearest neighbor; sample space; privileged space; data quality
 

在实际应用中，数据的缺失是一个难以避免

的问题。它减少了样本数量，还可能会在研究中引入

偏见 [1]。数据缺失的原因多且难以有效避免。例
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如受访者出于保护隐私的目的拒绝提供某些信

息、设备在某一时刻出现故障、调查时的失误导

致的信息遗漏。缺失数据的修复通常比较困难，

对缺失数据的不当处理可能导致分类性能下降。

因此，以适当方式处理分类问题中缺失数据是一

项基本要求[2]。

机器学习对缺失数据分类的研究一般分为

2 个部分：缺失数据的处理和分类模型的构建。

在目前的机器学习中，已对样本的局部缺失做了

很多研究 [1]。通常会用 3 种类型的策略处理缺失

数据。最直接的处理策略是直接丢弃不完整的数

据，仅使用完整的样本构建分类模型 [2]。这种策

略会减少样本的数量，只适用于样本足够多且不

完整样本占比例较小的情况。当丢失的数据不满

足随机分布时，可能引入偏差[2-3]。另一种策略是

模式基础法，估计输入数据的分布并将其用于模

式分类。例如，使用期望最大化 (expectation max-
imization, EM) 算法[4] 开发混合模型来估计数据分

布，再使用贝叶斯决策理论来分类 [5]。但估计值

标准误差的计算 [6]，以及建模协变量联合分布的

EM 算法的蒙特卡罗实现[7]较复杂，使该方法的适

用性差。第 3 种策略先通过使用估计值填充缺失

数据来修复数据集，然后再使用修复后的数据建

立分类模型。常用的填充方法有均值填充[1] 和基

于回归的填充 [2]。均值填充法是使用具有完整数

据的样本的特征平均值来填充缺失样本缺失的特

征值。此方法没有考虑到数据集中样本的其他特

征之间的相关性 [1]。基于回归的填充使用具有完

整数据的样本构建出的回归模型来估计特征的缺

失值。该方法高度依赖于数据的质量 [2-3]。此外，

还可以通过使用机器学习技术构建预测模型来估

计缺失值。例如 k 最邻近填充 (k-nearest neighbor,
KNN)[8] 和神经网络 [9]。其中最常被使用的方法

是 KNN，从完整样本中选出距离含缺失数据的样

本最近的 k个样本，用它们来估算出缺失的数据。

KNN 的性能总体上优于其他机器学习方法，如决

策树和均值填充方法[3]。在 DNA 研究中，KNN 具

有优于均值填充和基于奇异值分解填充的性能[10]。

然而，KNN 的性能依赖于 k 值等参数的设置，而

这些参数难以使用理论方法确定。

近年来，在处理缺失数据的同时构建模式分

类模型的相关研究工作正在发展，不同于前述策

略中先处理缺失数据再建立模型的思路，该策略

选择将处理缺失数据与构建模式分类模型同时进

行。例如，设计神经网络集成用于不完整数据的

分类[11-13]。从含有缺失数据的数据集中生成多个

完整的子数据集，将其作为神经网络的训练数据

集 [14]。此外，还有使用模糊规则分类器处理缺失

数据的模糊方法，可以通过使用模糊 C均值算法[15]

实现。该策略最大限度地利用了数据集中的信

息，在尽可能地保留原始数据特性的同时，无需

对数据分布做任何假设。越来越多的研究用该策

略提高模型的性能  [1]。

基于教学中教师的角色对学生学习起到的重

要作用，Vapnik 等[16] 提出了使用特权信息学习范

式 (learning using privileged information, LUPI) 方
法。LUPI 通过提供仅在训练阶段可用的信息帮

助提高模型在测试阶段的表现。经典的使用特权

信息学习支持向量机 (learning using privileged in-
formation support vector machine, SVM+)，若在校正

空间获得了较小的误差，在决策空间中也会得到

较小的误差，使用特权信息所定义的校正函数来

计算支持向量机 (support vector machine, SVM) 中
的松弛变量 [16]。利用这一特性，将 LUPI 引入到

此策略中，将完整数据的训练作为特权信息，保

证训练样本中误差和特权信息误差的相似，能得

到由不完整特征的局部数据缺失所带来的对整体

分类性能的影响。然而，目前还没有将 LUPI 引

入这种策略的研究。大多数机器学习方法侧重于

提高缺失数据的总体性能，但很少关注数据集中

特征的缺失数据对分类性能的影响。如果能识别

其影响，慎重地对待影响更大的特征，依此为数

据收集过程提供指导，可以促进数据质量的改善[2]。

基于在处理缺失数据的同时构建分类模型的思

路，本文提出一种新的引入 LUPI 的特权最小二乘

支持向量机 (privileged least squares support vector
machine, P-LSSVM) 来处理数据缺失问题 [17-18]。

将 LSSVM 与可加性高斯核相结合，用完整数据

的训练作为特权信息引导面向含有缺失数据的最

小二乘支持向量机 (least squares support vector ma-
chine, LSSVM) 的学习。P-LSSVM 可同时完成对

不完整样本的分类和对缺失数据特征无偏的重要

性识别。P-LSSVM继承了 LSSVM 的理想特性，

即通过最小化基于 LSSVM 的目标函数，可以得

到对应凸优化问题的解[18-19]。

在实验部分，将 P-LSSVM 与使用了前 3 种策

略处理缺失数据的 LSSVM 在公开数据集上进行

了比较，实验结果证明了 P-LSSVM 的有效性。此

外还介绍了使用 P-LSSVM 对 German 数据集进行

的案例研究，强调了该方法对该实际应用的贡献。
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本文的主要贡献归纳如下：

1) 开展了将 LUPI 引入在处理缺失数据的同

时构建模式分类模型这一处理数据缺失策略的

研究。

2) 提出了一种新的引入了 LUPI 的可加性 LSS-
VM 模型，可直接用于具有缺失数据的数据集

的分类任务，不需要提前对不完整数据集进行

处理。

3) 通过留一交叉验证无偏评估出模型构建过

程中特征缺失数据造成的分类误差，提供了其相

关重要性，可为数据收集过程提供引导，改善数

据质量。

4）在公开数据集的实验结果证明了 P-LSSVM
的有效性。并针对使用 P-LSSVM 对指导数据收

集进行了案例研究。 

1   相关模型与学习范式
 

1.1    最小二乘支持向量机

LSSVM 将 SVM 中的不等式约束修改为等式

约束，将原来的解二次规划问题变成了解线性方

程组的问题，方便了对拉格朗日乘子的求解[17]。

标准 LSSVM 模型为

min
w,b,e

J(w,e) =
1
2
⟨w,w⟩+ λ

2

n∑
i=1

e2
i

s.t. yt = ⟨w,ϕ(xt)⟩+ b+ et, t = 1,2, · · ·,n 
(1)

w b
ϕ(·)

et

xt

λ

式中： 、 为样本特征空间的权重向量和偏置向

量； 为样本特征空间上的由核函数所诱导的特

征映射函数，用于非线性可分的训练样本； 为第

t个样本 的误差变量，用来处理可能出现特异点

的问题；正实数 为正则化参数，通过在训练误差

和模型复杂度之间进行折衷，可以使函数具有更

好的泛化能力 [17]。对式 (1) 求解即可得到 LSS-
VM 的决策函数。 

1.2    可加性核

在本文中，为了能够使模型可以学习包含了

缺失信息的样本数据，采用可加性核。可加性核

能单独的考虑每一维特征产生的影响，使用在各

特征上的影响的组合衡量 2 个样本的关系。可加

性核在多种框架下得到应用。Maji 等 [20] 证明了

利用可加性核 SVM 建立分类器，其运行时和内

存复杂度与支持向量的数量无关。在运行时间相

同的情况下，与线性 SVM 相比，可加性核 SVM
可以显著提高各种任务的精度，使其适用于大规

模识别或实时检测任务。Demir 等[21] 在遥感任务

中引入了适合直方图特征的可加性核 ,提出了基

于直方图特征和可加性核 SVM 的快速准确的分

类方法。王旭凤 [22] 使用随机梯度下降（stochastic
gradient descent，SGD）以及一些改进的 SGD 方法

包括异步随机梯度下降（asynchronous stochastic
gradient descent , ASGD)、随机方差减少梯度下降

(stochastic variance reduced gradient, SVRG) 和

Katyusha 算法来处理基于可加性核的 SVM 分类

问题。Pelckman 等[18]将可加性核引入 LSSVM，提

出分量 LSSVM，用于建立由非线性分量和组成的

可加性模型。

可加性核定义为

k(xi, x j) =
d∑

l=1

kg(xg
j , x

g
i ) (2)

xi x j d

kg(∗,∗) g

式中： 、 为数据集中的任意 2 个样本， 为样本

的特征数量， 为在样本的第 维特征上使用

的核函数。相比较于传统的核函数，在模型上应

用可加性核，不论特征是否具有缺失值，都可以

很容易地用于计算核函数的相应值。 

1.3    特权信息学习

基于老师往往在学习过程中发挥重要作用这

一观察，Vapnik 等[16] 提出了使用特权信息学习的

算法。在实际应用中特权信息是常见且有用的。

Xue 等 [23] 使用特权信息来控制决策误差，设计出

可以有效对抗数据中噪声的鲁棒的 SVM+算法。

Xu 等 [24] 基于 LUPI 设计了一种新颖的距离度量

学习算法，从图像中分别提取视觉特征和深度特

征并将深度特征视为特权信息，改进 RGB 图像中

的人脸验证和人员重新识别。Pal 等 [25] 从数据集

中提取特权信息，将特权信息引入校正函数，提

出了使用特权信息改进型双支持向量机 (improved
twin support vector machine using privilege informa-
tion, I-TWSVMPI)。

本文基于 LUPI，以 LSSVM 为基础，提出了能

将缺失数据的处理和分类模型的构建同时进行的

特权最小二乘支持向量机 (privileged least squares
support vector machine, P-LSSVM)，可用于缺失数

据的分类问题以及缺失数据影响识别问题。 

2   P-LSSVM
 

2.1    数据表示

D

d d∗

在引入 LUPI 的 LSSVM 模型中，训练数据

集的形式和 SVM+类似。定义 是一个数据集，

它具有 n个样本和 n个样本对应的特权信息，样本

有 个特征，样本对应的特权信息具有 个特征：
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{(x1, x∗1,y1), (x2, x∗2,y2), · · · , (xn, x∗n,yn)}

i xi = (x1
i , x2

i , · · · ,
xd

i ) x∗i = (x∗1i , x∗2i , · · · , x∗d∗i )

yi ∈ {+1,−1} i = 1,2, · · · ,n
d

d∗
D

D X =
{x1

i , x2
i , · · · , xd

i |i = 1,2, · · · ,n} D X∗ =
{x∗1i , x∗2i , · · · , x∗d∗i |i = 1,2, · · · ,n}

D

式中：第 个样本的特征向量标记为

，对应的特权信息标记为 ，

其对应的标签为 ， 。对于一

个包含了缺失数据的数据集，定义 为含有缺失

数据的特征的个数，可以定义 为数据集中完整

特征的个数，将原数据集 划分为 2 部分。即原

数据集 的只含有不完整特征的一个子集

和原数据集 的子集

，其中只含有完整信息

的特征。图 1 是对数据集 的描述，标记“?”表示

此处的数据缺失了。
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图 1    数据集的表示

Fig. 1    Representation of dataset
 
  

2.2    P-LSSVM 算法

在 SVM+中使用特权信息定义的校正函数来

计算 SVM 中的误差变量。保证了训练样本中误

差以特权信息为上界，即对于 LUPI 方法，特权信

息对决策模型的建立进行了引导，如果在校正空

间获得了较小的损失，那么在决策空间中也应该

得到较小的损失 [23]。在 LSSVM 中引入 LUPI，将
完整数据的训练作为特权信息，利用特权信息对

LSSVM 进行引导，保证不完整特征中误差和特权

信息误差的相似，反映出由特征的局部数据缺失

所带来的对整体分类性能的影响。在 LSSVM 中

引入 LUPI 得到的使用特权信息来引导 LSSVM
中误差变量 e 的 LSSVM+模型，可得到其目标函

数和约束为

min
w,w∗ ,b,b∗

J(w,w∗,e,ξ) =
1
2
⟨w,w⟩+ ρ

2
⟨w∗,w∗⟩+

λ

2

n∑
i=1

e2
i +

C
2

n∑
i=1

(ei− ξi)2

s.t. yt = ⟨w,ϕ(xt)⟩+b+ et

ξt =
⟨
w∗,ψ(x∗t )

⟩
+b∗

t = 1,2, · · · ,n

(3)

w b w∗ b∗

ϕ(·) ψ(·)

λ

式中： 、 和 、 分别为样本特征空间和特权信

息特征空间的权重向量与偏置； 和 分别

为 2 空间上由核所诱导的特征映射函数。 和 C

〈w∗,w∗〉
ρ

g

g = 1,2, · · · ,d
I i

g

为正则化参数； 用来限制校正空间的容量；

为非负权衡参数。在本文提出的 P-LSSVM 模型

中，定义 Vg 为由于第 维特征数据的缺失所导致

的分类误差上界， 。在构建分类器时，

可以同时使用留一交叉验证将 Vg 求出。定义 为

I i
g =

{ 1,     xi的第g个特征(xi
g)的值缺失

0,     其他 (4)

i
d∑

g=1

VgI i
g

Vg g

g

g

那么对于第 个样本，公式 给出了所有

缺失数据特征所导致的误差之和，即总分类误差

的上界。 的绝对值越大，说明由第 维特征数据

缺失造成的误差越大，第 维特征对分类性能的影

响就越大，第 维特征也就越重要。

Vg在式 (3) 中引入 ，可得：

min
w,w∗ ,b,b∗

J(w,w∗,e,ξ) =
1
2
⟨w,w⟩+ ρ

2
⟨w∗,w∗⟩+

λ

2

n∑
i=1

e2
i +

C
2

n∑
i=1

(ei− ξi)2

s.t. yt = ⟨w,ϕ(xt)⟩+b+ et +

d∑
g=1

VgI t
g

ξt =
⟨
w∗,ψ(x∗t )

⟩
+b∗

t = 1,2, · · · ,n

(5)

式 (5) 在数学上等价于：

min
w,w∗ ,b,b∗

J(w,w∗,e,ξ) =
1
2
⟨w,w⟩+ ρ

2
⟨w∗,w∗⟩+

λ

2

n∑
i=1

ei−
d∑

g=1

VgI i
g


2

+
C
2

n∑
i=1

ei−
d∑

g=1

VgI i
g− ξi


2

s.t. yt = ⟨w,ϕ(xt)⟩+b+ et

ξt =
⟨
w∗,ψ(x∗t )

⟩
+b∗

t = 1,2, · · · ,n

(6)

ϕ(xi) =

(ϕ̃(xi
1), ϕ̃(xi

2), · · · , ϕ̃(xi
d)) ϕ̃(xi

g)

xi g

Ω

不论特征是否具有缺失值，可加性核都能计

算出核函数的值。在算法中使用可加性核函数，

使算法具有单独计算各维度所带来影响的能力。

这样本文提出的算法就可以分别对每一维特征

上由于数据缺失所带来的误差进行统计。

，可加性核中 是对样本

第 个特征进行映射的函数。采用可加性核的

样本核函数矩阵 定义为

Ωi
j = ϕ(xi)ϕ(x j)T =

d∑
g=1

ϕ̃(xi
g)ϕ̃(x j

g) =
d∑

g=1

kg(xi
g, x

j
g) (7)

Ω∗类似的，特权信息的核函数矩阵 为

Ωi∗
j = ψ(x∗i )ψ(x∗j)

T =

d∗∑
g=1

ψ̃(xi∗
g )ψ̃(x j∗

g ) =
d∗∑

g=1

kg(xi∗
g , x

j∗
g ) (8)

其中，

kg(xi
g, x

j
g) =

{
k̃g(xi

g, x
j
g)，xi

g和x j
g都有值

0，其他
(9)
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k̃g(xi
g, x

j
g)

k̃g(xi
g, x

j
g) = exp(−(x j

g− xi
g)

2/2σg
2), g = 1,2, · · · ,d

σg g

式中 为核函数。在本文中采用高斯核函

数 。 其

中 是应用在第 维特征的核函数参数。

I = 0

在去除训练数据集中由缺失特征所导致的总

分类误差后，式 (6) 原问题的优化目标本质上可

以看作是最小化所有完整特征所导致的总分类误

差。即当训练数据集的所有样本中都没有缺失值

时，任意的 ，式 (6) 会简化为式 (3) 中的 LSSVM+
模型。

为了得到式 (6) 的解，令

f (x) =
n∑

t=1

αt(⟨w,ϕ(xt)⟩+b+ et − yt) (10)

g(x∗) =
n∑

t=1

βt(
⟨
w∗,ψ(x∗t )

⟩
+b∗− ξt) (11)

构造其拉格朗日函数为
L (w,w∗,b,b∗,α,β) = J(w,w∗,b,b∗) − f (x) − g(x∗) (12)

αt,βt, t = 1,2, · · · ,n通过引入拉格朗日乘子 ，根

据 KKT 条件，可以得：

∂L
∂w
= 0→ w =

n∑
i=1

αiϕ(xi) (13)

∂L
∂b
= 0→

n∑
i=0

αi = 0 (14)

∂L
∂w∗
= 0→ w∗ =

n∑
i=1

βiψ(x∗i ) (15)

∂L
∂b∗
= 0→

n∑
i=0

βi = 0 (16)

∂L
∂et
= 0→ et =

1
λ

(αt −βt)+
d∑

g=1

VgI t
g (17)

∂L
∂ξt
= 0→ ξt =

1
λ
αt −

(
1
λ
+

1
C

)
βt (18)

∂L
∂αt
= 0→ ⟨w,ϕ(xt)⟩+b+ et − yt = 0 (19)

∂L
∂βt
= 0→ ⟨

w∗,ψ(x∗t )
⟩
+b∗− ξt = 0 (20)

t = 1,2, · · · ,n
w et

w∗, ξt

结合式 (13)、(17) 和 (19)，消去 和 , 结合式 (15)、
(18) 和 (20)，消去 后，得到线性等式：

n∑
i=1

d∑
g=1

αiϕ(xi
g)ϕ(xt

g)+b+

1
λ

(αt −βt)+
d∑

g=1

VgI t
g

 = yt

(21)

1
ρ

n∑
i=1

d∗∑
g=1

βiψ(xi
g
∗)ψ(xt

g
∗)+b∗−

(
1
λ
αt −

(
1
λ
+

1
C

)
βt

)
= 0

t = 1,2, · · · ,n
(22)

结合式 (14)、(16) 可进一步将式 (21) 和式 (22)

写成紧凑矩阵形式：

Ω+
1
λ

E 1 −1
λ

E 0

1T 0 0T 0

−1
λ

E 0
1
ρ
Ω∗+

(
1
λ
+

1
C

)
E 1

0T 0 1T 0




α
b
β
b∗

 =


y−
d∑

g=1

VgIg

0
0
0



(23)

α β α = (a1,

a2, · · · ,an)T β = (β1,β2, · · · ,βn)T y

y = (y1,y2, · · · ,yn)T 1 = (1,1, · · · ,1)T 0 = (0,0, · · · ,
0)T Ig I g Ig = (I1

g , I
2
g , · · · , In

g )T E

Ω Ω∗

式中： 、 是拉格朗日乘子组成的向量，

， ； 是样本的标签所组成

的向量， ； ；

； 是矩阵 的第 列， ； 是单位

矩阵； 和 分别是样本特征空间和特权特征空

间的核函数矩阵，可用式 (7)、(8) 求出。
α

b
β

b∗

 = P


y−

d∑
g=1

VgIg

0
0
0


(24)

P = Q−1 Q式中： ， 是式 (23) 中等号左侧的第 1 项。

Vg αb

w
依据式 (24)，若已知所有 的值，便可求出 ，

进而可根据式 (13) 重构权重向量 。最后可得到

P-LSSVM 的决策函数为

y(xt) =
n∑

i=1

d∑
g=1

αikg(xi
g, x

t
g)+b+

d∑
g=1

VgI t
g (25)

xt y(xt)

xt

d∑
g=1

VgI t
g =

0

式中： 是输入的未知样本， 是决策函数的预

测值。如果未知样本 是完整的，那么有

，决策函数就会被简化。

V=（V1,V2, · · ·,Vd）

V
V

令 ，若要得到式 (25) 中的决策

函数，需要得到 的值。本文采用留一交叉验证

这一无偏估计方法通过迭代来求出 的最优值。

定义：[
α′T b′ β′T b∗′

]T
= P

[
yT 0 0T 0

]T
(26)[

α′′T b′′g β
′′T b∗g

′′
]T
= P

[
Ig

T 0 0T 0
]T

(27)

由式 (24) 可得：

α = α′−
d∑

g=1

Vgα
′′
g (28)

结合式 (28) 和决策函数式 (25)，有：

y(xt) =
n∑

i=1

d∑
l=1

a′i − d∑
g=1

Vgα
′′
gi

kl(xi
l, x

t
l)+b+

d∑
g=1

VgI t
g (29)
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α V

V α

xt

ỹt = y(xt) yt xt

ỹtyt V

V ỹtyt

从式 (28) 可以看出， 和 存在线性关系，只

要确定了一组 的值， 的值也可被确定。随后便

可使用式 (29) 作为决策函数求出样本 的预测值

。 是样本 的标签值，对于在训练集中

所有的样本，能使 取正值的值，即为 的最优

值。但是如果在优化 时只考虑到 的正负，可

能产生具有许多局部极小值的非凸解。因此，本

文中使用了一种类似于 hinge 损失的损失函数：

l(ỹt,yt) = |1− ỹtyt |+ =∣∣∣∣∣∣∣1− yt

 n∑
i=1

d∑
l=1

α′i − d∑
g=1

Vgα
′′
gi

kl(xi
l, x

t
l)+b+

d∑
g=1

VgI t
g


∣∣∣∣∣∣∣
+

(30)

|l|+ = max{ 0,l}
ỹt

yt

式中 。式 (30) 中的损失函数给出了

误分类损失的凸上界，它更偏好可使 绝对值不

小于 1 且与 同号的解。

最后可以得到目标函数为
n∑

t=1

l(ỹt,yt) s.t. ∥V∥2 ⩽ B (31)

∥·∥2
V V

V

在约束条件中，B是一个常数， 是施加在

向量 上的 L2 范数，用来保证 的解存在。本文

使用次梯度投影法实现对 的优化。

V V

α b

y(x)

P-LSSVM 的伪代码如下所示。先初始化，然

后通过次梯度投影法实现对 的优化，在确定 的

最优值后，可以方便地计算出 P-LSSVM 的 和 ，

最后可得到 P-LSSVM 的决策函数 。

P-LSSVM 算法

α′,α′′g , Ig,g = 1,2, · · · ,d输入　 。

V← 0, t′← 1初始化：

Repeat：
For t 1 to n by 1:
x_train← {xm|m = 1,2, · · · , t−1, t+1, · · ·n} 

x_train V α

b xt

使用 ， 及式 (28) 求出 LSSVM+的 和

，得到其决策函数关于 的预测值：

ỹt =

n−1∑
i=1

d∑
l=1

αik(x_traini
l, x

t
l)+b+

d∑
g=1

VgI t
g 

End
dt = 1{ỹtyt > 0} t = 1,2, · · · ,n，  
For g 1 to d by 1:

Vg = Vg−
 1
√

t′

n∑
t=1

dtyt

 n∑
i=1

d∑
l=1

α′′gikl(xi
l, x

t
l)− I t

g


 

End
∥V∥ > B V← (V ∗B)/∥V∥2If  then 

End if
t′ = t′+1 
Until convergence

V α b使用式 (28) 由 求出 P-LSSVM 的 和 ，得到

P-LSSVM 决策函数：

y(x) =
n∑

i=1

d∑
g=1

αikg(xi
g, xg)+b+

d∑
g=1

VgIg 

V← norm(|V|) 
V y(x)输出　 ， 。

V
V

V

P-LSSVM算法将处理缺失数据与构建分类模型同

时进行。首先在 LSSVM 中引入 LUPI，利用特权

信息对 LSSVM 进行引导，可以保证不完整特征

中误差和特权信息误差的相似，反映出由特征的

局部数据缺失所带来的对整体分类性能的影响。

选用可加性核作为算法的核函数，使算法可对每

一维特征上由缺失值所带来的误差分别进行统

计。利用这一特性，在 LSSVM+中的约束条件里

引入了分类误差上界 ，最后采用留一交叉验证

的无偏估计方法通过迭代来求出 的最优值，对

缺失值的处理包含在对 的优化过程中。上述的

同时进行指的是在构建分类器的同时，通过对不

同特征的缺失值带来的分类误差上界进行优化，

改善模型的性能，而无需在建模前先对缺失值进

行处理。 

2.3    包含缺失值的特征的重要性

Vg

g

Vg

g

g

在本文提出的 P-LSSVM 中， 被定义为由于

第 维特征数据的缺失所导致的总分类误差上界，

由提出留一交叉验证法迭代求出， 的大小揭示

了包含缺失值的第 维特征对于分类性能所造成

的影响，它提供了在分类模型中第 维特征的相对

重要性。此相对重要性可以对数据收集过程提供

指导。共考虑以下 3 种情况：

Vg g1）如果 等于 0，可以将由第 维特征数据缺

失对分类性能所能造成的影响视为是无关紧要的，

其缺失数据造成的影响相对其他特征是最小的。

Vg g

g

g

2）如果 小于一个给定的阈值，由第 维特征

数据的缺失所带来的分类误差较小，说明第 维特

征数据的缺失对分类性能所能造成的影响较小，

即第 维特征相对其他具有较大值的特征是不重

要的，在模式分类过程中起到的效果要小于其他

特征，在收集数据时不用太过关注。

Vg g

g

g

3）如果 大于一个给定的阈值，由第 维特征

数据的缺失所带来的分类误差较大，说明第 维特

征数据的缺失对分类性能所能造成的影响更大，

即第 维特征相对其他具有较大值的特征是更重

要的，在模式分类过程中起到了更大的效果。在

收集数据时要比其他特征更慎重的对待，尽量先

保证其数据的完整。

Vg g是作为衡量第 维特征对分类性能影响程
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Vg g

V
Vg

g

度的指标， 的值越大，第 维特征的缺失对分类

性能造成的影响越大。为了凸显出缺失特征之间

的相对重要程度，在本算法中对 取绝对值后应

用了归一化。 的大小，说明了包含了缺失值的

第 维特征对分类性能的相对影响的大小。 

3   实验结果与分析

为了验证本文提出的 P-LSSVM 的有效性，

将 P-LSSVM 与 4 种面向缺失数据的算法分别在

German (UCI german credit)、Fire（fire dataset）等公

开数据集上的表现进行对比。不同于处理缺失数

据和建模同时进行的 P-LSSVM，对比算法采用了

先处理缺失数据，再对处理后的数据使用 LSS-
VM 进行建模这一常用策略。在 3.3.1 节给出了

实验的结果，证明了 P-LSSVM 的有效性。此外，

为了说明 P-LSSVM 确定的特征相对重要性对于

改善数据质量的贡献，在 3.3.2 节给出了使用 P-
LSSVM 对 German 数据集进行的案例研究。

表 1 汇总了数据集的相关信息。所有实验均在

同一环境下完成，处理器为 AMD Ryzen 74 800U，

内存 16 GB，在 Windows10 环境下配置 Python3.9.0。
 

  
表 1    数据集相关信息

Table 1    Dataset descriptions
 

数据集 样本数 特征数

German 1 000 20

Australian 690 14

Fire 243 13

Surgery 470 16

Wine 178 12

Diabetes 1 151 19

Fertility 100 9

Pima 769 8
  

3.1    数据集预处理

为了进行仿真实验，在实验中为所有数据集

设置一个缺失信息矩阵 I，在样本数据中以随机

的方式选取一部分的数据作为缺失的数据，在

I 中记录缺失情况。此外，为了防止数据的缺失

将样本完全破坏，出现无法分类的情况，规定每个

数据集最多可缺失 10% 的信息。German 数据集

是 UCI 德国信用数据集。可用来根据个人财务

情况来预测贷款客户违约倾向。Fire 数据集中前

3 个特征不使用。Wine 数据集将通过划分将第

1 种葡萄酒设定为正例，将其余 2 种葡萄酒合并

后设定为负例。 

3.2    实验设计

本文进行的实验的主要目的是与使用了不同

的缺失数据处理策略 LSSVM 相比，评估所提出

的 P-LSSVM 的性能，对比算法有：1）特征删除

LSSVM：把包含了缺失值的特征移除 , 再对处理

后的数据用标准 LSSVM 进行建模。2）样本删除

LSSVM：把含有缺失值的样本移出数据集 , 再对

处理后的数据用 LSSVM 进行建模。3）均值填充

LSSVM：若一个样本的某个特征含有缺失值，可

使用其余完整样本在此特征的平均值来填充此缺

失值 ,再对处理后的数据用 LSSVM 进行建模。

4）最近邻填充 LSSVM：从完整样本中选取距离缺

失特征数据的样本最近的样本来估算缺失的特征

信息 , 再对处理后的数据使用标准 LSSVM 进行

建模。

σl l

l

为了保证公平性，本文提出的 P-LSSVM 算法

与对比方法都采用加性高斯核函数。 是应用在第

维特征的核函数参数，取第 维特征的方差[23]。

ρ {10−2,10−1,100,101,102}

C {10−4,10−3,10−2,10−1,100,

101,102,103,104}
λ {10−2,10−1,100,101,102}

LUPI 的超参数 在 中搜

索选取最优值，基于对式 (13) 的观察，为了保持

量纲的一致性，超参数 在
[23] 搜索选取最优值。所有的算法

的正则化参数 都在 中搜索

选取最优值。

在实验中使用了五折交叉验证策略，以确保

数据集中的每个样本都有机会用于训练集和测试

集，减少可能会导致过拟合或欠拟合的偏差的影

响。本文将数据集随机分成 5 个子集。该模型使

用 4 个子集构建，并在剩余的 1 个子集上进行测

试。采用五折交叉验证中准确度的平均值和标准

差作为分类性能的评估。 

3.3    实验结果分析

表 2 和图 2 给出了 P-LSSVM 和对比算法的

关于平均准确率和标准差的实验结果，接下来将在

3.3 节对实验结果进行分析和讨论。为了对 P-LSSVM
还可得到不完整特征的重要性这一优势进行说

明，以 German 数据集为例进行了案例研究，具体

说明如何使用 P-LSSVM 对特征的相关重要性进

行分析，区分出更重要的特征，用以指导数据收

集。总体而言，本文提出的算法不但在平均测试

精度上优于对比算法，而且可以同时获得特征数

据的缺失对于分类预测的影响，即特征的相对重

要性这一额外成果。 

3.3.1   分类性能分析

结合表 2 和图 2，容易观察到：

1）在大多数数据集上，与先修复缺失数据，
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再对处理后的数据使用标准 LSSVM 建模的算法

相比，本文提出的算法取得了更好的分类性能。这

表明本文提出的算法能够对缺失数据进行分类，

证明了其有效性。2）在 Diabetes 数据集上，样本

删除 LSSVM 算法的性能比其他算法更好。这可

能是因为 LSSVM 对噪声的敏感性较高，而被丢

弃的样本上具有噪声，即在将缺失数据样本移出

数据集时，将较多的异常样本移除了，因此样本

删除增强了分类性能。

需要强调的是，P-LSSVM 还提供了关于缺少

数据的特征的相对重要性信息，具有指导数据收

集的优势，这是其他对比方法都无法做到的。
 

  
表 2    5 种算法在 8 个数据集上的实验结果

Table 2    Performance of the five algorithms on eight datasets
 

数据集 P- LSSVM
对比算法

特征删除LSSVM 样本删除LSSVM 均值填充LSSVM 最近邻填充LSSVM

German 0.769 0±0.022 2 0.701 0±0.027 8 0.710 0±0.042 6 0.761 0±0.020 3 0.751 0±0.020 8

Australia 0.837 6±0.022 7 0.682 6±0.035 3 0.673 1±0.052 5 0.775 3±0.033 3 0.797 1±0.027 0

Fire 0.979 1±0.013 1 0.858 3±0.084 7 0.957 1±0.034 9 0.950 0±0.028 2 0.975 0±0.024 2

Surgery 0.853 1±0.020 6 0.853 1±0.023 6 0.852 6±0.037 6 0.851 0±0.024 2 0.851 0±0.051 2

Wine 0.977 1±0.011 4 0.965 7±0.011 4 0.921 5±0.036 6 0.960 0±0.038 7 0.960 0±0.029 1

Diabetes 0.676 5±0.024 3 0.584 3±0.023 1 0.692 7±0.028 0 0.628 6±0.014 1 0.681 7±0.018 1

Fertility 0.900 0±0.077 4 0.880 0±0.074 8 0.866 6±0.066 6 0.880 0±0.074 8 0.880 0±0.074 8

Pima 0.741 1±0.025 3 0.679 7±0.036 2 0.723 0±0.051 7 0.725 4±0.018 4 0.722 8±0.006 6
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图 2    5 种方法在 8 个数据集上的准确率

Fig. 2    Accuracy of five methods on eight datasets
 
 

表 3 列出了 P-LSSVM 和次优方法最近邻填

充 LSSVM 的训练时间和测试时间。

由表 3 可知，对 P-LSSVM 的训练需要花费更

多的时间成本，这是因为训练 P-LSSVM 时需要额

外对特权信息进行训练和确定维度的重要性，但

额外的运算也使 P-LSSVM 在平均测试精度上优

于对比算法，还能同时得到缺失特征的重要性这

一额外成果。此外，与最近邻填充 LSSVM 相比，

P-LSSVM 的测试时间更短。也就是说，一旦训练

完成，P-LSSVM 在应用时更有优势。所以本文认

为时间成本的增加是可以接受的。当然，如何有

效地降低 P-LSSVM 的训练时间也将是本文下一

步的研究重点。
  

表 3    P-LSSVM 和 最近邻填充 LSSVM 模型的计算时间
 

Table 3    Calculation time of  P-LSSVM and LSS-
VM with KNN on each adopted dataset s

 

数据集
P-LSSVM 最近邻填充LSSVM

训练 测试 训练 测试

German 920.413 8.183 221.794 15.707

Australia 209.955 2.072 65.394 5 2.465

Fire 32.345 0.172 8.864 0.306

Surgery 144.513 1.186 35.046 1.809

Wine 13.466 0.116 5.305 0.215

Diabetes 846.404 7.013 191.215 12.682

Fertility 5.453 0.030 4.156 0.049

Pima 108.595 1.723 47.571 2.528
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3.3.2   German 数据集上的案例研究

Vg Vg

如 2.3 节所述，缺失特征对于分类预测的影

响可用分类过程中获得的 值表示， 的值越大，

说明相对于其他特征信息的缺失，第 g维特征的

信息的缺失对于分类预测的影响更大，所以它更

加重要。可以依据此相对重要性来引导数据收集

过程。

Vg

在表 4 列出了 German 数据集的所有不完整

特征的相对重要性，表 4 的第 1 列是特征名 (长特

征名用首字母缩写)，第 2 列是特征的 的值。由

表 4 知，在所有缺失数据的特征中，“property”特
征的值最高，说明“property”特征比其他特征更

重要。因此可推断，“property”对预测客户的贷

款违约倾向非常重要，其缺失数据的影响非常显

著。反之，如“Credit history”和“purpose”的值较

低，表明客户的既往信用历史和贷款目的特征对

预测客户的贷款违约倾向不如其他特征重要，缺

失数据的影响最小。此外，综合来看，与客户长

期资产相关的特征 (如“property”、“present resid-
ence”) 的值要高于与客户流动资产相关的特征

（如“savings”、“present employment”、），而它们

又都大于无关客户资产信息的特征（如“person-
al”、“other debtors”）的值。
 

  
表 4    在 German 上具有缺失值特征的影响

Table 4    Effects of incomplete features on German
 

特征名 相对重要性

property 1.000 0

Installment rate 0.897 0

present residence
savings

present employment
CAS

Credit amount
duration
personal

other debtors

0.850 4
0.522 5
0.519 0
0.476 6
0.471 0
0.456 0
0.354 4
0.191 7

purpose 0.107 4

Credit history 0
 
 

分析结果表明，为了改善 German 数据集的质

量，在收集数据时，应更多地关注与客户资产相

关的特征，资产相关的特征中最值得关注的是与

长期资产相关的特征，尽量保证此类特征的完整。

表 5~11 中列出了其他数据集的不完整特征的相

对重要性，篇幅所限，仅降序列出了每个数据集

中最重要的 3 个特征和最不重要的 2 个特征。
  

表 5    在 Australian 上具有缺失值特征的影响
Table 5    Effects of incomplete features on Australian

 

特征名 相对重要性

A4 1.000 0

A6 0.931 7

A8 0.645 1

A3 0.383 5

A10 0
 
 

 

  
表 6    在 Fire 上具有缺失值特征的影响

Table 6    Effects of incomplete features on Fire
 

特征名 相对重要性

FWI 1.000 0

ISI 0.883 3

FFMC 0.675 4

DC 0.397 1

BUI 0
 

 

  
表 7    在 Surgery 上具有缺失值特征的影响

Table 7    Effects of incomplete features on Surgery
 

特征名 相对重要性

PRE25 1.000 0

PRE19 0.975 4

PRE7 0.908 4

PRE17 0.098 9

PRE10 0
 

 

  
表 8    在 Wine 上具有缺失值特征的影响

Table 8    Effects of incomplete features on Wine
 

特征名 相对重要性

Malic acid 1.000 0

Alcohol 0.684 5

Flavanoids 0.592 6

Alcalinity of ash 0.035 7

Ash 0
 

 

  
表 9    在 Diabetes 上具有缺失值特征的影响

Table 9    Effects of incomplete features on Diabetes
 

特征名 相对重要性

7th 1.000 0

6th 0.877 6

1th 0.822 2

13th 0.173 0

3th 0
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表 10    在 Fertility 上具有缺失值特征的影响
Table 10    Effects of incomplete features on Fertility

 

特征名 相对重要性

Age 1.000 0

Childish 0.615 6

Season 0.486 8

Surgical 0.295 7

Accident 0
 
 

 

  
表 11    在 Pima 上具有缺失值特征的影响

Table 11    Effects of incomplete features on Pima
 

特征名 相对重要性

Pregnancies 1.000 0

Glucose 0.889 8

Insulin 0.442 4

BMI 0.135 3

Blood Pressure 0
  

4   结束语

针对机器学习研究中常见的数据缺失问题，

本文提出了一种新的基于 LUPI 的可加性 LSSVM
（P-LSSVM），以使用特权信息对学习过程进行引

导的思路来处理缺失数据。传统的数据处理分类

算法会先对数据进行填充后再构建决策模型，在

本文提出的算法中，缺失数据的处理过程和决策

函数的构建过程都是在特权信息的引导下同时进

行的。实验结果证实了 P-LSSVM 对于具有缺失

数据的数据集中分类问题的有效性。此外，P-LSSVM
还可同时获得包含缺失数据的特征对于分类性能

的影响的评估，可为收集数据提供引导来保证数

据质量。尽管 P-LSSVM 有着令人满意的分类性

能，但其训练时间还可以进一步优化，这也是我

们下一步的研究方向。此外，P-LSSVM 是从特征

角度来构建模型，下一步将探索从样本角度出发

构建模型的可能性。
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