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摘    要：针对传统教与学算法存在易陷入局部最优、收敛速度慢和求解精度低等问题，提出一种融合经验反思

机制的教与学优化算法 (empirical reflection teaching learning based optimization, ERTLBO)。首先在教学阶段引入

经验反思机制，遴选精英个体引导普通个体向教师靠近，提高班级整体水平，从而提高算法全局探索能力。其

次在学习阶段引入动态自适应权重，能够根据学生的适应度值对位置进行自适应扰动，进而实现个体位置的动

态更新，提高算法跳出局部最优的能力。仿真实验选取 23 个基准测试函数对 ERTLBO 同其他变体和流行算法

进行性能测试。实验结果表明，ERTLBO 算法具有更好的寻优性能和求解稳定性。最后，通过 2 个工程设计问

题进一步验证 ERTLBO 解决实际问题的有效性和优越性。
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Teaching and learning optimization algorithm based on
empirical reflection mechanism
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Abstract: In this paper, an empirical reflection teaching learning based optimization (ERTLBO) algorithm is proposed
to solve the problems of easy falling into local optimum, slow convergence speed and low accuracy in traditional teach-
ing-learning-based optimization. Firstly, the empirical reflection mechanism is introduced in the teaching stage to select
elite individuals, guide ordinary individuals to approach teachers, and improve the overall level of the class, so as to im-
prove the overall exploration ability of the algorithm. Secondly, the dynamic adaptive weight is introduced in the learn-
ing stage, which can adaptively disturb the position according to the fitness value of students, so as to realize dynamic
updating of individual position and improve the ability of the algorithm to jump out of local optimum. In the experiment,
23 benchmark functions are selected to test the performance of ERTLBO, variant, and popular algorithms. Experimental
results show that ERTLBO has better optimization performance and solution stability. Finally, the effectiveness and su-
periority of ERTLBO in solving practical problems are further verified through two engineering design problems.
Keywords: teaching and learning-based optimization; empirical reflection mechanism; dynamic adaptive weight; meta-
heuristic algorithm; benchmark functions; pressure vessel design problem; welded beam design problem; Wilcoxon
rank-sum test
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轭梯度法等传统优化方法已经不能满足实际需

求。因此，许多研究者受自然启发，通过模仿生

物或物理现象提出了各种元启发式优化算法。与

传统优化算法不同，元启发式优化算法概念简

单，不需要梯度信息，灵活且易于实现，可广泛应

用于不同领域下的各类优化问题[1-3]。其中，教与

学优化算法 (teaching-learning-based optimization,
TLBO)[4] 是印度学者 Rao 等于 2011 年提出的一种

以班级内教师教学和学生学习为设计思想的群体

智能优化算法，该算法将优化求解空间模拟为一

个班级，而班级里的每位学生就对应于解空间中

的搜索个体，每个学生的成绩对应于解的适应度

值，教师则代表当前整个群体中适应度值最好的

解。该算法思想清晰，来源于基本的教育理论和

教育方法，原理简单且参数较少，具有较快的收

敛速度，已被成功应用于多个学术或工业领域，

如：天线优化设计 [5]、电力系统优化调度 [6]、结构

可靠性分析[7]、手势识别技术[8] 等。然而，无免费

午餐理论[9] 指出没有一种算法能独立解决所有的

优化问题，即每种优化算法都具有其自身的优势

和局限性，只能在某些领域中表现出较好的效

果。因此，不断有学者提出各种新颖或改进的优

化算法试图解决不同的优化问题。

李丽荣等 [10] 提出了一种基于头脑风暴策略

的改进教与学优化算法，在学习阶段选择优秀的

学生个体与当前个体进行头脑风暴式学习，提高

算法开发能力。欧阳城添等 [11] 提出一种改进天

牛须搜索的教与学优化算法，在教学阶段引入天

牛须搜索，提高解的精度，学习阶段利用混合变

异，提高算法跳出局部最优能力。李丽荣等[12] 为

克服算法易出现早熟收敛和搜索精度差的问题，

在教学部分引入自适应因子，提高教师自身学习

能力，很好的保持了种群的多样性。Lakshmi 等[13]

提出一种鲸鱼与教与学混合优化算法，在 23 个基

准测试函数表现出一定求解能力，并将其应用于

面部情绪识别领域。Xu 等 [14] 提出基于动态反向

学习的教与学优化算法，利用非对称搜索空间显

著提高了种群获得全局最优解的概率，整体上提

高了种群的开发能力。Tsai 等 [15] 在教学和学习

阶段引入不同的突变策略来提高算法探索与开发

能力。Shukla 等 [16] 引入混沌映射与动态自适应

权重提高种群多样性与收敛能力，并应用于目标

分类中。Taheri 等[17] 提出一种平衡教与学优化算

法，引入辅导阶段和重启阶段平衡算法探索和开

发能力。

上述研究方法对 TLBO 的收敛速度与收敛精

度均有改善，但上述诸多研究思想都是从数学公

式的改进或者融入一些生物机制角度进行算法效

果的提升，往往与原算法作者提出的教育学理论

不一致，忽视了元启发式算法的设计初衷。本文

的主旨在于吸收学习教育学的基本理论和思想，

从教育学原理角度对教师的教和学生的学进行改

进，利用当下主流的教育思想来设计算法的改进

公式，提出一种融合经验反思机制的教与学优化

算法。在教学阶段引入经验反思策略，鼓励精英

个体引导普通个体向最优位置靠近，使得不同类

型个体之间具有更强的联系，从而提升班级整体

水平。学习阶段引入动态自适应权重，根据个体

适应度值进行位置扰动，实现动态位置更新，提

升算法避免早熟收敛能力，提高收敛精度。通过

23 个测试函数、Wilcoxon 秩和检验、焊接梁设计

问题以及压力容器设计问题进行测试实验，实验

结果表明改进算法具有更优越的寻优性能和鲁棒

性，解决实际工程问题时效果显著。 

1   教与学优化算法

教与学优化算法主要灵感来源于课堂上教师

教学行为与学生的学习行为。TLBO 将种群集合

称为班级，种群中个体称为学生，当前适应度值

最佳的个体称为教师。该算法具体过程分为教师

教学阶段与学生学习阶段。 

1.1    教学阶段

在教学阶段，教师向学生传授知识，以提高班

级的整体水平。考虑到教学成果受到班级平均成

绩影响，因此位置更新方式表达为

Xnew
i (t+1) = Xi(t)+ rand× (Xteacher(t)−TF ×Xmean(t)) (1)

式中：Xi
new(t+1) 与 Xi(t) 分别学习后的个体与学习

前的个体； rand 表示均匀分布在 0~1 的随机数；

Xteacher(t) 代表种群内最佳个体，称为教师；TF 称为

教学因子，随机确定为 1 或 2；Xmean(t) 是种群平均

位置。 

1.2    学习阶段

在学习阶段，学生之间相互交流，来提高自己

的成绩。具体来说，学生 Xr1(t) 随机选择 Xr2(t) 进
行交流学习，比较学习成绩，选出学习优秀的学

生引导另一位学习，其数学表达式为

Xnew
i (t+1) =


Xold

i (t)+ rand× (Xr1(t)−Xr2(t)),
f (Xr1(t)) > f (Xr2(t))
Xold

i (t)+ rand× (Xr2(t)−Xr1(t)), 其他
(2)

其中， f(·) 表示需要优化的目标函数；X r1( t) 与
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Xr2(t) 代表 2 个随机个体。TLBO 算法伪代码如下

所示。

1) 设置种群规模 N，当前迭代次数 t，最大迭

代次数 T
2) 初始化种群位置

3) While t < T
4) 计算个体适应度值并选取最佳个体为教师

5) For i = 1 to N
6) 教学阶段：通过式 (1) 更新种群位置

7) 学习阶段：通过式 (2) 更新种群位置

8) End For
9) t = t+1
10) End While 

2   融合经验反思机制的教与学优化
算法

 

2.1    经验反思教学模式

教与学算法在教学阶段强调学生从教师的授

课中获得知识。依据教学相长理论，教师需要不

断提升自身素养才能促进学生不断学习。原算法

中的策略是教师依据学生的平均成绩进行教学，

然而这种教学模式没有获得学生反馈，无法根据

学生所学情况进行教学模式的调整。同时，该模

式也没有考虑更多学生个体不同的个性情况，容

易以点盖面片面地对学生进行教授。这种情况是

由于当下缺少一种教师对学生学习情况经验反思

的机制导致的。现有的机制并不能够保障将获得

的成功的教学经验或者失败的经验吸收转化，忽

视了持续改进的作用，从而无法进一步提升教学

质量（水平）。因此本文改进思想正是在教学阶

段加入一个基于经验反思的机制，通过反思教师

可以对学生的学习行为进行及时监控，根据学生

学习情况对自身进行有效调整，从而可以保证教

学效果的持续改进，因此融入反思机制的教与学

算法，相比于其他算法，具有循环增强和持续改

进的特点。

在标准教与学算法的教学阶段中，教师向学

生传授知识，希望整体平均位置向教师靠近，从

而提高全班的平均成绩。然而，该模式下可能会

导致算法探索能力不强，影响实际寻优效果。针

对这一问题，提出一种经验反思策略，根据不同

学生的学习情况调整教学方式，提高整体教学质

量，具体描述如下：

Xnew
i (t+1) = Xold

i (t)+ e −10t
T × (Xteacher(t)−Xr3(t))+

rand× (Xbp(t)−Xnp(t))
(3)

式中：T 为最大迭代次数；Xr3(t) 代表随机个体位

置；Xbp(t) 与 Xnp(t) 分别代表成绩排名前 30% 与后

70% 的随机个体（即适应度排名前 30% 和后

70% 的个体）。

由上述可知，在完成教学阶段后，教师会对学

生成绩（适应度值评估）进行观测并收集反馈意

见，记录成绩没有提升的学生个体数量。若学生

数量没有超过该班级学生总数量的 60%（反思阈

值 R），即大部分个体适应度值均不理想。此时教

师对自己的教学行为进行反思，依据不同层次的

学生来调整教学模式，对剩下的个体进行经验反

思式教学，选拔优秀适应度值个体辅导普通个

体，使整体种群位置朝最优点靠近，进而提高整

体的学习质量。 

2.2    动态自适应学习模式

在学习阶段中，学生之间互相学习，与其他同

学交流知识，从而提高对知识的理解程度。TLBO
随机选择 2 个学生，比较其适应度值，将优秀学生

的位置减去次优学生，以提高次优学生知识水

平。然而，仅通过随机选取的 2 个体无法有效提

高学生成绩，容易在局部最优值附近停止，导致

算法收敛速度慢。合适的选择动态权值能够加速

算法寻优效果，提高算法收敛速度 [18]。因此，提

出一种动态自适应学习模式，提升算法避免早熟

收敛能力，数学表达式如下：

wi(t)=

k× sin(rand×π )×
(

fi(t)− fmin(t)
favg(t)− fmin(t)

)
, fi(t) ⩽ favg(t)

k, fi(t) > favg(t)
(4)

式中：k 为常量；fi(t) 为第 i 个个体所获适应度值；

fmin(t) 为全局最优适应度值（以求极小值为例）；

favg(t) 为种群平均适应度值。

根据式 (4) 可知，若当前个体适应度值小于种

群平均适应度，惯性权值将较小，对算法的扰动

减小，允许当前个体充分开发邻近区域，提升局

部寻优能力。反之，若当前个体适应度值大于种

群平均适应度时，借助扰动因子 k 可有效扩大搜

索范围，明显增强其全局探索能力。图 1 代表某

个体基于式 (4) 所得自适应权值曲线图，图中自

适应权值呈振荡下降趋势。结合式 (4) 可以看

出，个体适应度值时常小于种群平均适应度值，

因此产生一个较小的权值对位置进行扰动，可令

种群充分开发邻近区域，提升求解精度。为了帮

助个体选择最佳搜索模式，本文经过大量实验分

析，将扰动因子 k 设置为 0.5 最为合适。
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图 1    动态自适应权值曲线

Fig. 1    Dynamic adaptive weight curve
 
 

基于上述分析，本文将动态自适应权重与学

习阶段相结合，提出了改进的动态自适应学习模

式，改进更新公式为
Xnew

i (t+1) ={
wi(t)×Xi(t)+ rand× (Xr1(t)−Xr2(t)), f (Xr1(t)) > f (Xr2(t))
wi(t)×Xi(t)+ rand× (Xr2(t)−Xr1(t)),其他

(5)

e
−10t

T

综上两节，将经验反思机制融合到教学模式

中，允许教师在教学环境中参考不同层次学生的

知识掌握情况，进而调整教学模式。与此同时，

鼓励学习成绩不好的学生 (适应度值排名位于后

40% 个体) 向成绩好的学生学习 (适应度值排名位

于前 60% 个体)，进而提升班级整体成绩，提升算

法的全局探索能力。此外，式 (3) 中的 是从

1 到 0 线性递减的参数，迭代前期主要依靠老师

完成教学任务，但随着迭代次数的增加，一些成

绩好的学生能够与老师互相配合，提升整体适应

度值水平。学习阶段引入动态自适应系数，根据

个体适应度值进行位置扰动，帮助个体调整最佳

搜索模式，从而增加个体找到最优解的几率，同

时有效避免算法易陷入局部最优，提升算法收敛

精度。上述改进策略分别增强了算法的全局探索

与局部开发能力，利用经验反思提升了算法整体

探索能力，迭代前期主要由教师完成教学活动，

当班级整体学习效果不佳时，教师利用经验反思

策略引导学生学习，提升班级整体水平。利用动

态自适应学习系数令个体进行适当扰动，提升了

局部开发能力，避免算法陷入局部极值，使得算

法在全局和局部的能力上达到有效平衡。 

2.3    算法实现

将经验反思机制与动态自适应权重加入到教

与学优化算法中，改进传统教与学优化算法的寻

优能力。ERTLBO 算法伪代码如下，执行流程如

图 2 所示。
 

开始

初始化

计算学生成绩，确定教师

通过式 (4) 计算自适应权重

教师通过式 (1) 进行教学

f(Xnew)< f(X)

count=count+1

count<0.6×N

教师通过式 (3) 进行
经验反思式教学

学生通过式 (5)

互相学习

输出结果

结束

Y

N

Y

N

Y

t >T
N

 
图 2    ERTLBO 算法实现流程图

Fig. 2    Flowchart of ERTLBO algorithm
 
 

ERTLBO 算法如下：
1) 初始化种群规模 N,当前迭代 t，最大迭代次

数 T，反思阈值 count
2) 初始化种群位置
3) While t < T
4) 计算个体适应度值并选取最佳个体为教师
5) 根据式 (4) 计算权重因子 w
6) For i = 1 to N
7) 通过式 (1) 计算种群位置
8) If f(Xnew)<f(X)
9) count=count+1
10) End If
11) If count < 0.6 × N
12) 通过经验反思机制（式 (3)）更新种群位置
13) End If
14) 通过式 (4) 计算种群位置

15) End For
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16) t = t+1
17) End While 

2.4    运算复杂度分析

由 1、2 节内容可知，TLBO 算法运算复杂度

主要取决于以下过程：初始化阶段、适应度值评

估以及种群位置更新阶段。定义种群规模 N、问

题维度 D、最大迭代次数 T。则初始化阶段复杂

度为 O(N×D)，适应度值评估部分复杂度为 O(N×T)。
种群位置更新分为教师教学阶段及学生学习阶

段，运算复杂度为 O(N×D×T)。因此 TLBO 算法运

算复杂度为 O(N×D×T)。同理，ERTLBO 算法运算

复杂度取决于初始化阶段、适应度值评估以及种

群位置更新阶段。初始化阶段复杂度为 O(N×D)，
适应度值评估部分复杂度为 O(N×T)。种群位置

更新分为教学阶段、经验反思教学模式以及学生

相互学习阶段，因此该部分运算复杂度为 O(N×D×
T)。综上所述，ERTLBO 运算复杂度为 O(N×D×T)，
可知改进算法与原始算法运算复杂度相同，并未

对算法产生负面影响。 

3   实验仿真与分析
 

3.1    仿真环境

本次实验环境为 64 位 Windows 10 系统，处

理器型号 Intel(R) Core(TM) i5-9500 CPU,主频为

3.00 GHz，内存 24 GB，使用基于 R2018b 版 MAT-
LAB 实现。为验证本文提出改进算法的有效性，

采用 23 个标准测试函数对 ERTLBO 进行性能测

试 [19]。标准测试函数包括 7 个单峰函数，6 个多

峰测试函数与 10 个固定维多峰测试函数。其中

函数 F1~F7 只有一个全局最优解，验证算法的局

部开发能力与收敛速度。函数 F8~F23 具有多个

局部最优值与一个全局最优值，可验证算法跳出

局部最优与全局搜索能力。因此，通过不同类型

的测试函数，可充分验证算法的寻优性能。 

3.2    对比算法与参数设置

为了更好地验证 ERTLBO 算法性能，本文采

用两组优化算法进行对比。其中一组为 TLBO 改

进算法，如 BASTLBO、ITLBOBSO 与 DSLTLBO。

另一组为目前主流优化算法如 SSA[20]、WOA[21]、

GWO[22] 以及 GA[23]。这些算法被证实具有良好

的寻优能力。为确保实验结果有效性，统一设定

种群规模 N = 3 0，维度 D = 1 0 0，最大迭代次数

T=500，各算法独立运算 100 次进行统计分析。算

法参数设置如表 1 所示。选取平均值、标准差与

Wilcoxon 秩和检验作为评价指标。在解决极小值

问题中，平均值可以反映算法收敛精度与寻优能

力，标准差可以反映算法搜索结果鲁棒性，Wil-

coxon 秩和检验可反映两种算法的显著性差异。
 

  
表 1    各算法参数设置

Table 1    Parameter setting of algorithms
 

算法 参数设置

ERTLBO k=0.5; R=0.6

ITLBOBSO[10]
α= [0.5,1); k=[0.3, 0.6]

BASTLBO[11]
δ=1; d=2

DSLTLBO[12]
k=3

TLBO[4] TF=[1,2]∈N

SSA[20] c1∈[0,1]; c2∈[0,1]

WOA[21] a1=[2,0]; a2=[−2,1]; b=1
GWO[22]

a=[2,0]
GA[23] Pc=0.7; Pm=0.3

 
  

3.3    收敛精度分析

实验结果如表 2 和表 3 所示，其中 Mean 代表

平均值，Std 为标准差，最优结果用粗体标出。从

表 2 数据可以看出，ERTLBO 在求解单峰测试函

数 F1~F4 和 F7 时均达到了全局最优值，收敛精度

分别达到了 10−199、10−106、10−76、10−88 和 10−5 量级，

明显强于其他改进 TLBO 和原始算法。从标准差

上看 ERTLBO 的求解稳定性也强于其他算法，说

明动态自适应学习模式对局部寻优效果有显著增

强。对于 F5 与 F6 函数，ERTLBO 并未收敛至全

局最优值，但平均值和标准差数据仅次于 ITL-
BOBSO 和 BASTLBO。从单峰测试函数结果可以

看出，动态自适应学习模式可根据适应度值对个

体位置进行动态自适应调整，提高算法避免早熟

收敛能力，增强算法求解精度。在多峰测试函数

F8~F13 中，ERTLBO 仍能取得不错的效果。对于

函数 F9~F11，ERTLBO 收敛精度达到理论最优值

且标准差最小。但在求解 F9 和 F11 测试函数时，

有些对比算法同样取得了理论最优值，此时结合

图 3 的收敛曲线可以看出 ERTLBO 更快收敛速

度，说明 ERTLBO 的搜索性能更佳。对于函数

F10，仅有 ERTLBO 收敛到理论最优值。对于函

数 F12~F13，ERTLBO 效果不及 BASTLBO 和 ITL-
BOBSO。在固定维多峰测试函数中，对于函数

F14、F16、F17~F21，ERTLBO 取到理论最优值，仅

有个别函数测试时的稳定性不如对比算法，体现

出 ERTLBO 算法在全局探索上的稳定性。对于

函数 F15，虽未取到理论最优值，但收敛到了更接

近的全局最优值，并且稳定性高。对于函数

F22 和 F23，虽未达到理论最优，但相比基本算法

TLBO，ERTLBO 还是有进步的趋势。综上所述，

经验反思机制与动态自适应权重策略能够有效提

升 TLBO 算法求解精度，赋予算法不错的稳定性，

搜索效率得到提升。
 

·633· 吴迪，等：融合经验反思机制的教与学优化算法 第 3 期

 



 
表 2    ERTLBO 及其对比算法在单峰测试函数实验结果

Table 2    Experimental results of ERTLBO and compared algorithms in unimodal benchmark functions
 

函数 统计值 ERTLBO BASTLBO ITLBOBSO DSLTLBO TLBO SSA WOA GWO GA

F1
Mean 4.86×10−199 1.93×10−17 1.35×10−100 2.29×10−78 3.52×10−71 1.38×103 2.34×10−71 1.57×10−12 3.45×104

Std 0.00 5.66×10−18 4.54×10−100 4.87×10−78 4.69×10−71 3.70×102 1.21×10−70 1.33×10−12 7.87×103

F2
Mean 8.93×10−106 5.23×10−8 9.10×10−50 4.88×10−40 2.81×10−36 4.73×101 5.15×10−49 4.24×10−8 1.60×102

Std 2.13×10−105 5.57×10−9 2.56×10−49 2.76×10−40 1.89×10−36
7.79 2.88×10−48 1.55×10−8 6.94×101

F3
Mean 9.54×10−76 1.12×10−16 2.71×10−53 2.45×10−34 1.44×10−6 5.14×104 1.07×106 5.78×102 1.43×105

Std 7.68×10−75 1.05×10−16 8.95×10−37 8.85×10−34 4.52×10−6 2.44×104 3.26×105 6.51×102 5.89×104

F4
Mean 2.18×10−88 1.21×10−5 8.09×10−50 1.03×10−35 3.01×10−29 2.75×101 7.55×101

1.01 3.96×101

Std 4.80×10−88 1.39×10−5 2.70×10−49 7.32×10−36 2.31×10−29
3.18 2.58×101

1.28 4.67

F5
Mean 9.61×101

1.47 4.88×10−2 9.75×101 9.63×101 1.76×105 9.82×101 9.80×101 2.65×107

Std 1.03×10−1 9.17×10−1 2.38×10−2 7.24×10−1 8.27×10−1 8.36×104 1.93×10−1 5.66×10−1 1.26×107

F6
Mean 1.92×101 5.14×10−7

5.08 6.89 2.18 1.47×103
4.07 1.00×101 3.61×104

Std 9.95×10−1 3.52×10−7
1.09 1.01 5.37×10−1 4.87×102

1.16 1.00 8.79×103

F7
Mean 2.38×10−5 7.99×10−4 3.37×10−4 2.28×10−4 1.47×10−3

2.82 3.84×10−3 6.87×10−3 3.99×101

Std 2.14×10−5 3.47×10−4 2.23×10−4 1.30×10−4 4.92×10−4 6.88×10−1 4.39×10−3 2.58×10−3 1.88×101

 
 

  
表 3    ERTLBO 及其对比算法在多峰测试函数实验结果

Table 3    Experimental results of ERTLBO and compared algorithms in multimodal benchmark functions
 

函数 统计值 ERTLBO BASTLBO ITLBOBSO DSLTLBO TLBO SSA WOA GWO GA

F8
Mean −7.49×103 −2.31×104 −9.59×103 −1.83×104 −1.72×104 −2.17×104 −3.49×104 −1.64×104 −7.49×103

Std 6.57×102 3.93×103 7.17×102 3.13×103 3.92×103 1.72×103 5.95×103 2.58×103 1.11×103

F9
Mean 0.00 2.03×102 1.59×101

0.00 8.69 2.34×102 2.27×10−15
8.73 8.57×102

Std 0.00 3.35×101 3.67×101
0.00 3.40×101 4.42×101 2.27×10−14

7.38 4.87×101

F10
Mean 8.88×10−16 1.04×10−8 9.24×10−16 4.44×10−15 6.71×10−2 1.02×101 3.98×10−15 1.29×10−7 1.54×101

Std 0.00 6.36×10−9 3.55×10−16
0.00 6.71×10−1

1.23 2.46×10−15 5.12×10−8 8.04×10−1

F11
Mean 0.00 5.70×10−7

0.00 0.00 0.00 1.42×101 3.64×10−3 4.74×10−3 3.33×10+2

Std 0.00 5.70×10−6
0.00 0.00 0.00 4.00 3.64×10−2 1.04×10−2 7.52×101

F12
Mean 7.11×10−1 3.11×10−4 1.51×10−1 9.22×10−2 2.08×10−2 3.56×10+1 5.29×10−2 2.94×10−1 7.80×10+6

Std 8.94×10−2 3.11×10−3 4.29×10−2 2.64×10−2 7.26×10−3 1.14×10+1 2.61×10−2 8.10×10−2 7.53×10+6

F13
Mean 9.97 2.09×10−3 6.09×10−3

9.74 5.25 6.55×10+3
2.90 6.74 5.00×10+7

Std 9.51×10−3 4.33×10−3 3.24×10−5 8.01×10−1 7.35×10−1 1.29×10+4
1.25 4.09×10−1 3.23×10+7

F14
Mean 9.98×10−1 9.98×10−1

1.63 1.04 9.98×10−1
1.29 2.79 4.12 4.00

Std 1.81 7.06×10−17
1.30 2.79×10−1

0.00 6.65×10−1
3.11 3.85 2.91

F15
Mean 3.14×10−4 3.90×10−4 3.20×10−4 3.29×10−4 5.67×10−4 2.44×10−3 7.38×10−4 6.26×10−3 3.70×10−3

Std 8.56×10−5 1.50×10−4 7.67×10−4 1.15×10−4 2.01×10−3 5.33×10−3 5.09×10−4 1.01×10−2 6.06×10−3

F16
Mean −1.03 −1.03 −1.03 −1.03 −1.03 −1.03 −1.03 −1.03 −1.03

Std 6.03×10−16 2.10×10−5 1.01×10−5 6.68×10−16 6.56×10−16 2.27×10−14 1.19×10−9 2.18×10−8 5.48×10−9

F17
Mean 3.98×10−1 3.98×10−1 3.98×10−1 3.98×10−1 3.98×10−1 3.98×10−1 3.98×10−1 3.98×10−1 3.98×10−1

Std 1.03×10−3
0.00 1.07×10−6

0.00 0.00 7.54×10−15 9.95×10−6 9.24×10−7 6.97×10−13
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续表 3

函数 统计值 ERTLBO BASTLBO ITLBOBSO DSLTLBO TLBO SSA WOA GWO GA

F18
Mean 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00 3.00

Std 8.13×10−4 1.24×10−15 8.01×10−4 6.45×10−16 6.44×10−16 2.21×10−13
2.70 4.44×10−5 1.88×10−11

F19
Mean −3.86 −3.86 −3.86 −3.86 −3.86 −3.86 −3.86 −3.86 −3.86

Std 9.45×10−3 2.14×10−15 1.08×10−4 2.20×10−15 2.23×10−15 6.35×10−11 9.45×10−3 4.58×10−3 9.93×10−3

F20
Mean −3.32 −3.16 −3.28 −3.31 −3.30 −3.22 −3.19 −3.26 −3.17

Std 5.54×10−12 8.98×10−2 7.11×10−2 3.09×10−2 4.68×10−2 5.75×10−2 2.78×10−1 7.29×10−2 1.09×10−1

F21
Mean −1.02×101

−5.06 −5.75 −5.81 −1.00×101
−7.75 −8.29 −9.27 −7.16

Std 3.72×10−1 8.73×10−14
1.33 1.59 6.68×10−1

3.29 2.58 2.07 3.21

F22
Mean −7.03 −1.04×101

−5.61 −6.05 −1.01×101
−7.66 −7.00 −1.02×101

−8.10

Std 9.09×10−1 3.59×10−15
1.20 1.86 1.36 3.40 3.20 1.18 3.09

F23
Mean −7.93 −1.05×101

−6.01 −7.24 −9.97 −8.60 −7.37 −1.03×101
−8.23

Std 6.24×10−3 2.27×10−15
1.56 2.42 1.82 3.18 3.45 1.26 3.12

 
  

3.4    收敛曲线

为了更直观地对比各算法寻优性能，图 3 为

9 种算法在不同测试函数上进行测试的结果。对

于单峰测试函数 F1 和 F4，迭代初期 ERTLBO 和

DSLTLBO 收敛速度相当。然而随着迭代次数的

增加，ERTLBO 收敛能力逐渐增强，并于迭代后

期收敛到全局最优解，从收敛精度上看明显强于

其他对比算法。对于函数 F6，除 BASTLBO 外其

他算法均陷入不同程度的局部最优值。对于函

数 F7，从收敛曲线可以看出 ERTLBO 具有多个梯

度下降，表明算法有效跳出局部最优值，更接近理

论最优值。从多峰测试函数收敛曲线可以看出

ERTLBO 的全局搜索能力同样得到提高。对于函

数 F8，ERTLBO 收敛到全局最优值。对于函数

F9 和 F11，ERTLBO 不仅找到了理论最优值，且收

敛速度最快。对于 F15，ERTLBO 不仅收敛到全

局最优值，且收敛速度也保持最佳水平。对于函

数 F16~F19，虽然各算法均收敛到理论最优值，但

ERTLBO 所需迭代次数更少，表现出优越的收敛

速度。对于函数 F20、F22 和 F23，ERTLBO 均保

持最快的收敛速度。综上分析，ERTLBO 算法整

体收敛速度快于大部分改进 TLBO 算法以及流行

算法，表现出更好的收敛性能。结合收敛精度分

析，可以得出结论：在求解单峰测试函数中，动态

自适应学习模式有效提升了算法的收敛精度，提

高算法跳出局部极值点能力。对于多峰测试函数

和固定维多峰测试函数，经验反思机制提升了整

体搜索性能，在迭代前期就能表现出优秀的收敛

速度，可以看出本文提出的改进策略对算法的收

敛速度和跳出局部最优能力有积极影响。
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图 3    各算法求解部分测试函数收敛曲线

Fig. 3    Convergence curve behavior obtained by algorithms on some benchmark functions
 
  

3.5    Wilcoxon 秩和检验

上述实验仅采用了平均值与标准差进行评价，

为了进一步验证改进算法有效性，本文采用 Wilcoxon
秩和检验进行统计检验[24]。显著性水平设置为 5%，

若 p 值小于 5%，则拒绝零假设，说明两种算法之间

具有显著性差异，否则说明两种算法性能相差不大。

Wilcoxon 秩和检验 p 值结果如表 4 所示，因为算

法无法与自身对比，故表中不再列出 ERTLBO 的 p
值。表中 p 值大于 0.05 已用粗体展示，NaN 表示数

据无效，即实验样本数据相同，算法性能相当。

由表 4 可知，大部分 p 值均小于 5%，表明

ERTLBO 算法优越性在统计检验上是显著的。可

以认为 ERTLBO 算法相比于对比算法，表现出更

高的收敛性能。
 

  
表 4    各算法得到的 Wilcoxon 秩和检验结果

Table 4    Statistical results of Wilcoxon rank sum test obtained by algorithms
 

函数 BASTLBO ITLBOBSO DSLTLBO TLBO SSA WOA GWO GA

F1 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34

F2 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34

F3 2.56×10−34 1.63×10−33 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34

F4 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34

F5 2.56×10−34 2.56×10−34 6.48×10−34 3.46×10−34 2.56×10−34 2.70×10−33 2.19×10−33 2.56×10−34

F6 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34

F7 2.56×10−34 2.26×10−33 6.54×10−33 2.56×10−34 2.56×10−34 2.13×10−33 2.56×10−34 2.56×10−34
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续表 4

函数 BASTLBO ITLBOBSO DSLTLBO TLBO SSA WOA GWO GA

F8 2.56×10−34 3.74×10−33 2.56×10−34 4.27×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34 4.38×10−26 7.37×10−1

F9 5.64×10−39 7.58×10−7
NaN 3.22×10−1 5.64×10−39 3.22×10−1 5.64×10−39 5.64×10−39

F10 5.79×10−38 1.70×10−39 7.30×10−3 6.97×10−41 5.79×10−38 9.51×10−1 5.79×10−38 5.79×10−38

F11 NaN NaN NaN NaN 5.64×10−39 1.58×10−1 5.64×10−39 5.64×10−39

F12 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34 2.89×10−34 2.56×10−34

F13 2.56×10−34 2.56×10−34 1.25×10−32 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34 2.56×10−34

F14 1.78×10−37 6.12×10−12 8.10×10−39 5.64×10−39 1.11×10−23 1.08×10−4 4.52×10−1 8.93×10−5

F15 2.47×10−1 7.71×10−22 2.43×10−29 3.00×10−6 9.00×10−32 1.84×10−24 1.32×10−11 1.91×10−30

F16 3.33×10−36 3.85×10−6 1.62×10−38 1.03×10−37 2.56×10−34 2.72×10−34 2.11×10−32 2.80×10−34

F17 5.64×10−39 4.24×10−32 5.64×10−39 5.64×10−39 2.09×10−34 6.99×10−26 1.47×10−31 2.40×10−34

F18 1.28×10−34 1.79×10−1 1.47×10−35 9.85×10−37 2.56×10−34 8.81×10−16 9.61×10−15 2.56×10−34

F19 2.01×10−36 1.90×10−31 4.27×10−38 8.10×10−39 2.56×10−34 3.93×10−1 1.61×10−13 1.65×10−31

F20 2.33×10−37 3.96×10−22 1.03×10−32 4.46×10−28 8.00×10−6 7.81×10−9 2.28×10−13 3.16×10−2

F21 5.79×10−38 1.08×10−20 3.60×10−21 2.50×10−35 1.26×10−9 1.52×10−22 1.61×10−27 2.78×10−8

F22 1.62×10−38 7.35×10−18 5.74×10−20 9.83×10−33 2.45×10−13 2.01×10−9 2.56×10−34 1.83×10−3

F23 2.31×10−37 4.97×10−23 6.75×10−26 6.97×10−28 2.40×10−14 1.62×10−8 3.89×10−29 3.77×10−11

 
 

通过分析算法收敛精度、收敛性和统计性检
验结果，可以得出结论：经验反思机制与动态自
适应权重策略有效增强了 TLBO 收敛能力，表现
出更优秀的收敛性能及稳定性。 

3.6    仿真时间

本节对 ERTLBO 和其他算法在 23 个测试
函数上的运行时间进行分析，如表 5 所示，其中
最佳结果用粗体展示。从实验数据上看，对于

大部分测试函数，WOA、GWO、GA、TLBO、

SSA 相较于其他算法所需的运行时间更少。但结

合表 2、表 3 的实验数据，上述算法并不能获得一

个较好的解。尽管 ERTLBO 运行时间不是最快

的，但从收敛精度上看 ERTLBO 相较于其他算法

具有显著优势。此外，考虑到无免费午餐定理，

适当增加一些运行时间来获得更高精度的解是可

接受的。
 

  
表 5    各算法所需运行时间

 

Table 5    Statistical results of runtime obtained by algorithms s
 

函数 ERTLBO BASTLBO ITLBOBSO DSLTLBO TLBO SSA WOA GWO GA
F1 0.239 7 0.354 8 0.119 9 0.224 9 0.125 6 0.145 0 0.094 8 0.190 2 0.070 2

F2 0.249 9 0.383 1 0.148 2 0.238 3 0.149 6 0.140 1 0.118 1 0.233 3 0.093 7

F3 1.853 6 3.211 8 0.856 5 1.129 3 0.790 1 0.525 2 0.430 8 0.552 4 0.014 2

F4 0.198 3 0.318 7 0.095 2 0.216 7 0.130 2 0.130 5 0.100 7 0.215 9 0.070 9

F5 0.247 6 0.419 2 0.124 4 0.255 2 0.149 0 0.136 7 0.127 9 0.250 6 0.123 6

F6 0.192 4 0.351 9 0.091 3 0.230 8 0.104 1 0.132 8 0.091 5 0.201 2 0.044 2

F7 1.053 6 1.727 0 0.436 5 0.691 1 0.454 8 0.312 6 0.255 7 0.364 3 0.599 1

F8 0.351 9 0.584 0 0.202 3 0.309 9 0.199 4 0.165 0 0.111 0 0.242 7 0.154 0

F9 0.264 6 0.572 5 0.132 7 0.255 7 0.118 7 0.164 8 0.097 8 0.220 6 0.165 0

F10 0.232 8 0.460 2 0.133 5 0.237 9 0.141 9 0.168 9 0.087 2 0.224 6 0.164 2

F11 0.316 6 0.542 0 0.148 5 0.286 3 0.142 0 0.206 7 0.165 4 0.334 6 0.813 4

F12 2.746 7 4.854 4 4.114 1 1.616 9 2.918 5 1.104 4 2.133 5 0.719 8 3.303 8

F13 2.636 2 4.812 2 1.143 6 1.558 7 5.140 0 4.188 7 0.673 1 2.036 5 5.802 9

F14 1.630 2 10.920 5 0.757 7 3.640 5 2.618 8 0.401 0 0.317 6 0.270 0 0.814 9

F15 0.101 2 0.264 6 0.083 2 0.150 1 0.095 6 0.046 2 0.034 0 0.044 7 0.057 8
 
 
  

·637· 吴迪，等：融合经验反思机制的教与学优化算法 第 3 期

 



续表 5

函数 ERTLBO BASTLBO ITLBOBSO DSLTLBO TLBO SSA WOA GWO GA
F16 0.104 2 0.268 1 0.081 3 0.139 3 0.101 7 0.040 4 0.036 6 0.034 9 0.082 9

F17 0.081 5 0.221 0 0.079 7 0.132 0 0.064 9 0.034 8 0.026 5 0.034 2 0.051 7

F18 0.079 9 0.253 3 0.091 3 0.121 5 0.065 6 0.043 6 0.029 3 0.031 0 0.049 7

F19 0.117 8 0.188 8 0.119 8 0.162 9 0.083 7 0.061 4 0.035 8 0.040 6 0.090 1

F20 0.123 3 0.322 3 0.111 8 0.155 6 0.117 3 0.059 5 0.041 1 0.057 6 0.066 7

F21 0.129 7 0.361 2 0.138 4 0.168 1 0.123 7 0.054 5 0.049 3 0.049 6 0.099 9

F22 0.147 0 0.403 6 0.136 6 0.179 2 0.113 9 0.063 2 0.047 0 0.064 9 0.112 6

F23 0.170 5 0.277 9 0.128 1 0.177 6 0.129 2 0.081 0 0.059 7 0.075 6 0.113 5
 
  

4   工程设计问题

为了验证 ERTLBO 算法解决工程问题的性能

和有效性，选用焊接梁设计问题[25] 与压力容器问

题 [26] 进行测试。上述工程设计问题是约束优化

问题的具体应用。以优化最小值问题为例，约束

优化问题可以描述为

最小化 f (X),X = [x1 x2 · · · xn] (6)

约束条件
g j(X) ⩽ 0, j = 1,2, · · · ,q
h j(X) = 0, j = q+1,q+2, · · · ,m (7)

式中：f(X) 为目标函数；X 为满足边界条件的决策

变量；gj(X) 为不等式约束；hj(X) 为等式约束。

对于这类问题，除了考虑目标函数外，还要考

虑约束条件，其中罚函数是最常用的约束处理技

术之一，其思想为：基于个体的约束违反程度构

造罚数项，通过对目标函数增加罚数项来构造惩

罚目标函数，从而将约束优化问题转为无约束优

化问题[27]。具体的数学模型如下：

最小化F(X) = f (X)+ω×
q∑

i=1

max(0,gi(X)) (8)

式中：F(X) 为惩罚目标函数；f(X) 为原目标函数；

ω 为惩罚因子。下节将使用 ERTLBO 求解惩罚目

标函数下的焊接梁设计问题和压力容器设计问题。 

4.1    焊接梁设计问题

焊接梁设计（如图 4）是一个著名的约束工程

设计问题 [25]，目标使其设计成本最小化。该问题

的决策变量为：焊缝宽度 h(z1)、焊接梁厚度 b(z2)、
焊接梁长度 l(z3) 以及焊接梁高度 t(z4)。 

 

b

L

h

t

l 
图 4    焊接梁设计问题

Fig. 4    Welded beam design problem
 

目标函数 f(·)、约束条件 g 以及变量范围如下

所示：

优化参数及目标函数如下：
z = [z1 z2 z3 z4] = [h l t b],

f (z) = 1.104 71z2
1z2+0.048 11z3z4(14.0+ z2)

(9)

问题的约束条件为

g1(z) = τ(z)−τmax ⩽ 0
g2(z) = σ(z)−σmax ⩽ 0
g3(z) = δ(z)−δmax ⩽ 0
g4(z) = z1− z4 ⩽ 0,
g5(z) = P−Pc(z) ⩽ 0
g6(z) = 0.125− z1 ⩽ 0

g7(z) = 1.104 71z2
1+0.048 11z3z4(14.0+ z2)−5.0 ⩽ 0

取值范围：
0.05 ⩽ z1 ⩽ 2.00,0.25 ⩽ z2 ⩽ 1.30,2.00 ⩽ z3 ⩽ 15.0

其中

τ(z) =
√
τ′2+2τ′τ′′
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2R
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√
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J
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√
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+
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σ(x) =
6PL
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4PL3

Ez3
3z4
,Pc(z) =

4.013E

√
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4
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
P = 2 721.55 kg,L = 35.56 cm,E = 2.07×108 kPa
G = 8.27×107 kPa

图 5 给出了各算法求解焊接梁设计问题所

得收敛曲线，可以看出 ERTLBO 收敛速度快于

其他算法。表 6 统计了 8 种算法求解焊接梁设

计问题实验结果，其中较好结果用粗体展示。

从中可以看出，ERTLBO 在 h=0.205  73、 l=3.253、
t=9.036 6、b=0.205 73 处得到的最小代价为 1.695 2，
说明本文算法对于求解此类工程问题具有良好的
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性能。
 

  
表 6    8 种算法求解焊接梁设计问题实验结果

Table 6    Experimental results of eight algorithms for solv-
ing welding beam design problems

 

算法 h l t b f (x)

ERTLBO 0.205 7 3.253 9.036 6 0.205 73 1.695 2

BASTLBO 0.208 5 3.220 4 8.996 4 0.208 71 1.710 2

ITLBOBSO 0.197 0 3.422 7 9.034 2 0.205 88 1.705 8

DSLTLBO 0.193 7 3.487 4 9.027 5 0.206 25 1.711 1

TLBO 0.208 9 3.231 9 9.000 3 0.209 76 1.7210

SSA 0.193 7 3.401 1 9.346 9 0.205 2 1.746 8

WOA 0.205 7 3.253 0 9.036 6 0.205 7 1.718 5

GWO 0.204 6 3.279 7 9.032 7 0.206 0 1.698 8

GA 0.233 1 2.619 3 9.992 0 0.242 7 2.096 4
 
 

 

 

100 200 300 400 500

迭代次数

100

101

102

适
应

度
值

ERTLBO

BASTLBO

ITLBOBSO

DSLTLBO

TLBO

SSA

WOA

GWO

GA

0

 
图 5    焊接梁问题收敛曲线

Fig. 5    Convergence curve of welded beam design problem
obtained by algorithms

 
  

4.2    压力容器设计问题

压力容器设计问题 [26] 试图在满足压力要求

下使设计总成本最小化，如图 6 所示。该问题的

决策变量为：壳体厚度 Ts(x1)、封头厚度 Th(x2)、壳

体半径 R(x3)、圆柱形截面长度 L(x4)。 

 

2R

T
s

T
h

L 
图 6    压力容器设计问题

Fig. 6    Pressure vessel problem
 
 

优化参数及目标函数为

x = [x1 x2 x3 x4] = [T s Th R L],
f (x) = 0.622 4x1x3x4+1.778 1x2x2

3+

3.166 1x2
1 x4+19.84x2

1 x3

(10)

问题的约束条件为：
g1 (x) = −x1+0.019 3x3 ⩽ 0
g2 (x) = −x3+0.009 54x3 ⩽ 0

g3 (x) = −πx2
3 x4−

4
3
πx3

3 +1 296 000 ⩽ 0

g4 (x) = x4−240 ⩽ 0
取值范围：

0 ⩽ x1 ⩽ 99, 0 ⩽ x2 ⩽ 99,10 ⩽ x3 ⩽ 200, 10 ⩽ x4 ⩽ 200

图 7 为各算法求解压力容器设计问题所得收

敛曲线，可以看出 ERTLBO 于迭代初期便取得了

较高的收敛精度，并于迭代后期收敛到全局最优

值。表 7 统计了 8 种算法在求解压力容器问题时

得到的最佳解决方案数据。可以看出 ERTLBO
取得了最低设计方案，设计成本远低于原始 TLBO
算法，充分说明了 ERTLBO 对压力容器设计问题

优良可信的求解能力。
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图 7    压力容器设计问题收敛曲线

Fig. 7    Convergence  curve  of  pressure  vessel  design  prob-
lem obtained by algorithms

 
 

 

  
表 7    各算法应用压力容器设计问题优化结果

Table 7    Optimization results of pressure vessel design
problem by algorithms

 

算法 Ts(x1) Th(x2) R(x3) L(x4) f (x)

ERTLBO 0.752 7 0.413 8 42.212 8 176.857 6 5 984.622

BASTLBO 0.882 7 0.431 0 47.253 7 121.748 8 6 027.769

ITLBOBSO 0.882 8 0.431 1 47.270 7 121.588 9 6 028.433

DSLTLBO 0.820 2 0.384 1 45.129 0 142.547 3 6 054.547

TLBO 0.901 5 0.439 0 48.204 3 113.261 8 6 072.663

SSA 0.875 9 0.427 9 46.924 3 124.787 2 6 043.665

WOA 0.794 2 0.406 4 44.519 9 150.476 1 6 057.799

GWO 0.737 1 0.355 5 41.643 4 186.683 2 6 050.765

GA 0.900 8 0.434 4 48.060 3 115.381 9 6 092.908
 

 

通过对上述典型著名工程设计问题的测试，

可以看出本文改进算法 ERTLBO 具有较强的局
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部开发能力，在求解工程优化设计问题具有较好

的应用潜力，能够提供优秀的解决方案。 

5   结束语

为了改善传统 TLBO 算法存在收敛速度慢、

收敛精度低，易陷入局部最优等问题，本文提出

一 种 融 合 经 验 反 思 机 制 的 教 与 学 优 化 算 法

(ERTLBO)。ERTLBO 源于教育学原理的思想，运

用教育学基本理论设计策略对原算法进行改进，

有效地增强并平衡了全局探索和局部开发过程。

具体表现为：教学阶段引入经验反思机制，提升

班级整体水平，增强算法全局探索性能。学习阶

段引入动态自适应权重，实现学生的动态位置更

新，提升种群多样性，避免算法陷入局部最优，进

而在探索和开发之间取得较好的平衡。

仿真实验采用较高维度的基准函数对改进算

法的优化性能进行测试，同时选取了其他改进

TLBO 算法和流行算法作为对比，实验结果发现

针对不同类型测试函数，ERTLBO 均具有更佳的

收敛速度和精度，具有一定的竞争性和稳定性。

最后通过 2 个经典工程设计问题验证改进算法解

决实际问题能力，结果表明 ERTLBO 可用于解决

实际问题并具有良好的工程应用前景。然而

ERTLBO 也不可避免地提高了运行时间，因此未

来的工作方向是在现有基础上继续改进，保证优

化性能的同时减少运行时间开销，提高计算效

率。其次，可将 ERTLBO 应用到多目标优化中，

并结合实际问题作进一步探究。
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