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一种基于最大最小策略和非均匀变异的萤火虫算法
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摘    要：针对多目标萤火虫算法勘探能力弱、求解精度差的问题，本文提出了一种基于最大最小策略和非均匀

变异的萤火虫算法（HVFA-M）。该算法首先引入 Maximin 策略，实现对外部档案的动态调整和对精英解的随

机选择；其次，精英解结合当前最好解共同引导萤火虫进行全局搜索以扩大算法的搜索范围，提高算法的勘探

能力，从而增加找寻全局最优解的概率；最后，在算法全面勘探的基础上，添加非均匀变异算子使得算法融合

局部搜索的思想引导种群进行局部开采，进一步增强算法的寻优能力。将 HVFA-M 与经典及新近多目标进化

算法进行比较，实验结果表明：HVFA-M 能有效提升算法的勘探能力，在解的收敛性和多样性也表现出良好的

性能。
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A heterogeneous variation firefly algorithm with maximin strategy
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Abstract: Aiming at weak exploration ability and poor solving accuracy of multi-objective firefly algorithms, a hetero-
geneous  variation  firefly  algorithm with  maximin  strategy (HVFA-M) is  proposed in  this  paper.  Firstly,  the  Maximin
strategy  is  introduced  to  realize  dynamic  adjustment  of  external  archive  and  random  selection  of  elite  solutions;
Secondly, the elite solutions guide the firefly global search together with the current best solution to expand the search
range and improve the exploration ability of the algorithm, so as to increase the probability of finding the global optimal
solution; Finally, on the basis of comprehensive exploration of the algorithm, the heterogeneous variation operator is ad-
ded to make the algorithm integrate the idea of local search to guide the population to carry out local mining, so as to
further enhance the optimization ability of the algorithm. By comparing HVFA-M with the classical and recent multi-ob-
jective  evolutionary  algorithms,  the  experimental  results  show that  HVFA-M can  effectively  improve  the  exploration
ability of the algorithm, and also shows good performance in the convergence and diversity of solutions.
Keywords: firefly algorithm; multi-objective optimization; Pareto optimality; Maximin strategy; heterogeneous vari-
ation; exploration; convergence; diversity
 

现实生活中许多优化问题涉及多个相互制约

且相互冲突的目标，这类问题称为多目标优化问

题 (multi-objective optimization problem, MOP)[1]。

解决 MOP 的难点在于改进其中一个目标必然会

导致另一个或多个剩余目标的退化，因此针对

MOP 求解并不能同单目标优化问题一样找到一

个唯一的最优解使得各个目标同时取得最优值，

而是通过各个目标函数的相互协调，得到一组权
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衡最优解，即 Pareto 最优解集 [2]。为尽可能的趋

近于真实的 Pareto 最优解集，通常采用多目标进

化算法 (multi-objective evolutionary algorithms,
MOEA)[3] 求解 MOP。

近 30 年来，MOEA 研究成果丰富，种类繁多，

主要包括基于 Pareto 支配关系的 MOEA、基于精

英保留机制的 MOEA、基于分解的 MOEA、基于

指标的 MOEA、混合机制的 MOEA 以及新型进化

机制的 MOEA，不同种类的 MOEA 表现出不同的

优劣势与差异性。基于 Pareto 支配关系的 MOEA
原理简单，参数少，易于理解，代表算法有非支配

排序遗传算法 (nondominated sorting genetic al-
gorithm, NSGA)[4] 及其改进版本 NSGA-II[5]、NSGA-
III[6] 和多目标遗传算法 (multi-objective genetic al-
gorithm, MOGA)[7] 等。基于精英保留机制的 MOEA
通过建立外部档案 (external archive, EA)[8] 来存储

精英解以增加解群的多样性从而获得优良的 Pareto
前沿，代表算法有强度 Pareto 进化算法 (strength
pareto evolutionary algorithm, SPEA)[9] 及其改进版

本 SPEA2 [10]、Pareto 存档进化策略算法 (pareto
archived evolution strategy, PAES)[8] 及其改进版本

PESA 和 PESA-II [11] 等。基于分解的 MOEA 将

MOP 转化为一组单目标优化问题，在此基础上进

行子问题邻域信息协同求解，代表算法有基于分

解的多目标进化算法 (multi-objective evolutionary
algorithm based on decomposition, MOEA/D)[12]

以及在此基础上改进的基于多层交互偏好的多目

标分解进化算法 (multi-layer interaction preference
based multi-objective evolutionary algorithm through
decomposition, MLIP-MOEA/D)[13] 等。基于指标

的 MOEA 运用性能评价指标来引导搜索及对解

进行选择，使算法能够找到针对评价指标好的

解，代表算法有多目标搜索中基于指标的选择算

法 (indicator-based selection in multi-objective search,
IBEA) [14] 和基于超体积的多目标快速优化算法

(algorithm for fast hypervolume-based many-object-
ive  op t imiza t ion ,  HypE) [ 1 5 ] 等。混合机制的

MOEA 通过结合每个 MOEA 和元启发式算法的

优点以克服单个 MOEA 或元启发式算法的固有

局限性，从而进一步提高解空间搜索的有效性，

代表算法有超多目标进化算法 (hyper multi-object-
ive evolutionary algorithm, HMOEA)[16] 和自适应多

种群混合进化算法 (hybrid evolutionary algorithm
with adaptive multi-population strategy, HMOEA-
AMP)[17] 等。近年来，基于新型进化机制的 MOEA
在多目标优化领域崭露头角，如多目标粒子群算

法 (multi-objective particle swarm optimization,
MOPSO)[18]，多目标灰狼算法 (multi-objective grey
wolf optimizer, MOGWO)[19] 等，这类算法通过引入

元启发式算法和新型进化机制来求解多目标优化

问题，提供了研究 MOP 的新思路，在多目标优化

领域广受关注。

Yang[20] 通过对萤火虫种群行为的模拟和简

化，提出了萤火虫算法 (firefly algorithm, FA)。FA
与其他进化算法相比，前者在概念、过程、涉及的

参数和适用性方面具有优势[21-22]，鉴于 FA 的种群

搜索特性以及良好的优化性能，Yang[23] 将其应用

于求解多目标优化问题，提出了多目标萤火虫算

法 (multi-objective firefly algorithm, MOFA）。MOFA
改进了 FA 中的移动公式，使公式的随机项随迭

代次数呈非线性递减，并采用权重比策略确定当

前最好解，但萤火虫的移动仅受制于支配解或者当

前最好解，算法的搜索范围具有局限性，勘探能

力有待增强，导致 MOFA 易早熟且收敛性能差。

为了提升 MOFA 的勘探能力，增强算法的优

化性能，Tsai 等 [24] 提出了一种基于非支配排序的

多目标萤火虫算法 (non-dominated sorting firefly al-
gorithm for multi-objective optimization, MONSFA)，
MONSFA 中提供了两种随机搜索策略供萤火虫

选择移动，通过随机改变萤火虫的搜索方向来提

高算法的勘探能力，同时运用 NSGA-II 的非支配

排序和拥挤距离策略实现种群再生和档案维护以

提高算法的全局搜索能力。谢承旺等 [25] 提出了

一种多策略协同的多目标萤火虫算法 (multi-ob-
jective firefly algorithm based on multiply cooperat-
ive strategies, MOFA-MCS)，该算法改进了 MOFA
的学习公式，通过随机选取档案精英解作为引导

者指引粒子学习来间接阻止种群向局部区域靠

拢，拓宽种群的搜索范围以达到提升算法勘探能

力的目的。LYU 等 [26] 提出了一种基于补偿因子

与精英学习的多目标萤火虫算法 (multi-objective
firefly algorithm based on compensation factor and
elite learning, CFMOFA)，CFMOFA 中通过精英学

习来扩大萤火虫的探测范围，以此来提高 Pareto
最优解集的多样性和准确性。

上述提到的各改进算法在一定程度上均提升

了算法的勘探能力，但大都是对算法的局部进行

改进，算法的整体性能并未取得大的突破，且学

习策略单一，具有一定的局限性，一方面，萤火虫

移动的方向过于片面，种群的勘探能力有待进一

步提高，解集覆盖域不够广泛；另一方面，算法的

寻优性能差，难以收敛到真实的 Pareto 最优解。
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基于此，为提升算法的勘探能力，增强算法的全

局搜索能力，本文提出了一种基于最大最小策略

和非均匀变异的萤火虫算法 (heterogeneous vari-
ation firefly algorithm with maximin strategy, HVFA-
M)。HVFA-M 具有如下特点：1) 引入 Maximin 策

略[27]，一方面用于维护档案群体的多样性，以获得

分布性较好的解集，另一方面用于从外部档案中

随机挑选精英解，参与种群进化；2) 精英解 [19] 配

合当前最好解引导萤火虫移动，以扩大种群的搜

索范围，增大 Pareto 最优解所在区域被探测到的

可能性，使得解集覆盖域更广，有利于提高解集

分布的广泛性；3) 萤火虫位置更新后进行非均匀

变异[28]，促使算法进行局部搜索，在提高算法全局

探索能力的同时兼顾算法的局部开采能力，有利

于收敛到真实的 Pareto 最优解。以上 3 种策略分

工明确，协同实施，作用于 HVFA-M 的不同阶段，

显著增强了算法的勘探能力和寻优能力，提高了

多目标萤火虫算法的收敛性及多样性。 

1   基础知识
 

1.1    多目标优化问题

以最小化问题为例，MOP 的数学模型通常可

以描述为以下形式：
min y = F (x) =

[
f1 (x) , f2 (x) , · · · , fm (x)

]
x = [x1, x2, · · · , xn] ∈ X ⊂ Rn

y =
[
y1,y2, · · · ,ym

] ∈ Y ⊂ Rm
(1)

x n X
n y m

Y m

xi, x j ∈ X
∀l ∈ {1,2, · · · ,m} : fl (xi) ⩽ fl

(
x j
)

∃h ∈ {1,2, · · · ,m} : fh (xi) < fh
(
x j
)

xi x j xi ≺ x j ¬∃x ∈ X
x ≺ x∗ x∗

式中： 表示决策向量； 为决策向量的维数； 是

维决策空间； 表示目标向量； 为目标函数的个

数； 是 维目标空间。对于任意两个决策向量

，当且仅当

成立时，称  Pareto 支配 ，记为 。若 ，

使得 成立，则称 为非支配解个体，种群中

所有非支配解个体组成的集合称为 Pareto 最优解

集 (pareto-optimal set, PS)，其在目标空间的投影称

为 Pareto 最优前沿 (pareto-optimal front, PF)。 

1.2    多目标萤火虫算法

xi I (xi) I (xi)⇔ f (xi)

xi xi

β

萤火虫算法中，亮度和吸引力是两个关键要

素。亮度表征了萤火虫所处位置的优劣，吸引力

决定了萤火虫移动的方向，所有萤火虫根据位置

更新公式移动到新的位置后，更新自身亮度，并

根据吸引规则进行下一次移动。通常将萤火虫

的绝对亮度 表示为 ，即用萤火虫

所在位置解的目标函数值表征 的绝对亮度。

吸引力 是一个相对参数，取决于每一只萤火虫

所处的相对位置，根据萤火虫之间的吸引力与它

j i

们的亮度成正比，而与它们的距离成反比的特性[22]，

萤火虫 对萤火虫 的吸引力可定义为

βi j = β0e−γri j
2 (2)

β0 ri j = 0

γ

γ ∈ [0.01,100] ri j i j

式中： 为最大吸引力，即在光源处 萤火虫

的吸引力 (通常取值为 1)； 为光吸收系数，用来

体现光强随距离增加和传播媒质的吸收而逐渐减

弱的特性，从而描述出吸引力的变化，一般取

； 为萤火虫 到萤火虫 之间的空间

距离，一般采用欧氏距离计算，但不仅仅局限于

欧氏距离。
i

j j

对于任意给定的两只萤火虫，萤火虫 被萤火

虫 吸引并朝着 所在的方向移动，其位置更新公

式为
xi (t+1) = xi (t) + βi j

(
x j (t)− xi (t)

)
+α ·εi (3)

t xi (t) x j (t)

t i j

α [0,1]

εi

式中：第 2 部分是学习部分，取决于吸引力的大

小；第 3 部分是随机部分，是带有特定系数的随机

项。其中 为算法的迭代次数， 和 分别为

算法在第 次迭代时，萤火虫 和萤火虫 的空间位

置； 为步长因子，取值为 内均匀分布的随机

数， 为服从均匀分布、高斯分布或者其他分布得

到的随机数向量。

i j ≺ i i j

j

i

多目标萤火虫算法中，根据 Pareto 支配的定

义确定任意两只萤火虫之间是否存在吸引关系，

以萤火虫 作为研究对象，若萤火虫 ， 被 吸

引，并按照式 (3) 朝着萤火虫 所在的位置和方向

移动。若萤火虫 不被其他任何萤火虫支配，则根

据式 (4) 进行位置更新[21]：
xi (t+1) = g∗+α ·εi (4)

g∗ α εi

g∗

g∗

其中， 表示当前最好解， 和 的含义同式 (3)，其
取值可参考文献 [23]。 是由式 (5) 将多目标函数

以随机加权和的方式转换成一个组合的单目标函

数而取得的最优值，若求取的是最小化问题，则

是令单目标函数最小化得到的针对给定的多目

标优化问题的当前最小解。
ψ (x) =

K∑
k=1

wk fk

K∑
k=1

wk = 1

(5)

K wk ∈ (0,1) wk式中： 表示目标函数的个数； ，权重 应

该在每次迭代中随机选择，以便非支配解沿着帕

累托前沿进行不同的采样。 

1.3    Maximin 策略

Maximin 策略起源于游戏理论，由 Balling[29]

首次将其应用于求解多目标优化问题，并得出其

在不使用其他多样性维护机制的条件下可以实现

非劣解前沿均匀分布的目标。Maximin 策略中，
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运用 Maximin 适应值函数计算出每只萤火虫的

Maximin 适应值，借助 Maximin 适应值的大小区

分每只萤火虫的优劣，萤火虫 的 Maximin 适应值

函数定义为
fMaximin (xi) =max

j
= 1,2, · · · ,npop; j , i{

minl=1,··· ,m
{
fl (xi)− fl

(
x j
)}} (6)

l = 1,2, · · · ,m m npop

i

min(xi)

i

min(xi) max(min(xi)) i

式中： ， 为目标函数的个数； 为种

群大小。首先计算出萤火虫 与其他萤火虫对应

不同目标函数上的差值，从中选取最小值 ，

再 从 与 其 他 所 有 萤 火 虫 计 算 所 得 的 所 有

中选取最大值 作为 的 Maxim-
in 适应值。显然，非劣解的 Maximin 适应值均小

于零，即在解群中根据 Maximin 适应值的正负便

可辨别非劣解，同时，Maximin 策略可用于“奖励”
分散的非劣解和“惩罚”聚集的非劣解 [27]，即分散

解的 Maximin 适应值更小，聚集解的 Maximin 适

应值较大。Maximin 策略凭借这两个独特的性质

成为求解 MOP 的一个有效工具，一方面，区分了

非劣解的优劣；另一方面，根据这一区分可以保

留种群中 Maximin 适应值小且分散的解，保证了

解集之间分布的均匀性。

标准的 Maximin 策略计算不在同一数量级的

目标值时，得到的 Maximin 适应值具有偏向性，

其次，支配解的存在会影响非支配解的 Maximin
适应值。针对 Maximin 策略存在的缺陷，徐鸣等[30]

提出应先对所有目标值进行规范化处理，Gong 等[31]

提出应仅计算非劣解的 Maximin 适应值，此外，

贾树晋等 [27] 提出为了获得广泛的 Pareto 最优端，

应令边界解的 Maximin 适应值最小以避免其丢失。

因此在本文算法中运用改进的 Maximin 策略 [27]，

定义为

fl (xi) =
fl (xi)−min

l
( fl (xi))

max
l

( fl (xi))−min
l

( fl (xi))

fMaximin (xi) = max
xi ,x j∈EA

i, j

{
min

l

{
fl (xi)− fl

(
x j
)}}

fMaximin (xbs) = min
xi∈EA

fMaximin (xi)

(7)

l = 1,2, · · · ,m fl (xi) i

l xbs

式中： ； 指萤火虫 进行规范化后

第 维目标值； 表示非支配解集的边界解。 

2   HVFA-M 算法
 

2.1    Maximin 策略维护种群多样性和选取精英解

MOEA 通常采用设置一定大小的外部档案来

储存算法在迭代过程中产生的非劣解，为避免资

源赘余，引入 Maximin 策略 [27]。Maximin 策略作

为一种多样性维护策略，常用于多目标优化算法

中维护种群的多样性，本文算法中，Maximin 策略

不仅作为外部档案更新策略，还作为精英选择策

略，一方面用以维持解群的多样性，另一方面用

以区分精英解之间的优劣信息，便于选择较优的

精英解参与种群进化。当外部档案 EA 中非劣解

的数量超过算法限制的最大容量时，运用 Maximin
策略删除多余的非劣解。具体步骤为：

1) 根据式 (7) 计算 EA 中每个非劣解的 Max-
imin 适应值；

2) 将 EA 中所有的非劣解按照 Maximin 适应

值进行升序排序；

3) 删除 Maximin 适应值最大的解，重复此步

骤，直到档案中的容量达到其限定值。 

2.2    学习策略的改进

从式 (3)、(4) 可以看出，标准 MOFA 中被支配

的萤火虫仅仅受到支配它的萤火虫和随机项的影

响，不受任何支配的萤火虫仅仅受到当前最好解

和随机项的影响，而存储在外部档案中的非劣

解，也就是精英解，也没有得到充分的利用，这导

致种群进化缓慢，使得算法的勘探能力弱，不利

于解集逼近并广泛完整的表达真实的 Pareto 前

沿。基于外部档案中的精英解携带了优良的种群

信息，可以指导种群进化，本文对学习公式进行

了改进，引入精英解结合当前最好解共同引导萤

火虫移动，合理的继承了解群中的优良基因，扩

大了算法的搜索范围，有利于算法获得位置更为

优异，分布更为均匀，覆盖范围更为广泛的 Pareto
最优解集。改进如下：

i j i1) 当萤火虫 被 支配时，萤火虫 的位置更新

公式为
xi (t+1) = xi (t)+w1βi j

(
x j (t)− xi (t)

)
+

w2βig∗ (g∗− xi (t))+w3βid1
∗ (d1

∗− xi (t))+α.εi
(8)

i

i

2) 当萤火虫 不被其他任何萤火虫支配时，萤

火虫 的位置更新公式为
xi (t+1) = w4xi (t)+w5g∗+w6d2

∗+α.εi (9)

w1、w2、w3、w4、w5、w6 ∈ [0,1]
3∑

i=1

wi = 1
6∑

i=4

wi = 1 d1
∗、d2

∗

式 中 : ； ；

； 为从外部档案中随机选择的两个

精英解。

g∗

j < i i

以存在支配关系的萤火虫的位置更新公式为

例，求解二目标最小化问题，给出 MOFA 和 HVFA-M
两种算法搜索范围的简化模型，如图 1 所示。图 1
中，黑色曲线为 Pareto 最优前沿，红色五角星代表

外部档案中的精英解，红色圆点代表当前最好解

，黑色圆点表示萤火虫，橙色圆圈为萤火虫的搜

索范围。MOFA 中，若萤火虫 ，萤火虫 朝着萤
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j

βi j ∈ [0,1] i

g∗ d1
∗ i j

i w1 w2 w3

i

i

火虫 所在的位置移动，根据式 (3)，结合式 (2) 知
，则萤火虫 在学习部分的作用下初始移

动到 A 点，再随机扰动到橙色圆圈区域内的某一

点上，如图 1(a) 中 B点所在位置。HVFA-M 运用

了新的学习公式，在学习部分添加当前最好解

和档案精英解 ，结合支配 的解 ，三者共同引

导并制约萤火虫 的移动，同时令 ， ， 作为约

束参数，防止移动发生偏置，使得萤火虫 初始移

动的位置落在一段曲线所在的区域上，如图 1(b)
中红色曲线区域，再在扰动项的作用下萤火虫 的

位置最终落在由多个橙色圆圈组成的区域内的某

一点上。将这一思想同样运用于种群中不存在支

配关系的萤火虫中，可以得出，在 MOFA 中，萤火

虫仅仅进行小规模的探测，算法的勘探能力有

限，难以获得较好的 Pareto 最优解集；而 HVFA-M
运用改进的学习策略，充分发挥精英解和当前最

好解的优势，使得萤火虫的移动突破了以往的小

范围束缚，拓宽了萤火虫的运动方向，扩大了萤

火虫的搜索范围，有效提高了算法发现 Pareto 最

优解的几率，增强了解集分布的广泛性，为算法

收敛到真实的 Pareto 最优解奠定了良好的基础。
 

 

j

i

A
B

j

i

A
B

g*

f1

f1

f2

f2

(a) MOFA

d1
*

(b) HVFA-M

O

O

 
图 1    MOFA 与 HVFA-M 搜索范围的差异性

Fig. 1    Differences in search scope between MOFA and
HVFA-M

   

2.3    非均匀变异机制

萤火虫算法收敛速度较快，导致多目标萤火

i

pm

i pm = 1− t
Gmax

k 1 ⩽ k ⩽ n n

虫算法后期在寻优过程中易陷入早熟收敛，很难

收敛于真实的 Pareto 前沿，通常通过引入变异算

子解决这一问题。非均匀变异算子 [28] 作为一种

动态变异算子，在初始阶段能够均匀的搜索空

间，具备一定的全局搜索能力；在后期则具备一

定的局部搜索能力，有利于寻找到更好的非支配

解，进一步提高解的质量。基于此，引入非均匀

变异算子，每一代萤火虫 进行位置更新后，按照

一种随迭代次数动态递减的变异概率 随机对

的向量进行扰动，这里 ，若选中的是

第 维分量（ ， 为向量的维数），变异操作

可定义为[26]

xk′
i =

{
xk

i +∆
(
t,uk − xk

i

)
, γ = 0

xk
i −∆
(
t, xk

i − lk
)
, γ = 1 (10)

∆ (t，y) = y∗
(
1− r(1− t

Gmax )b
)

(11)

uk lk

γ t Gmax

r [0,1] b

t

b = 3 t

t

式中： 和 分别为向量取值范围的最大值与最小

值； 随机的取 0 或 1； 为当前迭代次数； 为最

大迭代次数； 为 内的随机数； 为系统参数，

决定了随机数扰动对迭代次数  的依赖程度，取

值一般为 2 到 5，本文中取 。算法前期， 较

小，该算子均匀的搜索空间，充分发挥萤火虫算

法的全局搜索能力；算法后期，随着 增大，该算子

的搜索变得局部化，使得变异后产生的新解以更

大的概率逼近真实的 Pareto 最优解，如图 2 所

示。非均匀变异算子的引入平衡了算法全局搜索

和局部开采的能力，进一步提高了算法的寻优能

力，有效增强了算法的收敛性。
 

 

非均匀变异前的萤火虫
非均匀变异后的萤火虫
Pareto 最优前沿

f
1

f
2O 

图 2    非均匀变异算子下萤火虫的局部搜索
Fig. 2    Local search of firefly under heterogeneous vari-

ation
 
  

2.4    算法流程

结合 Maximin 策略、学习公式改进及非均匀

变异机制 3 种策略，给出 HVFA-M 的算法流程，

如算法 1 所示。

算法 1　基于最大最小策略和非均匀变异的

萤火虫算法

n输入　决策向量的维数 ，决策变量的区间范
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[a,b] npop nrep

Gmax γ β0

α

围 ，种群规模 ，外部档案容量 ，最大迭代

次数 ，光吸收系数 ，最大吸引度 ，以及初始

步长 。

输出　Pareto 最优解集
npop

nrep = 0 t = 0
1) 萤火虫种群初始化。产生规模为 的初

始群体， ，迭代次数 。

nrep

2) 计算萤火虫在每一个目标函数上的适应

值，并根据 Pareto 关系进行评价，将非支配解复制

到 中。

3) 根据式 (7) 计算所有非支配萤火虫的 Max-
imin 适应值。

t <Gmax4) 当 时，重复 5)~11)。
5) 对萤火虫进行遍历，重复 6)~8)。
6) 萤火虫 i与萤火虫 j进行比较，重复 7)~8)。

j < i

i

7) 萤火虫之间进行相互学习。若萤火虫 ，

按照式 (8) 进行位置更新；若萤火虫 不受支配，则

按照式 (9) 进行位置更新。

8) 非均匀变异。对位置更新后的萤火虫进行

变异，若变异后的萤火虫优于变异前的萤火虫，

则将该位置替换为变异后的萤火虫，否则不做任

何操作。

9) 更新所有非支配萤火虫的 Maximin 适应值。

10) 外部档案更新与维护。若外部档案中非

nrep支配解的数量超出其最大容量 ，按照 Maxim-
in 适应值的大小对档案中的所有非支配解进行排

序，通过删去 Maximin 适应值最大的解来实现外

部档案动态调整的目的，直到满足条件为止

t = t+111)  

2.5    算法时间复杂度分析

O(N2)

m

O(N2)+

O(mN) m < N

由于萤火虫算法采用全吸引模型，MOFA 算

法采用两层循环遍历所有萤火虫，故其时间复杂

度为 。HVFA-M 算法在 MOFA 的基础上，添

加了 Maximin 策略，在求解 Maximin 适应值时，新

增两个循环，第一个循环遍历所有目标 ，第二个

循环遍历了所有萤火虫，故其时间复杂度为

。由于求解的目标个数较种群规模少 ( )，
比较可得，HVFA-M 与 MOFA 的时间复杂度在同

一数量级。 

3   实验与结果
 

3.1    测试函数

为评估 HVFA-M 的性能，本文使用 9 个经典

的 MOP 对 HVFA-M 进行性能测试[32-34]，这 9 个多

目标测试函数由 5 个 2-目标函数和 4 个 3-目标函

数组成。其定义及特征如表 1、2 所示。
 

  
表 1    2-目标测试函数集

Table 1    2-objective test function
 

函数 定义 变量范围 Pareto 前沿特征

ZDT1

f1(x) = x1, f2(x) = g(x)[1−
√

x1/g(x)]

g(x) = 1+9
n∑

i=2

xi/(n−1)
n = 30,0 ⩽ xi ⩽ 1, i = 1,2, · · · ,n 凸型

ZDT2

f1(x) = x1, f2(x) = g(x)[1− (x1/g(x))2]

g(x) = 1+9
n∑

i=2

xi/(n−1)
n = 30,0 ⩽ xi ⩽ 1, i = 1,2, · · · ,n 凹型

ZDT3

f1(x) = x1

f2(x) = g(x)[1−
√

x1/g(x)− x1 sin(10πx1)/g(x)]

g(x) = 1+9
n∑

i=2

xi/(n−1)

n = 30,0 ⩽ xi ⩽ 1, i = 1,2, · · · ,n 非连续型

ZDT4

f1(x) = x1, f2(x) = g(x)[1−
√

x1/g(x)]

g(x) = 1+10(n−1)+
n∑

i=2

[xi
2−10cos(4πx1)]

n = 10,0 ⩽ xi ⩽ 1, i = 1,2, · · · ,n 凸型+多模态

ZDT6

f1(x) = 1− exp(−4x1)sin6(6πx1)
f2(x) = g(x)[1− ( f1(x)/g(x))2]

g(x) = 1+9[
n∑

i=2

xi/(n−1)]0.25

n = 10,0 ⩽ xi ⩽ 1, i = 1,2, · · · ,n 凹型+多模态+有偏
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表 2    3-目标测试函数集

Table 2    3-objective test function
 

函数 定义 变量范围 Pareto 前沿特征

Viennet1
f1(x,y) = x2+ (y−1)2

f2(x,y) = x2+ (y+1)2+1
f3(x,y) = (x−1)2+ y2+2

−2 ⩽ x,y ⩽ 2 凸型

Viennet3

f1(x,y) = 0.5(x2+ y2)+ sin(x2+ y2)
f2(x,y) = (3x−2y+4)2/8+ (x− y+1)2/27+15

f3(x,y) = 1/(x2+ y2+1)−1.1e(−x2−y2)

−3 ⩽ x,y ⩽ 3 混合型+退化型

DTLZ4

f1 (x) = (1+g (x))cos(x1
απ/2)cos(x2

απ/2)

f2 (x) = (1+g (x))cos(x1
απ/2)sin(x2

απ/2)

f3 (x) = (1+g (x))cos(x1
απ/2)sin(x1

απ/2)

g (x) =
n∑

i=3

(xi−0.5)2

n = 12,0 ⩽ xi ⩽ 1, i = 1,2, · · · ,n 凹型+有偏

DTLZ7

f1 (x) = x1

f2 (x) = x2

f3 (x) = (1+g (x))h (x)

h (x) = 3− (x1 (1+ sin(3πx1))+ x2 (1+ sin(3πx2))1+g (x))

g (x) = 1+
9

22

n∑
i=3

xi

n = 12,0 ⩽ xi ⩽ 1, i = 1,2, · · · ,n
不连续+混

合+多模态

 
  

3.2    与经典多目标优化算法进行比较

Gmax

为验证 HVFA-M 的性能，将 HVFA-M 与
MOPSO[18]，NSGA-III[6]，MOEA/D[12]，PESA-II[11] 及

MOFA[23] 5 种经典多目标优化算法进行比较，所

有对比算法的参数设置均取自于相应文献，如表 3
所示。为分别验证 HVFA-M 的收敛性和 Pareto
最优解集的广泛性，采用 generation distance(GD)[35]、

maximum spread(MS)[36] 性能评价指标量化算法获

得的 Pareto 最优前沿的收敛性和广泛性，其中 GD
反映了算法所得的近似 P a r e t o  前沿对真实

Pareto 前沿的逼近程度，GD 值越小，表示算法收

敛性越好；MS 反映出算法所得的 Pareto 最优前沿

在目标空间中分布的广泛程度，MS 值越大，表示

解集的广泛性越好。为评价 HVFA-M 的综合性

能，即避免算法收敛性差而导致的更广泛的分布

的影响，采用 inverted generation distance(IGD)[37]

评价指标来判断算法的优劣，IGD 指标可同时评

价算法的收敛性和多样性，IGD 值越小，算法的

综合性能越好。为保证所有算法比较的公平性，

所有算法的最大迭代次数 设置为 300，种群大

npop nrep

pcrossover = 0.5 ncrossover = 2rand
[
1
2

pcrossover×npop

]小 设置为 50，外部档案 EA 的大小 设置为

2 0 0 ； ， 为

减少随机因素的干扰，所有算法在每个测试函数

上均独立运行 30 次，评价指标数据为算法独立运

行 30 次的平均值。
 

  
表 3    各算法参数设置

Table 3    Parameter setting of each algorithm
 

算 法 参数设置 参考文献

MOPSO w = 0.4,c1,c2 = Rand[0,1] [18]

NSGA-III — [6]

MOEA/D γ = 0.5 [12]

PESA-II — [11]

MOFA α = 0.2,β0 = 1,γ = 1 [23]

HVFA-M α = 0.2,β0 = 1,γ = 1 —
 
 

表 4~6 给出了 HVFA-M 与其他 5 种经典算法

在 9 个测试函数上的 GD 、MS、IGD 的均值和标

准差，表格中加粗数据表示不同算法在同一测试

函数上取得的最优值。
 

  
表 4    HVFA-M 与 5 种经典算法在 GD 上的实验结果

Table 4    Experimental results of HVFA-M and five classical algorithms on GD
 

函数 结果 MOPSO NSGA-III MOEA/D PESA-II MOFA HVFA-M

ZDT1
均值 1.297 7E-03 1.387 1E-03 2.289 6E-02 7.890 1E-03 2.546 0E-03 6.450 1E-05

标准差 2.814 7E-03 1.261 2E-04 1.427 6E-02 2.569 3E-03 3.953 2E-03 1.152 2E-05
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续表 4

函数 结果 MOPSO NSGA-III MOEA/D PESA-II MOFA HVFA-M

ZDT2
均值 9.987 5E-02 1.244 1E-03 1.147 2E-01 1.778 2E-02 5.526 3E-03 4.666 3E-05

标准差 2.288 4E-01 1.716 2E-04 9.790 0E-02 8.683 6E-03 3.086 0E-03 1.415 0E-05

ZDT3
均值 5.107 2E-03 1.055 4E-03 2.429 2E-02 8.749 4E-03 5.760 1E-03 1.597 2E-04

标准差 6.552 6E-03 1.648 9E-04 6.930 2E-03 6.100 8E-03 9.347 1E-03 3.126 7E-05

ZDT4
均值 2.506 0E-01 1.232 6E-01 8.050 2E-01 1.929 2E-01 6.839 1E-04 1.783 3E-04

标准差 2.166 8E-01 1.128 6E-02 7.273 1E-01 2.431 3E-01 1.206 7E-04 2.671 8E-05

ZDT6
均值 7.495 2E-02 1.938 4E-05 2.867 4E-01 1.311 7E-02 2.231 5E-01 6.592 0E-05

标准差 1.736 3E-01 6.194 0E-06 1.348 6E-01 1.644 2E-02 7.021 5E-02 2.348 5E-05

Viennet1
均值 8.161 9E-03 5.286 1E-03 1.6919E-03 6.080 8E-03 7.284 7E-03 7.787 9E-03

标准差 9.030 3E-04 8.443 3E-04 5.756 3E-04 7.479 5E-04 1.030 9E-03 7.616 0E-04

Viennet3
均值 4.219 0E-04 4.354 7E-04 1.912 4E-03 2.707 4E-04 2.823 5E-04 2.373 8E-04

标准差 4.940 0E-04 2.303 4E-04 4.273 1E-03 1.369 6E-04 1.396 0E-04 8.757 8E-05

DTLZ4
均值 1.012 1E-02 1.345 5E-03 4.855 2E-03 9.290 3E-03 4.859 0E-02 6.449 2E-03

标准差 1.497 6E-02 2.103 1E-04 8.500 8E-03 2.718 6E-03 9.967 0E-02 6.805 2E-03

DTLZ7
均值 1.946 8E-03 1.403 8E-03 2.835 8E-02 6.124 9E-03 7.582 5E-03 5.683 9E-03

标准差 3.362 7E-04 5.406 4E-04 3.290 2E-02 3.281 8E-03 8.517 3E-03 9.213 7E-03
 
 
 

  
表 5    HVFA-M 与 5 种经典算法在 MS 上的实验结果

Table 5    Experimental results of HVFA-M and five classical algorithms on MS
 

函数 结果 MOPSO NSGA-III MOEA/D PESA-II MOFA HVFA-M

ZDT1
均值 9.953 2E-01 9.765 0E-01 8.237 8E-01 9.392 2E-01 9.685 5E-01 9.830 4E-01

标准差 1.478 0E-02 2.082 3E-02 9.764 8E-02 1.843 6E-02 1.766 9E-02 2.241 4E-02

ZDT2
均值 7.990 7E-01 8.014 8E-01 9.856 5E-01 8.203 2E-01 9.500 6E-01 9.958 3E-01

标准差 4.517 7E-01 1.316 6E-01 2.793 3E-01 4.205 3E-02 2.825 9E-02 6.136 0E-03

ZDT3
均值 9.772 3E-01 9.437 6E-01 7.303 6E-01 9.467 7E-01 9.907 7E-01 9.931 0E-01

标准差 2.274 8E-02 8.008 0E-02 1.010 2E-01 1.068 5E-02 4.275 2E-03 7.115 8E-03

ZDT4
均值 1.107 0E+00 7.817 1E-01 5.792 9E+00 1.116 7E+00 9.632 6E-01 9.861 9E-01

标准差 4.009 1E-01 8.640 6E-02 5.180 0E+00 7.139 4E-01 2.230 7E-02 2.302 0E-02

ZDT6
均值 1.061 1E+00 9.482 6E-01 2.531 3E+00 9.947 2E-01 3.158 5E-01 9.331 3E-01

标准差 3.298 7E-01 1.900 2E-01 1.070 6E+00 1.742 9E-02 3.865 2E-01 8.486 0E-02

Viennet1
均值 8.628 5E-01 7.932 7E-01 6.575 1E-01 8.339 5E-01 8.504 4E-01 8.595 3E-01

标准差 4.052 3E-03 4.875 8E-02 6.631 2E-02 3.038 2E-02 1.383 1E-02 6.799 8E-03

Viennet3
均值 9.935 7E-01 8.088 8E-01 4.085 7E-01 9.715 4E-01 8.624 7E-01 9.763 1E-01

标准差 5.246 4E-03 1.125 4E-02 2.180 3E-01 1.449 4E-02 6.827 1E-02 3.087 9E-02

DTLZ4
均值 1.000 0E+00 9.323 2E-01 7.218 4E-01 1.000 0E+00 3.866 1E-01 1.000 0E+00

标准差 0.000 0E+00 8.813 6E-02 3.079 1E-01 0.000 0E+00 3.078 0E-01 0.000 0E+00

DTLZ7
均值 9.941 9E-01 9.813 1E-01 7.636 0E-01 9.764 3E-01 9.911 9E-01 9.952 8E-01

标准差 2.981 2E-03 1.857 7E-02 1.304 3E-01 8.731 6E-03 3.863 2E-03 2.691 2E-03
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表 6    HVFA-M 与 5 种经典算法在 IGD 上的实验结果

Table 6    Experimental results of HVFA-M and five classical algorithms on IGD
 

函数 结果 MOPSO NSGA-III MOEA/D PESA-II MOFA HVFA-M

ZDT1
均值 1.762 2E-02 2.031 4E-02 3.340 7E-01 1.191 2E-01 2.067 5E-02 4.706 7E-03

标准差 3.859 9E-02 1.546 3E-03 1.927 4E-01 2.938 6E-02 2.583 9E-03 1.006 0E-03

ZDT2
均值 5.860 6E-01 4.201 3E-02 1.608 3E+00 1.784 0E-01 4.041 4E-02 5.501 9E-03

标准差 6.904 7E-01 2.279 3E-02 5.607 9E-01 6.775 0E-02 1.192 2E-02 1.173 4E-03

ZDT3
均值 3.553 4E-02 2.351 8E-02 5.637 1E-01 1.109 0E-01 2.001 4E-02 4.811 5E-03

标准差 4.891 7E-02 8.853 5E-03 4.058 1E-01 2.748 8E-02 4.293 7E-03 8.967 0E-04

ZDT4
均值 2.302 2E+00 1.525 6E+00 4.922 3E+00 2.075 1E+00 3.104 4E-02 4.991 5E-03

标准差 1.288 5E+00 2.174 0E-01 4.079 8E+00 1.339 7E+00 4.977 1E-02 6.611 8E-04

ZDT6
均值 9.215 1E-02 1.512 4E-01 3.733 9E+00 1.181 9E-02 3.986 5E-01 2.665 0E-02

标准差 4.629 5E-01 2.067 4E-01 1.312 5E+00 1.712 0E-02 1.180 4E-01 3.211 2E-02

Viennet1
均值 1.121 1E-01 1.192 2E-01 4.127 3E-01 1.049 7E-01 1.388 3E-01 1.173 5E-01

标准差 3.157 1E-04 8.863 6E-03 6.688 1E-02 4.494 0E-03 8.857 1E-03 6.448 6E-03

Viennet3
均值 5.616 5E-02 2.313 4E+00 2.272 4E+00 4.681 8E-02 1.681 5E+00 4.102 8E-01

标准差 1.342 9E-02 8.318 3E-02 4.586 7E-01 5.718 9E-03 7.031 8E-01 2.730 5E-01

DTLZ4
均值 1.541 4E-01 2.936 2E-01 3.735 7E-01 7.312 8E-02 8.361 4E-01 2.901 0E-01

标准差 1.663 8E-01 3.287 7E-01 2.915 3E-01 7.768 4E-03 1.172 4E-01 1.049 2E-01

DTLZ7
均值 5.410 9E-02 5.331 3E-02 6.466 0E-01 6.888 2E-02 7.432 9E-02 2.162 9E-01

标准差 3.123 0E-03 2.831 3E-03 2.877 4E-01 5.911 3E-03 6.649 9E-03 6.361 5E-02
 
 

根据表 4，单方面考虑算法的收敛性看，HVFA-M
在 9 个测试函数上有 5 次取得最优，相对于其他

5 种对比算法获得的最优值的次数最多，尤其对

于测试函数 ZDT1—ZDT4，在收敛性上的优势更

为突出，充分体现出其勘探能力强，收敛性能好

的优点。根据表 5，从算法求取的 Pareto 最优解

集的广泛性角度分析，HVFA-M 在 9 个测试函数

上有 4 次取得最优值，且在剩余的 5 个测试函数

上的取值与最优值相差不大，充分凸显出其搜索

范围广、覆盖面积大的特点。根据表 6，综合来

看，HVFA-M 在 9 个测试函数上有 4 次取得最优，

且在 ZDT6、Viennet1 问题上，HVFA-M 与最优值

之间具有相同的数量级，表明二者之间差异性

小，充分说明 HVFA-M 在收敛性和多样性方面具

有较强的优势。

表 7 给出了各种算法在 3 种评价指标上分别

取得最优值的数目。表 8 采用 Friedman 检验给出

6 种对比算法在 3 种性能评价指标上的平均排名。

从表 7 给出的各算法优势解的总数统计来看，

HVFA-M 在 3 种评价指标上共有 13 次取得了最

优值，排名第一，远胜于其他 5 种对比算法，PESA-II
次之，共取得 5 次最优，最差的是 MOFA，无一次

取得最优。综合来看，HVFA-M 相对于其他 5 种

对等比较算法表现出显著的性能优势。
 

  
表 7    HVFA-M 与 5 种经典算法的优势解统计

Table 7    Statistics of dominant solutions of HVFA-M and five classical algorithms
 

评价指标 HVFA-M MOPSO NSGA-III MOEA/D PESA-II MOFA

GD 5 0 3 1 0 0

MS 4 4 0 2 1 0

IGD 4 0 1 0 4 0

Total 13 4 4 3 5 0
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表 8    各算法在 GD、MS、IGD 上基于 Friedman 检验的平
均排名

Table 8    Average ranking of each algorithm based on
Friedman test on GD, MS and IGD

 

GD MS IGD

算法 秩 算法 秩 算法 秩

MOPSO 4.00 MOPSO 4.67 MOPSO 3.00

NSGA－III 2.22 NSGA－III 2.44 NSGA－III 3.44
MOEA/D 5.00 MOEA/D 2.67 MOEA/D 5.78

PESA－II 3.78 PESA－II 3.44 PESA－II 2.78
MOFA 4.00 MOFA 3.00 MOFA 3.78

HVFA-M 2.00 HVFA-M 4.78 HVFA-M 2.22
 
 

从表 8 可以看出，HVFA-M 在 GD、MS、IGD 上

的名次均是最好的，在 GD 上随后依次是 NSGA-III、
PESA-II 、MOFA、和 MOPSO，最差的是 MOEA/D；

在 MS 上随后依次是 MOPSO、PESA-II 、MOFA
和 MOEA/D，最差的是 NSGA-III；在 IGD 上随后

依次是 PESA-II、MOPSO、NSGA-III 和 MOFA，最

差的是 MOEA/D。Friedman 检验结果表明 HVFA-
M 较其他 5 种对比算法求解的精确度更高、覆盖

率更广、综合性能显著。

为更加直观的展现 HVFA-M 的优势，图 3 列

出了 HVFA-M 与 5 种经典算法在 9 种测试函数上

的 Pareto 前沿拟合曲线图，其中黑线表示真实的

Pareto 前沿，红色圆圈表示算法所得的 Pareto 前

沿。该曲线图清晰的呈现出各个算法在各个测试

问题上求取的 Pareto 前沿与真实 Pareto 前沿的拟

合情况，与表 4~8 给出的实验结果保持一致，均表

明 HVFA-M 较其他 5 种算法具有最优的 GD、 MS
和 IGD 性能，即具有较好的收敛性和多样性。
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图 3    HVFA-M 与 5 种经典算法的 Pareto 前沿拟合曲线

Fig. 3    Fitting of Fareto fronts of HVFA-M and five classical algorithms
 
  

3.3    与新近的多目标优化算法比较

为进一步验证 HVFA-M 的有效性，本部分将

HVFA-M 与 6 种新近的多目标优化算法  SMSE-
MOA [38]、TVMOPSO [39]、DMSPSO [40]、NSLS [41]、

MOEA/IGD-NS[42] 以及 CFMOFA[26] 进行比较，所

有对比算法的参数设置均取自于相应文献，如表 9
所示。这里选取 6 个基准 MOP 测试问题组成的

测试集合，包括 5 个 2-目标的 ZDT 系列函数 ZDT1、
ZDT2、ZDT3、ZDT4 和 ZDT6，以及 1 个 3-目标的

DTLZ 系列函数 DTLZ4，并利用 IGD 评价指标来

判断算法的优劣。实验中，为了确保公平性，EA 最

大设为 100，除 SMSEMOA、TVMOPSO 以及 DM-
SPSO 算法的评估次数维持其实验原始设计外，其

他所有算法的 2-目标测试问题的最大迭代次数设

置为 250，3-目标测试问题的最大迭代次数设置

为 500；为平衡随机性，算法独立运行 30 次，结果

取其平均值，实验结果由表 10 给出，其中加粗数据

表示不同算法在同一测试函数上获得的最优值。
 

  
表 9    各算法参数设置

Table 9    Parameter setting of each algorithm
 

算法 参数设置 参考文献

SMSEMOA µ = 0.5,σ = 0.8 [38]

TVMOPSO
c1i = 2.5,c1 f = 0.5,c2i = 0.5,c2 f = 2.5

w1 = 0.7,w2 = 0.4
b = 5

[39]

DMSPSO Pci = 1,Pc_mean = 0.1 [40]

NSLS µ = 0.5,σ = 0.1 [41]

MOEA/IGD-NS
pc = 1, pm = 1/n,
ηc = 20,ηm = 20

[42]

CFMOFA α = 0.2,β0 = 1,γ = 1 [26]

HVFA-M α = 0.2,β0 = 1,γ = 1 —
 
 

根据表 10， HVFA-M 在 6 个测试函数上取得

了 3 次最优的 IGD 均值，TVMOPSO、MOEA/IGD-
NS、CFMOFA 仅仅各取得一次最优，SMSEMOA、

DMSPSO、NSLS 在 6 个测试函数上均无一次能获

得最优的 IGD 均值。表 11 采用 Friedman 检验给

出了 HVFA-M 与 6 种新近算法基于 IGD 指标的平

均排名，可以看出，HVFA-M 排名第一，MOEA/IGD-NS
次之，随后依次是 CFMOFA、TVMOPO、SMSE-
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MOA、NSLS，最差的是 DMSPSO，Friedman 检验

的结果与表 10 中的 IGD 均值结果保持一致。综

合来看，HVFA-M 较其他 6 种对比算法具有更强

IGD 性能，即表现出更强的收敛性与多样性。 

  
表 10    HVFA-M 与 6 种新近算法的 IGD 实验结果

Table 10    Experimental results of HVFA-M and six recent algorithms on IGD
 

函数 HVFA-M SMSEMOA TVMOPSO DMSPSO NSLS MOEA/IGD-NS CFMOFA
ZDT1 9.207 2E-03 1.213 0E-01 1.450 0E-02 1.699 0E-01 6.951 0E+00 1.618 0E-02 9.316 3E-03

ZDT2 1.039 4E-02 5.620 0E-01 5.000 0E-02 2.209 0E-01 8.791 0E+00 3.026 0E-02 1.063 7E-02

ZDT3 9.814 3E-03 1.024 0E-01 5.730 0E-02 1.980 0E-01 7.350 0E+00 6.642 0E-02 1.242 1E-02

ZDT4 1.018 6E-02 1.224 0E+00 4.299 0E-01 1.406 6E+00 1.387 0E+00 1.650 0E-02 9.372 6E-03

ZDT6 7.440 5E-02 8.963 0E-01 3.600 0E-03 5.750 0E-02 8.081 0E-03 4.461 0E-03 1.067 4E-02

DTLZ4 3.889 2E-01 3.310 0E-01 4.157 0E-01 4.536 0E-01 2.116 0E-01 1.006 0E-01 8.581 3E-01
 
 
 

  
表 11    各算法在 IGD 上基于 Friedman 检验的平均排名

Table 11    Average ranking of each algorithm based on
Friedman test on IGD

 

平均排名 算法 秩

1 HVFA-M 2.50
2 MOEA/IGD-NS 2.83

3 CFMOFA 3.00

4 TVMOPO 3.33

5 SMSEMOA 5.17

6 NSLS 5.33
7 DMSPSO 5.83

 
 

经过两次实验比较可知，HVFA-M 是一种可
行且有效的多目标优化算法，表现出很强的收敛
性及多样性。究其原因：首先，运用 Maximin 策
略一方面有效维护了解群的多样性，另一方面用
于选择精英解参与种群进化；其次，档案精英解
结合当前最好解指导萤火虫移动，有利于提升算
法的勘探能力，扩大种群搜索范围，增强算法的
收敛性和广泛性；最后，引入非均匀变异算子平
衡算法全局与局部搜索的能力，促进种群全局勘
探的同时兼顾种群局部开发，进一步提高种群的
寻优能力，促进算法收敛。以上 3 种策略分工合
作，相互结合，共同提高了 HVFA-M 收敛性、多样
性的综合性能。 

3.4    3 种改进策略的有效性分析

本文提出的 HVFA-M 是 MOFA 与多种策略的
融合，它将 MOFA 与 3 种策略融合在一起：Max-
imin 多样性维护策略 (K1)、改进学习策略 (K2) 和
非均匀变异机制 (K3)。为了分析 3 种改进策略对
算法性能产生的影响，将 MOFA 与每种策略融合
进行测试。选取表 1、2 中的 9 个典型的多目标测
试函数进行数值实验，所涉及的算法描述如下。

MOFA：标准 MOFA 不添加任何策略。

MOFA+K1：添加 Maximin 多样性维护策略的

MOFA。

MOFA+K1+K2： 添加 Maximin 多样性维护策

略和改进学习策略的 MOFA。

MOFA+K3：添加非均匀变异机制的 MOFA。

MOFA+K1+K3：添加 Maximin 多样性维护策

略和非均匀变异机制的 MOFA.
HVFA-M：  K1、K2、K3 的 3 种策略融合的

MOFA。
需要指出的是，由于策略 K2 是在添加策略

K1 的基础上实现，因此无法单独给出 MOFA 添
加策略 K2 的实验结果。表 12 给出了添加不同策
略的 MOFA9 个测试问题上获得的 IGD 均值和方
差，算法的参数设置与 3.2 节相同，其中加粗数据
为最好的测试结果。

 

  
表 12    算法策略分析的 IGD 实验结果

Table 12    Experimental results of algorithm strategy analysis on IGD
 

函数 结果 MOFA MOFA+K1 MOFA+K1+K2 MOFA+K3 MOFA+K1+K3 HVFA-M

ZDT1
均值 2.067 5E-02 2.043 2E-02 5.101 3E-03 1.415 8E-02 7.982 7E-03 4.706 7E-03

标准差 2.583 9E-03 1.997 9E-03 8.391 0E-04 5.498 2E-03 1.756 4E-03 1.006 0E-03

ZDT2
均值 4.041 4E-02 4.269 5E-02 6.041 3E-03 2.362 4E-02 2.089 8E-02 5.501 9E-03

标准差 1.192 2E-02 1.050 3E-02 1.751 8E-03 8.094 1E-03 1.023 6E-02 1.173 4E-03

ZDT3
均值 2.001 4E-02 3.185 8E-02 5.193 8E-03 2.910 0E-02 2.786 0E-02 4.811 5E-03

标准差 4.293 7E-03 1.323 5E-02 1.486 3E-03 9.738 2E-03 1.672 8E-02 8.967 0E-04
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续表 12

函数 结果 MOFA MOFA+K1 MOFA+K1+K2 MOFA+K3 MOFA+K1+K3 HVFA-M

ZDT4
均值 3.104 4E-02 1.933 0E-02 5.093 6E-03 2.149 1E-02 1.443 3E-02 4.991 5E-03

标准差 4.977 1E-02 5.932 6E-03 8.659 0E-04 4.659 0E-03 4.710 3E-03 6.611 8E-04

ZDT6
均值 3.986 5E-01 3.309 3E-01 3.528 7E-02 1.622 8E-01 1.643 4E-01 2.665 0E-02

标准差 1.180 4E-01 1.895 9E-01 3.412 9E-02 5.158 9E-02 4.881 6E-02 3.211 2E-02

Viennet1
均值 1.388 3E-01 1.298 0E-01 1.189 4E-01 1.492 1E-01 1.345 4E-01 1.173 5E-01

标准差 8.857 1E-03 6.844 2E-03 5.458 9E-03 1.009 1E-02 8.177 2E-03 6.448 6E-03

Viennet3
均值 1.681 5E+00 1.107 7E+00 9.371 6E-01 1.551 9E+00 4.821 4E-01 4.102 8E-01

标准差 7.031 8E-01 7.338 1E-01 6.759 1E-01 7.522 4E-01 2.367 8E-01 2.730 5E-01

DTLZ4
均值 8.361 4E-01 8.401 4E-01 3.231 6E-01 4.309 8E-01 6.259 3E-01 2.901 0E-01

标准差 1.172 4E-01 1.320 4E-01 1.380 6E-01 6.989 0E-02 1.623 1E-01 1.049 2E-01

DTLZ7
均值 7.432 9E-02 8.064 7E-02 2.252 6E-01 7.782 9E-02 8.586 6E-02 2.162 9E-01

标准差 6.649 9E-03 9.586 5E-03 5.037 9E-02 1.136 5E-02 1.218 0E-02 6.361 5E-02
 
 

根据表 12 可以看出，仅添加 Maximin 多样性

维护策略和仅添加非均匀变异机制对改进 MOFA
的帮助有限，而在 Maximin 策略的基础上添加改

进学习策略或非均匀变异机制均能有效改善算法

的性能，特别是 MOFA 在 Maximin 多样性维护策

略的基础上，添加通过 Maximin 适应值筛选出精

英解来引导学习的改进学习公式策略，对算法的

帮助更大。对于 DTLZ7 测试函数，由于其具有离

散、混合和多模态的组合特征，使得 3 种策略均

不适用于求解此类问题。从算法获得的最优值的

数目上看，MOFA 融合 3 种策略改进的 HVFA-M，

能够显著提高 Pareto 最优解集的质量。表 13 给

出了 HVFA-M 与对比算法基于 IGD 指标的 Fried-
man 检验结果，可以看出，HVFA-M 排名第一，其

次是 MOFA+K1+K2、MOFA+K1+K3、MOFA+K3、
MOFA+K1，最差的是 MOFA。综合来看，MOFA
通过结合 3 种策略，获得了更好的优化性能。
 

  
表 13    算法策略分析的 IGD 平均排名

Table 13    Average ranking of algorithm strategy analysis
on IGD

 

平均排名 算法 秩

1 HVFA-M 1.44

2 MOFA+K1+K2 2.56

3 MOFA+K1+K3 3.44

4 MOFA+K3 4.11

5 MOFA+K1 4.67

6 MOFA 4.78
 
  

4   结论

多目标萤火虫算法的勘探能力弱，求解精度

差，本文针对这一问题，提出了一种新的多目标

优化方法−基于最大最小策略和非均匀变异

的萤火虫算法 (HVFA-M)。首先，Maximin 策略用

作外部档案的动态调整以保证目标空间中非劣解

的良好覆盖从而确保精英解参与种群进化；其

次，档案精英解配合当前最好解引导萤火虫移

动，使得萤火虫移动的方向更全面，以提高算法

的勘探能力从而增大解群寻找最优解的概率；最

后非均匀变异算子的引入使得算法融入了一定的

局部搜索思想，以提高解的寻优能力从而进一步

加快算法收敛。在多目标领域广泛使用的几个基

准测试函数上，将 HVFA-M 与几种经典及新近算

法进行比较研究，数值结果和图形结果清晰地表

明，本文所提出的 HVFA-M 具有很强的竞争力，

是解决多目标优化问题的一种可行且有效的选

择。本文的研究重点是小规模多目标优化问题，

下一步，将验证 HVFA-M 在大规模多目标测试问

题上的性能，并运用 HVFA-M 求解工程实践中的

多目标优化问题。
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