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摘    要：针对粗糙集数据分析中的不确定性度量问题。本文首先构造一种新型的考虑条件属性缺失度的目标

概念条件熵和决策知识条件熵。在此基础上，提出基于条件熵的属性权重确定技术和最小条件熵非完备属性

取值补充方法，用以解决属性权重完全未知的非完备多属性决策问题。应用实例分析表明：该方法能有效结合

粗粒度的初步分级信息，客观地确定决策因素取值，具有很强的解释意义，得到的决策结果更为合理有效。
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Abstract: In order to solve uncertainty measure problem in data analysis of rough set, this study first constructs a new
type of conditional entropy of the objective concept and conditional entropy of decision knowledge, with consideration of
the degree of missing of conditional  attributes,  and moreover,  proposes the conditional  entropy-based attribute weight
determination technique and a complementary method for incomplete attributes with minimum conditional entropy, so
as to solve a kind of incomplete multi-attribute decision-making problem whose attribute weight is completely unknown.
The real practical application shows that the proposed method can effectively combine coarse-grained preliminary clas-
sification information to objectively determine the value of decision factors, having strong explanatory significance, and
the obtained decision results are more reasonable and effective.
Keywords: incomplete decision system; tolerance relation; knowledge granularity; uncertainty measure; conditional en-
tropy; attribute weight; minimum conditional entropy principle; multi-attribute decision-making method

粗糙集理论是由 Pawlak[1] 提出的一种处理不

精确、不确定和模糊信息的数学工具，目前已被

广泛应用于病症诊断、金融风险和机器故障分析

等问题中 [2-4]。不确定性度量是粗糙集理论中的

一个重要研究问题，它在属性约简、规则获取中

发挥着重要的作用。

目前，国内外学者已经对经典粗糙集理论的

不确定性度量问题做了系统的研究 [5-13]。这些研

究大多基于完备描述的信息系统。现实问题中，

由于属性度量的高代价性、评价者对问题的判断

水平不足或数据输入人员的疏忽问题，常存在属

性值缺失的非完备信息系统。这种非完备信息系

统中的不确定性度量对于非完备知识获取等相关
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问题的求解也至关重要。近年来，研究者对非完

备信息系统或非完备决策系统的不确定度量取得

了一系列非常重要且有意义的研究成果 [14-16]。文

献 [17] 对 3 种类型的决策表 (完备、非完备和最

大一致块) 计算粗糙集的模糊性和粗略决策。文

献 [18] 在非完备决策系统中定义了一种条件熵。

而进一步研究发现，该条件熵对知识粒度不具有

单调性，这使得评估不完备决策系统中的不确定

性变得不那么合理。文献 [19] 进一步研究非完备

决策系统的不确定性度量，提出对知识粒度变化

敏感且具有单调性的条件熵。虽然这些度量值随

着知识粒度的变化而改变，但没有充分考虑由于

属性值缺失引起的不确定性。因此，构造既具有

知识粒度单调性又可体现属性缺失的不确定性度

量具有重要的意义。

非完备多属性决策问题是一类重要的多属性

决策问题。属性权重的合理设定是获得可信决策

结果的保障；属性缺失值填充是有效集结不同属

性信息的关键。目前属性权重确定方法大都基于

完备描述的多属性决策问题。文献 [20] 基于熵权

法设定属性权重。文献 [21] 利用优势粗糙集中属

性的综合优势度来确定多属性决策中的属性权

重。文献 [22] 基于信息量确定属性权重。上述赋

权方法是从信息论的角度来计算的属性权重，不

再依赖于数据分布，且具有客观性。属性缺失值

的填充方法通常使用统计分析法和最近邻法等填

充方法将非完备系统完备化，然而，在特定情况

下，这些填充方法填充的结果会与实际数据产生

偏离，从而导致不尽合理的决策结果。

本文考虑条件属性值缺失的情形，提出了一

种新的条件熵用以刻画非完备决策系统中的知识

不确定性程度，同时分析新的条件熵具有有界、

单调以及完备可退化的特性。此外，将新条件熵

应用于非完备多属性决策问题求解中，提出一种

基于条件熵的非完备多属性决策方法。该方法以

条件熵为统领，确定属性权重并以最小条件熵为

准则选择填充值，以此更加客观地求解现实中存

在的非完备多属性决策问题，并获得合理有效的

决策结果。最后应用房屋评测实例说明所提方法

的有效性与合理性。

1   相关概念

1.1    基本定义

S = ⟨U,V, f ,A⟩
U A

Va a V A

信息系统   是一个 4 元组，其中

 是由对象构成的非空有限集合，称为论域。  为
有限属性集，  为属性  的值域，  为属性集  的

V = ∪a∈AVa f : U ×A→ V值域，则  ；信息函数  ，表示

论域中每个对象在每个属性上均对应一个属性值。

S x ∈ U、a ∈ A f (x,a)

IS

若在信息系统  中存在  使得 
等于空值，其中空值用*表示，则称该信息系统为

非完备信息系统，记作 。

A =C∪d C d

C∩d = ϕ、V = ∪a∈CVa、 f : U × (C∪d)→ V,

DS ∗ ∈ VC、∗ < Vd

IDS

若 ,  为有限的条件属性集，  为决策

属性，  则称

之为决策信息系统，记作  。若  ，

则称决策信息系统为 。

在非完备信息系统中，由于一些缺失值的存

在，完备信息系统中的等价关系已不适用于辨别

任意两个对象间的关系。Kryszkiewicz[23] 运用较

弱的相容关系刻画非完备信息系统中对象之间的

相似性关系，进一步刻画概念的上、下近似。

T (P)定义 1[23]　相容关系  定义为：
T (P)={(u,v) ∈U×U |∀a∈P,a(u)=a(v)∨a(u)=∗∨a(v)=∗}

(1)
T (P) U

u P v

{v ∈ U |(u,v) ∈
T (P)} u,v ∈ U TP(u)

 是论域  上的相容关系，满足自反性和

对称性。在非完备信息系统中，相容关系指的是

将缺失值看作与任何同属性下的已知值有相等的

可能性的一种描述。对象  在知识  下与对象 
可能的不可区分的相容类为 TP(u) = 

， ，称  为相容关系下的信息粒度。

1.2    非完备信息系统中的不确定性度量

非完备信息系统中的信息熵在文献 [14] 中首

次进行了深入的探讨与研究。

IS = ⟨U,A,V, f ⟩
P ⊆ A P U

定义 2[14]　在非完备信息系统  
中， ，属性  在论域  上的信息熵定义为：

H(P) = − 1
U

|U |∑
i=1

log
|TP(ui)|
|U | (2)

TP(ui) U

|U | U

式中：  是非完备信息系统中在   上定义的

相容关系下的相容类；  表示集合   的基数。

文献 [14] 对非完备信息系统的不确定性度量

进行了研究，文献 [18] 进一步考虑了非完备决策

信息系统中的不确定性度量，提出了条件信息熵

的概念。

IDS = ⟨U,C∪{d},V, f ⟩
P,Q ⊆C∪{d} Q P

定义 3[18]　  为非完备决策

信息系统， 。属性  相对属性  的条

件熵定义为：

H1(Q |P ) = − 1
|U |

m∑
i=1

log

∣∣∣TQ(ui)∩TP(ui)
∣∣∣

|TP(ui)|
(3)

TP(ui) TQ(ui) U其中  与   是非完备信息系统中在   上
定义的相容关系下的相容类。

文献 [19] 进一步对文献 [18] 中的条件信息熵

进行了改进，提出一种满足单调性的条件熵度量

公式。
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IDS= ⟨U,C∪D,V, f ⟩、∗ < VD、∗ ∈ VC

U = {u1,u2, · · · ,un} B ⊆C

U/D = {Y1,Y2, · · · ,Ym}
D B

定义 4[19]　设 
是非完备决策系统，其中， ，

是一个属性集， 。则决策属性

 相对属性  的条件熵定义为：

H2(D |B ) = −
|U |∑
i=1

m∑
j=1

∣∣∣TB(ui)∩Y j

∣∣∣
|U | log

∣∣∣TB(ui)∩Y j

∣∣∣
|TB(ui)|

(4)

TB(ui) U其中  是非完备信息系统中在  上定义的相

容关系下的相容类。

然而，定义 3 及定义 4 并没有明显地刻画出

非完备决策系统的属性值缺失程度的特点，如果

此属性 (或属性集) 的信息变得更粗糙 (即此属性

或属性集上有更多的缺失值)，则在该属性集下的

不确定性应该更大，但有时上述不确定性度量值

却保持不变，相关实例见例 1。

U = {u1,u2,u3,u4,u5,u6}
A1 = {a1,a2,a3,a4} A2 = {b1,b2,b3,b4}

U/d = {{u1,u3}, {u2,u4,u5,u6}}

例 1　表 1 与表 2 是 2 个给定的决策信息表。

论域与条件属性集分别为  和
、 。二者的决策知

识相同 ,可表示为  ，表 2
将表 1 的部分属性值进行修改，以获得比表 1
缺失值更多的决策表。
 

  
表 1    一个非完备决策表

Table 1    An incomplete decision table
 

U a1 a2 a3 a4 d

u1 1 2 3 4 ×

u2 2 2 3 4 √

u3 2 2 4 2 ×

u4 1 ∗ 3 2 √

u5 ∗ 2 3 2 √

u6 2 2 ∗ ∗ √
 

 

  
表 2    表 1 部分已知值缺失化后的非完备决策表

Table 2    An incomplete decision table with partial known
values modified in Table1

 

U b1 b2 b3 b4 d

u1 1 2 3 4 ×

u2 2 ∗ 3 4 √

u3 ∗ ∗ 4 2 ×

u4 1 ∗ 3 2 √

u5 ∗ ∗ 3 2 √

u6 2 2 ∗ ∗ √
 
 

利用定义 3 和定义 4，分别计算表 1 和表 2 两

个系统的条件熵。

A1、A21) 由相容关系分别计算 6 个对象在属性 
下的相容类：

S A1 (u1) = {u1}
S A1 (u3) = {u3,u6}
S A1 (u5) = {u4,u5,u6}
S A1 (u2) = {u2,u6}
S A1 (u4) = {u4,u5}
S A1 (u6) = {u2,u3,u5,u6}
S A2 (u1) = {u1}
S A2 (u3) = {u3,u6}
S A2 (u5) = {u4,u5,u6}
S A2 (u2) = {u2,u6}
S A2 (u4) = {u4,u5}
S A2 (u6) = {u2,u3,u5,u6}

由此，可知∣∣∣S A1 (u1)
∣∣∣ = ∣∣∣S A2 (u1)

∣∣∣ , ∣∣∣S A1 (u2)
∣∣∣ = ∣∣∣S A2 (u2)

∣∣∣∣∣∣S A1 (u3)
∣∣∣ = ∣∣∣S A2 (u3)

∣∣∣ , ∣∣∣S A1 (u4)
∣∣∣ = ∣∣∣S A2 (u4)

∣∣∣∣∣∣S A1 (u5)
∣∣∣ = ∣∣∣S A2 (u5)

∣∣∣ , ∣∣∣S A1 (u6)
∣∣∣ = ∣∣∣S A2 (u6)

∣∣∣
2) 根据定义 3，计算 2 个非完备决策系统的

条件熵分别为：

H1(d |A1 ) = − 1
|U |

m∑
i=1

log

∣∣∣Td(ui)∩TA1 (ui)
∣∣∣∣∣∣TA1 (ui)

∣∣∣ =

−1
6
×

(
0+0+ log

1
2
+0+0+ log

3
4

)
=0.235 8

H1(d |A2 ) = −1
6
×

(
0+0+ log

1
2
+0+0+ log

3
4

)
=0.235 8

3) 根据定义 4，计算 2 个非完备决策系统的

条件熵分别为：

H2(d |A1 ) = −
|U |∑
i=1

m∑
j=1

∣∣∣TA1 (ui)∩Y j

∣∣∣
|U | log

∣∣∣TA1 (ui)∩Y j

∣∣∣∣∣∣TA1 (ui)
∣∣∣ =

−
[
0+

2
6

log
2
2
+2× 1

6
log

1
2
+

2
6

log
2
2
+

3
6

log
3
3
+(

1
6

log
1
4
+

3
6

log
3
4

)]
= 0.874 2

H2(d|A 2) = −
[
0+

2
6

log
2
2
+2× 1

6
log

1
2
+

2
6

log
2
2
+

3
6

log
3
3
+

(
1
6

log
1
4
+

3
6

log
3
4

)]
= 0.874 2

从以上计算可以看出表 1 与表 2 两个非完备

决策信息系统的两种条件熵都相同，但实际上由

于属性值缺失程度不同，它们所蕴含的信息不

同，所以非完备决策信息系统的不确定性也应该

不同。

2   非完备决策系统中的条件熵

在经典粗糙集理论中，产生不确定性的原因

主要有两个方面：1) 信息粒度带来的知识不确定
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性；2) 粗糙集边界引起的集合不确定性。然而对

于非完备信息系统，经过分析发现：已有的不确

定性度量方法在同一非完备信息系统中，相同属

性集下的属性值缺失程度不同所形成的系统会得

到相同的度量值，这时，如果直接应用已有的度

量公式来度量非完备信息系统的不确定性，就存

在一定的局限性，因为已有的度量方法只考虑了

非完备信息系统中由于知识粒度引起的不确定性

以及由粗糙集边界带来的集合不确定性，而没有

考虑由于属性值缺失所引起的不确定性。针对以

上问题，本文在非完备信息系统中提出一种考虑

缺失值程度的不确定性度量，并进一步考虑了非

完备决策信息系统中的不确定性度量，提出新的

条件熵，讨论了其相关性质。从新的角度验证并

说明条件熵能够更加精确地度量非完备决策系统

的不确定性。

通过以上分析，将完备信息系统下的不确定

性度量公理化定义推广到非完备信息系统中，提

出如下非完备信息系统中不确定性度量满足条件。

IS = ⟨U,V, f ,A⟩,P ⊆ A,

X ⊆ U Ψ (U) U

Γ(U) U Ψ (U) Γ(U)

R1 H(X |P ) Ψ (U)Γ(U)→ R1

X U/T (P)

定义 5　设   是一个非完

备信息系统， ，  是  上所有覆盖的全体

集合，  是  的幂集，若存在  到实数

集  的映射函数 ： ，满足如

下条件，则称它为目标概念  在覆盖  下的

不确定性度量。
∀P ⊆ A, H(X |P ) ⩾ 01) 非负性：  有 。
∀P、Q ⊆ A, H(X |P ) = H(X |Q )

f U/T (P)→ U/T (Q)

i ∈ {1,2,· · · , |U |}, |TP(ui)| = | f (TP(ui))| P
Q

{TP(u1), TP(u|U |)},U/T (Q) = {TQ(u1),TQ(u2), · · · ,
TQ(u|U |)}

2) 不变性：若  有 ，

那么存在映射 ： ，使得对于任意

 有 ，且在属性集 
与属性集  下的缺失值程度相同，其中，U/T(P) =

TP（u2）,···,
。

∀P、Q ⊆ A, P ⪯ Q P

Q H(X |P ) <H(X |Q )

3) 单调性：  若  ，且属性集  
比属性集  下的缺失值程度小，则  。

基于上述条件，构造出非完备信息系统中知

识的不确定性度量。

IS = ⟨U,V, f ,A⟩,P ⊆ A,

X ⊆ U U/T (P) = {TP(u1),TP(u2), · · · ,TP(u|U |)}
P U

定义 6　设  是一个非完备信

息系统， ， ，

则属性集  在论域  上的信息熵定义为：

Hα(P) = − 2α

|U |

|U |∑
i=1

|TP(ui)|
|U | log

|TP(ui)|
|U | (5)

α =

|U |∑
i=1

|Q(ui)|

|P| ;Q(ui) = {a |a ∈ P∧a (ui) = ∗};ui ∈ U;

i = 1,2, · · · , |U | |Q(ui)| ui

式中：

；  表示对象   在条件属性描述

下缺失值的个数。以下出现的相同符号意义与此

相同，不再赘述。

基于上述分析，构造出非完备信息系统中目

标概念的不确定性度量。

IS = ⟨U,V, f ,A⟩,P ⊆ A,

U/T (P) = {TP(u1),TP(u2), · · · ,TP(u|U |)} X ⊆ U,

X U/T (P)

定义 7　设  是一个非完备

信息系统， ，

则目标概念  在覆盖  下的不确定性度量为：

Hα(X |P ) = − 2α

|U |

|U |∑
i=1

|TP(ui)∩X|
|U | log

|TP(ui)∩X|
|TP(ui)|

(6)

定义 7 给出了非完备信息系统中目标概念的

不确定性度量，该度量不但反映了非完备信息系

统中由于知识粒度及集合引起的不确定性，还反

映了由于属性值缺失所引起的不确定性。

IS = ⟨U,V, f ,A⟩,P ⊆ A,

X ⊆ U Hα(X |P )

定理 1　设   是一个非完

备信息系统， ，那么   是定义 5 下的

不确定性度量。

H(X |P ) = −
|U |∑
i=1

|TP(ui)∩X|
|U | log

|TP(ui)∩X|
|TP(ui)|

G(α) =
2α

|U |

证明　式 (6) 是由 2 部分因子组成，其中一个

因子为  ，另

一个因子为 。

Yi=TP(ui)∩X，Yi
c=TP(ui)∩Xc，xi= |Yi|= |TP(ui)∩

X|，yi = |Yi
c| = |TP(ui)∩Xc|、Xc = U −X。

设 
 则

TP(ui) = Yi∪Yi
c, |TP(ui)| = |Yi∪Yi

c| = |Yi|+ |Yi
c| = xi+ yi

所以

H(X |P ) = −
|U |∑
i=1

|TP(ui)∩X|
|U | log

|TP(ui)∩X|
|TP(ui)|

=

−
|U |∑
i=1

xi

|U | log
xi

xi+ yi

f (x,y) = −x log
x

x+ y
x ⩾ 0,y ⩾ 0

f (0,0) = 0 f (x,y) ⩾ 0 H (X

|P ) ⩾ 0

易知函数   在   范

围内单调递增，且 ，则 ，故 
。

α ⩾ 0 G(α) > 0

H(X |P ) ⩾ 0 Hα(X |P ) ⩾ 0

1) 非负性：易知 ，所以 。又因为

，得 ；

TP(ui) ∈ U/T (P), TP(ui)∩X=

ϕ TP(ui) ⊆ X Hα(X |P ) = 0

对于任意  当且仅当 
 或  时，有 。

∀P,Q ⊆ A, H(X |P ) = H(X |Q ),

U/T (P) = {TP(u1),TP(u2), · · · ,TP(u|U |)} U/T

(Q)=TQ(u1),TQ(u2), · · · ,TQ
(
u|U |

)} |TP(ui)|=
∣∣∣TQ(ui)

∣∣∣ (∀i ∈
{1,2, · · · , |U |}),

2) 不变性：若  要使

则必对覆盖 ，

 ，有 
 即

H(X |P ) = −
|U |∑
i=1

|TP(ui)∩X|
|U | log

|TP(ui)∩X|
|TP(ui)|

=

−
|U |∑
i=1

∣∣∣TQ(ui)∩X
∣∣∣

|U | log

∣∣∣TQ(ui)∩X
∣∣∣∣∣∣TQ(ui)

∣∣∣ = H(X |Q )

P Q又必须在属性集   与属性集   下的缺失值
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G(αP) =G(αQ)程度相同，即 。

则得到
Hα(X |P )=G(αP) H(X |P )=G(αQ) H(X |Q )=Hα(X |Q )

f (x,y) = −x log(x/x+ y)

x ⩾ 0,y ⩾ 0 f (x,y) ⩾ 0

H(X/P) ⩾ 0,

G(α) = 2α > 0, Hα (X

|P ) ⩾ 0

3) 单调性：因为函数   在
区间   上单调递增，且  ，所以

式 (6) 中一个因子   且单调递增，另一

个因子为函数  且单调递增，所以

，且单调递增，即满足单调性。

由此可知，式 (6) 是非完备信息系统下的一种

不确定性度量。

考虑非完备信息系统中目标概念的不确定性

程度，可诱导出非完备决策系统中知识的不确定

性度量。
IDS= ⟨U,C∪D,V, f ⟩，P ⊆C，∗<VD，∗∈ VC

U/T (P) = {TP(u1),TP(u2), · · · ,
TP(u|U |)},X ⊆ U TP(ui) U

U/D = {Y1,Y2, · · · ,Ym} D

P

定义8　设 
是一个非完备决策系统，

， 是在   上定义的相容关系下

的相容类， 。 则决策属性  相
对属性  的条件熵定义为：

H(D |P ) = − 2α

|U |

|U |∑
i=1

m∑
j=1

∣∣∣TP(ui)∩Y j

∣∣∣
|U | log

∣∣∣TP(ui)∩Y j

∣∣∣
|TP(ui)|

(7)

IDS= ⟨U,C∪D,V, f ⟩, P,Q ⊆C, ∗< VD, ∗∈
VC U/T (P) = {TP(u1),

TP(u2), · · · ,TP(u|U |)},U/T (Q)= {TQ(u1), · · · ,TQ(u|U |)},
|TP(ui)| =

∣∣∣TQ(ui)
∣∣∣ , P Q

αP = αQ, H(D |P ) = H(D |Q )

性质1　设 
 是一非完备决策系统，其中  

 若

 且在属性集   与属性集   下的

缺失值程度相同，即  则 。

P,Q ⊆C,

性质 1 表明本文构造的条件熵满足不确定度

量的不变性条件，即若 2 个知识   粗细相

同，且缺失值程度相同时，它们具有相同的不确

定性度量值，这意味着知识粒度粗细程度及属性

值缺失程度相同，其不确定性也相同。
IDS= ⟨U,C∪D,V, f ⟩,P,Q ⊆C,∗ < VD,∗ ∈

VC U/T (P) = {TP(u1),TP

(u2), · · · ,TP(u|U |)},U/D= {Y1,Y2, · · · ,Ym} D

P 0 ⩽ H(D |P ) ⩽ 2|U | log |U |

性质2　设 
 是一非完备决策系统，其中 

。决策属性  相对

属性  的条件熵取值范围为 。

TP(ui) ⊆ Yi H(D |P )证明　1) 当  时，  取最小值为 0。
TP(ui) ⊆ Yi ui ∈ U由  可知，对任意的 ，有∣∣∣TP(ui)∩Y j

∣∣∣
|TP(ui)|

=
|TP(ui)|
|TP(ui)|

= 1

则

log

∣∣∣TP(ui)∩Y j

∣∣∣
|TP(ui)|

= 0

H(D |P ) = 0 TP(ui) 1

Yi

根据定义 8 得  。反之，若

，则
|U |∑
i=1

m∑
j=1

∣∣∣TP(ui)∩Y j

∣∣∣
|U | log

∣∣∣TP(ui)∩Y j

∣∣∣
|TP(ui)|

, 0

2α H(D |P ) , 0又  始终大于零，所以  产生矛盾，

H(D |P )因此  可以取到最小值，且为 0。
TP(ui) = U,U/D = {{u1}, {u2}, · · · , {u|U |}},

H(D |P ) 2|U | log |U |
2) 当  且当所

有条件属性值缺失时，  达到最大值 。

|Q(ui)| = |U | × |P| ,
α = |U | TP(ui)=U U/D= {{u1} , {u2} , · · · ,{u|U |}}

H(D |P ) = 2|U | log |U |

当所有条件属性值缺失时，即 
得  ，又因为 ，

所以，利用式 (7) 得 。

D P
0 ⩽ H(D |P ) ⩽ 2|U | log |U |

因此，决策属性  相对属性  的条件熵取值

范围为 。

IDS = ⟨U,C∪D,V, f ⟩,P,Q ⊆C,∗ < VD,∗ ∈
VC U/T (P) = {TP(u1),

TP(u2), · · · ,TP(u|U |)},U/D = {Y1,Y2, · · · ,Ym}
ui ∈ U,a ∈C,(i ∈ 1,2, · · · , |U |) f (ui,a) , ∗ (ui,

a) = ∗ IDS′

D

P D

P H′(D |P ) > H(D |P )

性质3　设 
 是一非完备决策系统，其中  

。对于任意

，将  转化为 f
 ，得到改变后的非完备决策系统 。则改

变后的非完备决策系统下决策属性   相对属性

 的条件熵大于原决策系统下决策属性   相对

属性  的条件熵，即 。
∀ui ∈ U,a ∈C, (i ∈ 1,2, · · · , |U |), f (ui,

a) , ∗ f (ui,a) = ∗ TP(ui) ⊆ TP
′(ui)

H(X |P ) TP(ui)

H′(Y j |P ) ⩾ H(Y j |P ), ( j = 1,2, · · · ,m)

证明　由于  将 
 转化为 ，则 。由定理

1 可知，一因子   随着   变粗，单调递

增，则 ，即

−
|U |∑
i=1

∣∣∣T ′P(ui)∩Y j

∣∣∣
|U | log

∣∣∣T ′P(ui)∩Y j

∣∣∣
|TP(ui)′|

⩾

−
|U |∑
i=1

∣∣∣TP(ui)∩Y j

∣∣∣
|U | log

∣∣∣TP(ui)∩Y j

∣∣∣
|TP(ui)|

, ( j = 1,2, · · · ,m)

则

−
|U |∑
i=1

m∑
j=1

∣∣∣T ′P(ui)∩Y j

∣∣∣
|U | log

∣∣∣T ′P(ui)∩Y j

∣∣∣
|TP(ui)′|

⩾

−
|U |∑
i=1

m∑
j=1

∣∣∣TP(ui)∩Y j

∣∣∣
|U | log

∣∣∣TP(ui)∩Y j

∣∣∣
|TP(ui)|

IDS′

α′ > α

又因为改变后的非完备决策系统  的缺失

值增多，即 ，也即
2α′

|U | >
2α

|U |
所以

H′(D |P ) > H(D |P )

P,Q ⊆C

P ⪯ Q |QP(ui)| <
∣∣∣QQ(ui)

∣∣∣ D

P D Q

性质 3 表明由定义 8 构造的条件熵满足不确

定性度量的单调性条件，即若 2 个知识  ，

，且  ，则决策属性   相对属

性  的条件熵小于决策属性  相对属性  的条

件熵，这意味着非完备决策信息系统存在的缺失

值越多，则条件熵越大，不确定性也越大。

IDS = ⟨U,C∪D,V, f ⟩ ,
DS = ⟨U,C∪D,V, f ⟩ ,

P ⊆C,U/T (P)= {TP(u1),TP(u2), · · · ,TP(u|U |)},U/D= {Y1,

Y2, · · · ,Ym} D

性质 4　非完备决策系统 
退化为完备决策信息系统   其
中 

。则完备决策系统中决策属性  相对属
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P性  的条件熵为：

HDS(D |P ) = −
n∑

i=1

(
|Xi|
|U | )

2 m∑
j=1

∣∣∣Xi∩Y j

∣∣∣
|Xi|

log

∣∣∣Xi∩Y j

∣∣∣
|Xi|

(8)

α = 0

TP(ui)

[ui]P U/P = {X1,X2, · · · ,Xn}

证明　完备决策系统中无缺失值，即  ，

相容关系退化为等价关系，则相容类   退化

为等价类 ， ，因此，

H(D |P ) = − 2α

|U |

|U |∑
i=1

m∑
j=1

∣∣∣TP(ui)∩Y j

∣∣∣
|U | log

∣∣∣TP(ui)∩Y j

∣∣∣
|TP(ui)|

=

− 1
|U |

|U |∑
i=1

m∑
j=1

∣∣∣[ui]P∩Y j

∣∣∣
|U | log

∣∣∣[ui]P∩Y j

∣∣∣
|[ui]P|

=

− 1
|U |

n∑
i=1

|Xi|
m∑

j=1

∣∣∣Xi∩Y j

∣∣∣
|U | log

∣∣∣Xi∩Y j

∣∣∣
|Xi|

=

−
n∑

i=1

|Xi|
|U |

m∑
j=1

|Xi|
|U |

∣∣∣Xi∩Y j

∣∣∣
|Xi|

log

∣∣∣Xi∩Y j

∣∣∣
|Xi|

=

−
n∑

i=1

(
|Xi|
|U | )

2 m∑
j=1

∣∣∣Xi∩Y j

∣∣∣
|Xi|

log

∣∣∣Xi∩Y j

∣∣∣
|Xi|

D P

HDS(D |P )
∣∣∣Xi∩Y j

∣∣∣
|Xi|

完备决策信息系统中属性   相对属性   的
条件熵   可以看成是以条件概率  /

 为自变量的函数值的加权平均的平方。

3   基于条件熵的多属性决策方法

多属性决策广泛存在于现实生活中，它主要

包括选择、分级及排序。排序是指根据属性信息

将系统中的整个对象集形成全序。分级是指根据

一定准则将对象划分成若干类，若分类的个数等

同于对象的个数时，就将分级转化为排序。但在

实际情况下，决策结果多数以分级的形式存在，

因此可将决策系统中的分级看作初步决策，进而

利用条件熵计算决策系统的属性权重，及对属性

缺失值进行填充，在此基础上，通过计算加权平

均值来获得细粒度的排序，使得排序结果更合理。

3.1    基于条件熵的属性权重确定方法

IDS =< U,C∪{d},V, f >
C = {a1,a2, · · · ,am}

ai ∈C C

定义 9　设  是一个非完

备决策信息系统，属性集  ，定义

属性  在属性集  中的重要度为：

Sig(ai) = 1− hi
m∑
i

hi

(9)

hi = H(d |ai )(i = 1,2, · · · ,m)其中 。

基于条件熵的属性重要度定义具有如下性质：

IDS = ⟨U,C∪D,V, f ⟩,P,Q ⊆C,∗ < VD,

∗ ∈ VC ai ∈
性质 5  设  
 是一非完备决策系统，则对于任意属性

C 0 ⩽ Sig(ai) ⩽ 1，都有 。

H(D |P )

∃hi = 0, (i = 1,2, · · · ,m)

d ai hi = 0, Sig(ai) = 1

证明　1) 由性质 2 可知，  可以取最小

值，且为 0。则若   则决策属

性  相对该属性  的条件熵为  从而 。

Sig(ai) = 0 hi =

m∑
i

hi

h j , 0( j = 1,2, · · · ,m), hi = 0(i ,

j), ai

2) 要使 ，则必须 ，即存在一

个条件熵  其余条件熵 

 即属性  的重要度为 0，则可对该决策系统的

条件属性集进行属性约简。

hi ⩽
m∑
i

hi 0 ⩽
hi

m∑
i

hi

⩽ 1

0 ⩽ 1− hi
m∑
i

hi

⩽ 1
0 ⩽ Sig(ai) ⩽ 1

由式 (9) 可知 ，所以  ，则

， 即 。

IDS = ⟨U,C∪D,V, f ⟩,P,Q ⊆C,∗ < VD,∗ ∈
VC ∀ai ∈C

ai ∈C sig(ai) > 0

性质6　设 
 是一非完备决策系统，则对于  ，属性

 是必要的充分必要条件是 。

sig(ai)

C

由以上性质知，  的取值越大，则该属性

在属性集  中越重要。

IDS =< U,C∪{d},V, f >,∗ < VD,∗ ∈VC

C = {a1,a2, · · · ,
am} ai ∈C

定义 10　设 
是一个非完备决策信息系统，属性集 

，属性  的权重为：

ωi =
Sig(ai)

m∑
i=1

Sig(ai)

(10)

3.2    基于条件熵的缺失值填充方法

IDS = ⟨U,C∪{d},V, f ⟩ ,∗ < VD,∗ ∈ VC

U/d = {Y1,Y2, · · · ,Ym}
设  是一个非

完备决策信息系统，其中  ，则

基于条件熵的非完备决策系统的填充方法叙述

如下。

非完备决策系统中缺失值的平均填充值：

Fl−avg(ui,a j) =

∑
uk∈U j

′

f (uk,a j)∣∣∣U j
′
∣∣∣ (11)

U j
′ = { f (uk,a j) |d(uk) = d(ui)}其中 。

非完备决策系统中缺失值的众数填充值：
Fl− mod e(ui,a j) = mod e(Va j

/{∗}) (12)

mod e(Va j
/{∗}) ui a j其中   表示全体对象   在属性   下

的所有已知值中出现次数最多的属性值。

Fl− mod e−d(ui,a j) = mod e{ f (uk,a j)
∣∣∣d(uk,a j) = d(ui,a j)

uk ∈ U}
(13)

Fl = Fl−avg∪ (Fl− mod e∩Fl− mod e−d)

f (ui,a j) = ∗
利用   得到缺失

值填充   的所有可能值，将所有可能值

依次填充该缺失值，然后分别计算填充后系统的

条件熵，比较度量值，取最小度量值对应的填充
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值，即
v∗ = argmin

v∈Fl
H(d |C,v ) (14)

v∗

v∗
为该缺失值的填充值。若  有多个取值，则该缺

失值的填充值为  的平均值。

3.3    基于条件熵的多属性决策方法

算法　基于条件熵的多属性排序方法
IDS = < U,C∪{d},

V, f >,∗ < VD,∗ ∈ VC , U/d = {Y1,Y2, · · · ,Ym}
输入　非完备决策信息系统 

 其中 。

I输出　全序化结果 。

ai ∈C

1) 基于相容关系，计算每个对象在每个属性

 下的相容类：

T (a) = {(ui,u j) ∈ U ×U
∣∣∣a(ui) = a(u j) ∨a(ui) = ∗∨a(u j) =

∗,a ∈C}, Ta(ui) = {u j ∈ U
∣∣∣(ui,u j) ∈ T (a) ,∀a ∈C}

d

ai ∈C

2) 利用条件熵的定义，计算决策属性  相对

每个属性  的条件熵

H(d |a ) = − 2α

|U |

|U |∑
i=1

m∑
j=1

∣∣∣Ta(ui)∩Y j

∣∣∣
|U | log

∣∣∣Ta(ui)∩Y j

∣∣∣
|Ta(ui)|

ai ∈C C

3) 利用基于条件熵的属性权重方法，根据式

(9)、(10) 计算每个属性   分别在属性集   中
的重要度及权重。

4) 利用式 (11)~(14) 对非完备决策系统进行

填充。

C

5) 在填充后的系统中，计算每个对象在属性

集  上的加权求和，即

DC(ui) =
|C|∑
j=1

ω j f (ui,a j) (15)

4   案例分析

a1

a2 a3

a4

d U/d = {{x1, x4, x8}, {x2}, {x3, x6, x9},
{x5, x7, x10}} ∗

以某鉴定机构对危旧房屋评估受损水平的多

属性决策问题为例进行分析。鉴定机构负责人派

出 2 位专家根据房屋装修质量 、房屋安全出口

结构安全性 、房屋结构可靠性  和房屋主体构

件耐久性 ，将 10 座房屋进行了初步评定，决策

属性  表示评测等级，

，见表 3，表中" "表示该房屋在某属性

下的属性值是存在的，只是由于数据暂时无法得

到而被遗漏了。现根据非完备多属性排序方法的

算法将 10 座房屋进行降序排列。
a11) 计算 10 个对象在属性  下的相容类：

Ta1 (x1) = {x1, x5, x6, x8, x9}, Ta1 (x2) = {x2, x3, x5, x6, x10}

Ta1 (x3) = {x2, x3, x5, x6, x10},Ta1 (x4) = {x4, x5, x6, x7}

Ta1 (x5) = {x1, x2, · · · , x10}, Ta1 (x6) = {x1, x2, · · · , x10}

Ta1 (x7) = {x4, x5, x6, x7}, Ta1 (x8) = {x1, x5, x6, x8, x9}

Ta1 (x9) = {x1, x5, x6, x8, x9}, Ta1 (x10) = {x2, x3, x5, x6, x10}

a2、a3、a4

类似地，可得到所有对象在其他 3 个属性

 下对应的相容类。

d a1、

a2、a3、a4

2) 分别计算决策属性   相对每个属性

 的条件熵为

|Q(xi)| = 2,α =
|Q(xi)|
|a1|

= 2,h1 = H(d |a1 ) = 3.822 7

|Q(xi)| = 1,α =
|Q(xi)|
|a2|

= 1,h2 = H(d |a2 ) = 1.397 7

|Q(xi)| = 2,α =
|Q(xi)|
|a3|

= 2,h3 = H(d |a3 ) = 3.492 1

|Q(xi)| = 3,α =
|Q(xi)|
|a4|

= 3,h4 = H(d |a4 ) = 10.372 6

a1、a2、a3、a4

C

3) 由式 (9) 分别计算属性  在属

性集  中的属性重要度为

Sig(a1) = 1− h1

4∑
i=1

hi

= 0.799,Sig(a2) = 1− h2

4∑
i=1

hi

= 0.927

Sig(a3) = 1− h3

4∑
i=1

hi

= 0.817,Sig(a4) = 1− h4

4∑
i=1

hi

= 0.457

由式 (10) 计算各属性权重分别为
ωa1 = 0.266,ωa2 = 0.309,ωa3 = 0.272,ωa4 = 0.152

4) 利用条件熵方法对非完备决策系统进行

填充：

f (x4,a3) f (x8,a3), · · ·
f (x3,a2)

首先得到房屋评测系统中 , ,
 的值缺失，然后由式 (11)~(13) 计算每个缺

失值的所有可能值。
Fl−avg(u5,a1) = {2},Fl− mod e−d(u5,a1) = {1,3}

Fl− mod e(u5,a1) = {1,2}

 

表 3   一个具有非完备评价信息的房屋评测表

Table 3    A house evaluation form with incomplete decision
information

 

房

屋

装修质

量a1

结构安

全性a2

结构可

靠性a3

构件耐

久性a4

评测

等级

x1 2 2 3 3 优

x2 1 1 1 ∗ 差

x3 1 ∗ 2 2 中

x4 3 3 ∗ 1 优

x5 ∗ 2 3 2 良

x6 ∗ 1 1 3 中

x7 3 1 2 ∗ 良

x8 2 3 ∗ 2 优

x9 2 1 1 3 中

x10 1 2 3 ∗ 良
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Fl(u5,a1) = {1,2}, f (x5,a1) = 1或 f (x5,

a1) = 2

由此可得  即  
。

类似地，可得其他 7 个缺失值填充的所有可

能值：

f (x6,a1) = 1.5或 f (x6,a1) = 1或 f (x6,a1) = 2

f (x3,a2) = 1

f (x4,a3) = 3

f (x8,a3) = 3

f (x2,a4) = 2或 f (x2,a4) = 3

f (x7,a4) = 2

f (x10,a4) = 2
f (x5,a1) f (x6,a1) f (x2,a4)所以以下对 、  和 ，利用

式 (14) 进行选择。

f (x5,a1) = 2 f (x5,a1) = 11) 当   及   时，分别利用

式 (7) 计算填充该缺失值后系统的条件熵，并比

较条件熵值。

f (x5,a1) = 1 C

T 1
C(ui) f (x5,a1) = 2

C T 2
C(ui) T 1

C(ui) ⊂ T 2
C(ui)

⊂ Y j, i = 5,10, T 2
C(ui) = T 1

C(ui)

H1(d |C ) = H2(d |C ) v∗1 = 1

v∗2 = 2 f (x5,a1) = 1.5

计算当   时，每个对象在属性集  
下的相容类为  ，当   时，每个对象

在属性集  下的相容类为 ，则 
 其余对象的相容类  ，则

。因此，根据式 (14 ) 得  ，

，故 。

f (x6,a1) = 1.5 f (x6,a1) = 1

f (x6,a1) = 2

T 1
C(ui) T 2

C(ui) T 3
C(ui)

2) 类似地，分别将 、 及

 填充该系统，利用式 (7) 计算填充后系

统的条件熵 ( 、  和   分别表示 3 个

可能值填充后系统中每个对象在属性集 C 下的

相容类)，即

H1(d |C ) = − 2α

|U |

|U |∑
i=1

m∑
j=1

∣∣∣T 1
C(ui)∩Y j

∣∣∣
|U | log

∣∣∣T 1
C(ui)∩Y j

∣∣∣∣∣∣T 1
C(ui)

∣∣∣ = 0

H2(d |C ) = − 2α

|U |

|U |∑
i=1

m∑
j=1

∣∣∣T 2
C(ui)∩Y j

∣∣∣
|U | log

∣∣∣T 2
C(ui)∩Y j

∣∣∣∣∣∣T 2
C(ui)

∣∣∣ =

−21.75

10
× (4× 1

10
× log2(

1
2

)) = 0.1345

H3(d |C ) = − 2α

|U |

|U |∑
i=1

m∑
j=1

∣∣∣T 3
C(ui)∩Y j

∣∣∣
|U | log

∣∣∣T 3
C(ui)∩Y j

∣∣∣∣∣∣T 3
C(ui)

∣∣∣ = 0

v∗1 = 1.5 v∗2 = 2

f (x6,a1) = 1.75

比较 3 个度量值，由式 (14) 得  ， ，故

。

f (x2,a4) = 2 f (x2,a4) = 33 )  当   及   时，利用式

(7) 计算填充该缺失值后系统的条件熵，并比较度

量值。

f (x2,a4) = 2

C T 1
C(ui) f (x2,a4) = 3

C T 2
C(ui)

T 1
C(ui) ⊆ T 2

C(ui) H1(d |C ) < H2(d |C )

f (x2,a4) = 2

由相容关系计算得：当  时，每个对

象在属性集   下的相容类为  ，

时，每个对象在属性集  下的相容类为 ，得

到  ，则  。因此，由

式 (14) 得到 。填充结果见表 4。
  

表 4    完备化表 3 后的房屋评测表
Table 4    An evaluation form by complementing Table 3

 

U a1 a2 a3 a4 d

x1 2 2 3 3 优

x2 1 1 1 2 差

x3 1 1 2 2 中

x4 3 3 3 1 优

x5 1.5  2 3 2 良

x6 1.75 1 1 3 中

x7 3 1 2 2 良

x8 2 3 3 2 优

x9 2 1 1 3 中

x10 1 2 3 2 良
 
 

在填充后的系统中，根据式 (15) 及 3) 的属性

权重，计算非完备决策信息系统中每个对象的加

权平均值，则取值为：
DC(x1) = 2.422,DC(x2) = 1.151,DC(x3) = 1.423

DC(x4) = 2.693,DC(x5) = 2.137,DC(x6) = 1.503

DC(x7) = 1.955,DC(x8) = 2.579,DC(x9) = 1.569

DC(x10) = 2.004

最终全序化结果为：
x4 ≻ x8 ≻ x1 ≻ x5 ≻ x10 ≻ x7 ≻ x9 ≻ x6 ≻ x3 ≻ x2

{x1, x4, x8}, {x5, x7, x10}, {x3, x6, x9}, {x2}
在初始评测等级中，优、良、中、差分别对应

的分类为  ，根据

排序结果可知，该 4 类按照等级高低依次排出。

房屋 4 的初始评测为优，且在排序结果中排在第

1 个，说明房屋 4 在 4 个评测指标下的综合评测

是处于最优的。本文方法将 10 座不同房屋区分

开，得到合理有效的全序化结果。

为了进一步说明本文基于条件熵的多属性决

策方法的可行性，现将本文所提方法与其他排序

方法在 2 个完备信息和 2 个非完备信息的算例中

进行比较分析。由于本文需要进行初步决策，所

以将其他排序方法获得的结果按照 1∶1∶1 的比例

分成 3 类或 4 类视为分级结果，进而利用本文排

序方法将分级转化为排序。对比结果如表 5~8 所示。
 

  
表 5    本文方法与文献 [24] 方法的排序结果比较

Table 5    Comparison of the ranking results between the
proposed method and literature [24]

 

排序方法 文献[24] 本文方法

排序结果

x1 ≻ x12 ≻ x10 ≻ x3 ≻
x5 ≻ x15 ≻ x4 ≻ x14 ≻
x2 ≻ x9 ≻ x8 ≻ x11 ≻

x13 ≻ x6 ≻ x7

x1 ≻ x12 ≻ x10 ≻ x4 ≻
x5 ≻ x14 ≻ x3 ≻ x11 ≻
x15 ≻ x9 ≻ x2 ≻ x8 ≻

x13 ≻ x6 ≻ x7
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文献 [24] 采用熵权法确定属性权重，并基于

优势关系的排序方法将具有完备信息的对象进行

排序，获得的结果与本文获得的排序结果大致相

同，但仍然存在主观因素。条件熵可用于评估属

性的重要性，因此本文根据条件熵越小，属性越

重要的特征确定属性权重，更客观、更合理地解

决排序问题。
 

  
表 6    本文方法与文献 [25] 方法的排序结果比较

Table 6    Comparison of the ranking results between the
proposed method and literature [25]

 

排序方法 文献[25] 本文方法

排序结果
x6 ≻ x3 ≻ x1 ≻ x2 ≻

x4 ∼ x5

x6 ≻ x3 ≻ x1 ≻ x2 ≻
x5 ≻ x4

 
 

文献 [25] 提出一种新的排序模型将对象排

序，然而利用该模型得到的排序结果存在明显的

“并列”现象。本文在获得的排序结果基本一致的

情况下，既考虑了条件属性与决策属性之间建立

的关联性，又将并列的对象区分开，使得到的排

序结果更合理。
 

  
表 7    本文方法与文献 [26] 方法的排序结果比较

Table 7    Comparison of the ranking results between the
proposed method and literature [26]

 

排序方法 文献[26] 本文方法

排序结果
x4 ≻ x1 ≻ x5 ≻ x3 ≻

x6 ≻ x2

x4 ≻ x1 ≻ x5 ≻ x3 ≻
x6 ≻ x2

 
 

α−文献 [26] 基于   先验概率优势关系的对象

排序方法获得的排序结果相同，虽然该方法较好

地解决了非完备信息系统的排序问题，但是未考

虑属性在决策方法中的重要性。因此，本文基于

条件熵的多属性决策方法更客观、合理。
  

表 8    本文方法与文献 [27] 方法的排序结果比较
Table 8    Comparison of the ranking results between the

proposed method and literature [27]
 

排序方法 文献[27] 本文方法

排序结果

x1 ≻ x7 ≻ x8 ≻ x4 ≻
x5 ≻ x10 ≻ x9 ≻ x6 ≻

x3 ≻ x2

x4 ≻ x8 ≻ x1 ≻ x7 ≻
x5 ≻ x10 ≻ x9 ≻ x6 ≻

x3 ≻ x2
 
 

α

α

文献 [27] 提出基于加权  优势关系的排序方

法，较好地解决了非完备数据的排序问题，但是

由于   取值的主观性，得到的排序结果不稳定。

本文方法不仅使用客观赋权法确定属性权重避免

主观性，还利用使系统条件熵最小原理进行缺失

值填充，进而将对象区分开，获得合理、有效的全

序化结果。

对比分析：

1) 从排序方法上看，由于条件属性集中每个

属性的重要度不同，本文利用提出的新条件熵计

算决策系统的属性权重，能够避免排序问题中赋

权方法带来的主观性。对于属性值缺失的情形，

本文以最小条件熵为准则对属性缺失值进行填

充，并利用基本的加权求和方法获得细粒度的排

序，能够避免计算量较大的问题。

2) 从排序结果上看，本文提出基于条件熵的

多属性决策排序方法，能够有效地解决由分级结

果的粗粒度到排序结果的细粒度的转换，获得合

理的排序结果。

5   结束语

本文首先针对非完备决策系统中属性值缺失

导致系统不确定性的问题，构造一种新型的考虑

条件属性缺失度的目标概念条件熵与决策知识条

件熵。性质分析表明本文所提出的条件熵在体现

不确定性时会更加敏感，是一种合理的不确定性

度量。具有当系统缺失值增加时，新的条件熵增

大；当知识粒度变细时，新条件熵随之减小的性

质。其次，基于本文所提出的新的条件熵，设计

了基于条件熵的属性权重确定及最小条件熵非完

备属性取值补充方法，以解决属性权重完全未知

的非完备多属性决策问题。最后通过与其他排序

方法比较分析，说明了该方法能有效利用粗粒度

的分级信息，获得更加合理有效的细粒度的排序

结果。
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