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摘    要：参照模糊集构建云模型的集合论方法能够很好地扩展云模型的应用领域。本文提出了一种参照模糊

集的云模型集合论方法。对云模型及其组成元素进行了阐述，提出了云集合元素的 I运算和 P运算，在此基础

上给出了云集合的基础运算方法，研究了云集合的截集和分解定理。本文研究对云模型在集合理论方面的拓

展具有较好的参考意义。
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A method of cloud model set theory referring to fuzzy sets

WANG Hongli
(School of Economic and Trade, Fujian Jiangxia University, Fuzhou 350108, China)

Abstract:  Fuzzy sets  have been extensively and deeply studied and applied.  The set  theory method of  building cloud
models with reference to fuzzy sets can well extend the application field of cloud models. In this paper, a cloud model
theory based on fuzzy sets is proposed. First, the cloud model and its constituent elements are described. Afterward, the I
and P operations of the cloud set elements are proposed. Then, the basic operation method of the cloud set is given. Fi-
nally, the cut set and the theorem of decomposition of the cloud set are studied. The research has significance as a good
reference for extension of cloud models in the set theory.
Keywords: set theory; cloud model; cloud set; fuzzy set; cut set; cloud fraction theorem; I operation; P operation

云模型是李德毅院士创立的定性与定量相互

转换的不确定性模型 [1-2]。云模型在空间数据挖

掘 [3]、粒度计算 [4]、图像分割 [5]、控制 [6] 等领域有着

广泛的深入应用。集合论是现代数学的基础，创

立至今已有百年之久 [7]。集合论的观点和方法渗

透在现代数学的各个分支以及科学技术的许多领

域之中，也是目前对系统进行数学描述的主要工

具 [8]，集合论在电力系统 [9]、指挥信息系统 [10] 和计

算机科学[11] 等领域均有应用。1965 年 Zadeh[12] 提

出了模糊集合理论，集合与模糊集合均是人工智

能的基础理论。模糊数学在金融 [ 1 3 ]、故障分

析 [14]、物资需求分析 [15]、控制优化 [16-17]、聚类算

法 [ 18 ] 等方面均有应用。模糊集合中给出了交、

并、补等基本运算，研究了截集及其运算，给出了

分解定理，这些基本运算和定理是模糊数学进一

步应用的基础。云模型表示的半定性半定量概念

的运算，有赖于云模型的集合视角的理论扩展。

如果能够从集合论的角度建立云模型的集合基础

理论与方法，即云集合理论，并建立云集合与模

糊集合、经典集合的转换桥梁，则可以进一步应

用集合理论与方法拓展云模型的应用范围和领

域，将来的进一步研究则有可能将云模型扩展到

函数、关系、基数、有序集和序数等方面。因此构

建云模型的集合论基础理论和方法具有十分重要

的理论和实际意义。参照模糊集合，本文对云集

合定义及其集合基础运算方法、云集合的截集与
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分解定理进行了研究。

1   云集合及其组成元素

1.1    云集合
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定义 1　云集合。设   是一论域，  中的部

分元素组成的集合称为   的子集合，若子集合

 是其元素  的隶属度基于云模型

 表示的集合，则称其为云集合，  的

隶属度函数记作  ，当   为正态云模型时，称

其为正态云集合。其中 、  和  分别为云模

型  的期望、熵和超熵，论域  称为云

全集。

1.2    云集合与模糊集的关系

A
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He)

云集合和模糊集的关系：一个云集合对应多

个模糊集，理论上对应无限个模糊集，因此云集

合是一个无限集合；同时由于元素隶属度的随机

性，云集合可看作包含多个模糊集的随机集合，

所以云集合又是一个随机隶属度集合。模糊集可

以看作是云集合的一次具体实现。云集合与模糊

集之间的转化关系：设   为正态云模型  
 表示的云集合，则其基于隶属度的云集合表

示为
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式中： ；  是正态随机数生成

函数，其表示生成以  为均值，  为标准差的正

态随机数；  表示隶属度。
℘
x ∈ A

℘
En′j对集合内的所有  ，当   每一次随机取

值后，所产生的集合称为云集合的一次实现，其

集合表示为

A
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式中  表示  的一次取值实现，此时  即
为模糊集。

1.3    云集合的组成元素

x
℘
x

uA
℘

(
℘
x)

C j
(
Ex j,En j,He j

)
℘
x uA

℘

(
℘
x)

定义 2　云集合元素。云集合元素定义为云

集合中具有随机隶属度的数 (元素)。当  为云集

合中一个组成元素，记作  ，与模糊集合不同的

是，  不是 [0,1] 区间确定的数值，而是 [0,1] 区

间的随机数。在隶属度基于云模型 
的正态云集合中，参照云模型的隶属度生成方法[1]，

正态云集合元素   的随机数隶属度   的计算

步骤如下：

En j He j

En′j

1) 首先生成以  为期望、  为标准差的随

机数 ；

uA
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(
℘
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℘
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2

2En′j
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x2) 令   为云集合元素   的随机隶

属度。

uA
℘

(
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因为在 1) 中生成的随机数有多种可能的值，

所以 2) 中   是有多种可能值的随机数。图 1

为正态云集合中元素 55 的随机隶属度图形，其中

对应正态云模型的期望、熵和超熵分别为 50、
8 和 1。
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图 1    具有随机隶属度的云集合元素

Fig. 1    Element of cloud set with random subjection degree
 
 

2   云集合的基础运算方法

2.1    云集合元素的 I运算和 P运算
℘
x I2.1.1   云集合元素  的  运算
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 运算是求随机隶属度取值区间的运算，即

求云集合元素  的随机隶属度  的取值区间，

记为  。对于正态云集合，集合元素   的  

运算的方法为
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式 (1) 主要依据正态分布的  原则 (拉依达

准则)，设在正态分布中   代表标准差，  代表均

值，  原则指出元素数值分布：有 99.73% 的概率

落在  界限范围内[19]。元素取值几乎

全部集中在  区间内，因此近似认为

数值分布在此区间的概率为 1。据此由式 (1) 得

到以  为标准差，  为期望的随机数  的区

间 (  计算的隶属度随机数  的区间) 为

I(En′j) = [En−3He,En+3He]
℘
x P2.1.2   云集合元素  的  运算

P

P(I1 ⩾ I2) A
℘

B
℘

 运算是计算一个取值区间大于另一个取值

区间的可能性的运算，记作  。  和   是
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论域  上的云子集，  表示区间

 不小于区间   的可能性，计算方法

为：设  、  使用区间表示为  ，

，则
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2.2    云集合的基础运算
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设  和  是论域  上的云子集，其隶属函数

的云模型数字特征分别为   和
，  的全体云子集构成一个集合

族，称为  的云幂集，记为 。若 ，

 分别表示   和   的并集、交集和   的余

(补) 集，则云集合的相等关系、包含关系和并集、

交集、余集运算方法分别如下。

2.2.1   相等关系
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云集合  和  相等的表达式为

A
℘
= B
℘
⇔CA(ExA,EnA,HeA) =

CB(ExB,EnB,HeB)⇔


ExA = ExB

EnA = EnB

HeA = HeB

∀ ℘x ∈ A,∀ ℘x ∈ B

I(uA
℘

(
℘
x)) I(uB

℘

(
℘
x)) [al,ar] [bl,br]

A
℘

B
℘

从集合运算的角度，对于  ，当

、  区间表示为 、  时，云集
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2.2.2   包含关系
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云集合   和   的包含关系包括完全包含关

系、不完全包含关系，见图 2。
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图 2    完全包含与不完全包含关系

Fig. 2    Relations between complete and incomplete inclu-
sion
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2.2.3   并集
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云集合  和  的并集表示为
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符号“ ”表示“取大”运算，即对任意  

，基于云数的   运算和   运算将

云集合中“取大”运算定义为
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U对于在论域   上隶属函数有交叉的云集合，

分段应用式 (2) 运算。云集合的并集隶属函数如

图 3 所示。
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图 3    两个云集合及其并集隶属函数
Fig. 3    Two cloud sets and the subjection degree function of

their union
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x) =

uA
℘

(
℘
x
)
,

P(I(uA
℘

(
℘
x)) > I(uB

℘

(
℘
x)))

P(I(uB
℘

(
℘
x)) > I(uA

℘

(
℘
x)))
< 1

uA
℘

(
℘
x),uB

℘

(
℘
x),

P(I(uA
℘

(
℘
x)) > I(uB

℘

(
℘
x)))

P(I(uB
℘

(
℘
x)) > I(uA

℘

(
℘
x)))
= 1

uB
℘

(
℘
x),

P(I(uA
℘

(
℘
x)) > I(uB

℘

(
℘
x)))

P(I(uB
℘

(
℘
x)) > I(uA

℘

(
℘
x)))
> 1

uB
℘

(
℘
x), P(I(uB

℘

(
℘
x)) > I(uA

℘

(
℘
x))) = 0

(3)

U对于在论域   上隶属函数有交叉的云集合，

分段应用式 (3) 运算。两个云集合的交集隶属函

数如图 4 所示。
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图 4    两个云集合的交集隶属函数

Fig. 4    Subjection degree function of the intersection of two
cloud sets

 
 

2.2.5   余 (补) 集
A
℘

Ac

℘
云集合  的余 (补) 集  表示为

uA
℘

c (
℘
x) = 1−uA

℘

(
℘
x)

云集合的余 (补) 集隶属函数如图 5 所示。
 

 

0 20 40 60 80 100

区间

0.2

0.4

0.6

0.8

1.0

隶
属

度

 
图 5    云集合的补集

Fig. 5    Complement set of cloud set
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2.2.6   云集合的直积

A
℘

(X)、B
℘

(Y) , xi ∈ X,yi ∈ Y ∀(xi,y j) ∈ (X×Y)

A
℘

(X)×B
℘

(Y) =C (X×Y) A
℘

(X)、B
℘

(Y)

参照经典集合与模糊集合中直积的定义 [20]，

设云集合  ，

称   为云集合   的
直积，其随机隶属度为

uA
℘

(X)×B
℘

(Y) = uA
℘

(X)∧uB
℘

(Y)

3   云集合的截集与分解定理

3.1    云集合的截集

λ3.1.1   云集合的  截集

A
℘

U

C(Ex,En,He) uA
℘

(
℘
x)

λ ∈ [0,1] λ

设   为论域   上的云子集，具有云模型

 表示的隶属函数 ，对于任意实数

，则云集合的  云截集为

(A
℘ λ

)(
℘
x) =


uA
℘

(
℘
x), I(uA

℘

(
℘
x))

L
⩾λ

0, I(uA
℘

(
℘
x))¬

L
⩾λ

λ云集合的  经典截集为

(Aλ)(
℘
x) =


1, I(uA

℘

(
℘
x))

L
⩾λ

0, I(uA
℘

(
℘
x))¬

L
⩾λ

λ云集合的  模糊截集为

(A
∼ λ

)(
∼
x) =


uA
∼
(
∼
x), I(uA

℘

(
℘
x))

L
⩾λ

0, I(uA
℘

(
℘
x))¬

L
⩾λ

λ

λ
L
⩾

¬
L
⩾ λ

λ
C
⩾ ¬

C
⩾

λ λ
R
⩽ ¬

R
⩽

λ λ
C
⩽

¬
C
⩽

定义区间 I “左大于”  为区间的左端点大于

，否则为“非左大于”，“左大于”记做  ，“非左大

于”记做 。同理，定义区间 I “中心大于”  为区

间的中点大于  ，否则为“非中心大于”，“中心大

于”记做 ，“非中心大于”记做 ；定义区间 I “右
小于”  为区间的右端点小于  ，否则为“非右小

于”，“右小于”记做  ，“非右小于”记做  ；定义

区间 I “中心小于”  为区间的中点小于 ，否则为

“非中心小于”，“中心小于”记做 ，“非中心小于”
记做 。

对于正态云集合，根据隶属度函数有

e−
(x−Ex)2

2(En′ )2 ⩾ λ
A
℘

λ

Aλ

因此，对于正态云模型，云集合   的   水平

随机边界截集  可表示为

Aλ =
{

x|Ex−
√
−2En′2 lnλ ⩽ x ⩽ Ex+

√
−2En′2 lnλ

}
En′ He En式中：  为以   为标准差，  为期望的正态随

机数。

(Aλ
∼

)(x) (Aλ)(x)

(Aλ
∼

)(x)

(Aλ)(x)

 与   体现了云集合与模糊集、经

典集合之间的关系，  模糊截集是沟通云集

合与模糊集的桥梁，能够实现云集合与模糊集之

间的转化；  经典截集是沟通云集合与经典

集合的桥梁，能够实现云集合与经典集之间的转换。

3.1.2   云集合的元素截集

A
℘

U

C(Ex,En,He) uA
℘

(
℘
x)

℘
xi ∈ U

设   为论域   上的云子集，具有云模型

 表示的隶属函数 ，对于任意集合

元素 ，记：

(A
℘ ℘xi

)(
℘
x) =



uA
℘

(
℘
x),

P(I(uA
℘

(
℘
x)) > I(uA

℘

(
℘
xi)))

P(I(uA
℘

(
℘
xi)) > I(uA

℘

(
℘
x)))
⩾ 1

0,
P(I(uA

℘

(
℘
x)) > I(uA

℘

(
℘
xi)))

P(I(uA
℘

(xi)) > I(uA
℘

(
℘
x))
< 1

uA
℘

(
℘
x), P(I(uA

℘

(
℘
xi)) > I(uA

℘

(
℘
x))) = 0

(A℘
xi

)(x) =



1,
P(I(uA

℘

(
℘
x)) > I(uA

℘

(
℘
xi)))

P(I(uA
℘

(
℘
x)) > I(uA

℘

(
℘
x)))
⩾ 1

0,
P(I(uA

℘

(
℘
x)) > I(uA

℘

(
℘
xi)))

P(I(uA
℘

(
℘
xi)) > I(uA

℘

(
℘
x)))
< 1

1, P(I(uA
℘

(
℘
xi)) > I(uA

℘

(
℘
x))) = 0

(4)

(A
℘ xi

)(
℘
x) A

℘

℘
xi

(Axi
)(x) A

℘

℘
xi

称集合   为云集合   的元素   的云截

集，称集合  为云集合  的元素  的经典截集。

3.1.3   云集合的区间截集

A
℘

U

C(Ex,En,He) uA
℘

(
℘
x)

∀[a,b] ⊆ [0,1]

设   为论域   上的云子集，具有云模型

 表示的隶属函数 ，对于给定的区

间 ，记：

A
℘ [a,b]

(
℘
x
)
=



uA
℘

(
℘
x),

P(I(uA
℘

(
℘
x)) > I([a,b]))

P(I([a,b])) > I(uA
℘

(
℘
x)))
⩾ 1

0,
P(I(uA

℘

(
℘
x)) > I([a,b]))

P(I([a,b])) > I(uA
℘

(
℘
x)))
< 1

uA
℘

(
℘
x), P(I([a,b]) > I(uA

℘

(
℘
x))) = 0

A[a,b] (x) =



1,
P(I(uA

℘

(
℘
x)) > I([a,b]))

P(I([a,b])) > I(uA
℘

(
℘
x)))
⩾ 1

0,
P(I(uA

℘

(
℘
x)) > I([a,b])

P(I([a,b])) > I(uA
℘

(
℘
x)))
< 1

1, P(I([a,b]) > I(uA
℘

(
℘
x))) = 0

A
℘ [a,b]

A
℘

[a,b]

A
[a,b]

A
℘

[a,b]

称集合  为云集合  的区间  云截集，称

集合  为云集合  的区间  经典截集。

3.1.4   云集合的随机隶属度截集

A
℘

B
℘

U

CA(Ex,En,He) CB(Ex,En,He) uA
℘

(
℘
x)

设  、  为论域   上的云子集，具有云模型

、  表示的隶属函数 、
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uB
℘

(
℘
x) uB

∼
A(
℘
xi)

℘
xi ∈ U，对于任意随机隶属度 ( ) 有

A
℘ uB

℘
(
℘
xi)

(
℘
x
)
=



uA
℘

(
℘
x),

P(I(uA
℘

(
℘
x)) > I(uB

℘

(
℘
xi)))

P(I(uB
℘

(
℘
xi)) > I(uA

℘

(
℘
x)))
⩾ 1

0,
P(I(uA

℘

(
℘
x)) > I(uB

℘

(
℘
xi)))

P(I(uB
℘

(
℘
xi)) > I(uA

℘

(
℘
x)))
< 1

uA
℘

(
℘
x), P(I(uB

℘

(
℘
xi)) > I(uA

℘

(
℘
x))) = 0

A
uB
℘

(
℘
xi)

(x) =



1,
P(I(uA

℘

(
℘
x)) > I(uB

℘

(
℘
xi)))

P(I(uB
℘

(
℘
xi)) > I(uA

℘

(
℘
x)))
⩾ 1

0,
P(I(uA

℘

(
℘
x)) > I(uB

℘

(
℘
xi)))

P(I(uB
℘

(
℘
xi)) > I(uA

℘

(
℘
x)))
< 1

1, P(I(uB
℘

(
℘
xi)) > I(uA

℘

(
℘
x))) = 0

(5)

A
℘ uB

℘
(
℘
xi)

(
℘
x
)

A
℘

uB
℘

(
℘
x)

A
℘ uB

℘
(
℘
xi)

(x) A
℘

uB
℘

(
℘
x)

A
℘

B
℘

称  为云集合  的随机隶属度  云

截集，称   为云集合   的随机隶属度  

经典截集。特殊情况下  、  可以是同一集合。

元素截集与随机隶属度截集本质上是相同的。

3.2    云集合的分解定理

A
℘

U定理 1　设   为论域   上的云子集，具有云

C(Ex,En,He) uA
℘

(
℘
x)

℘
xi ∈ U模型  表示的隶属函数 ， ，则

称式 (6) 为云集合的分解定理 1，简称云分定理 1：

A
℘
=
∪
x∈U

uA
℘

(
℘
xi)AuA

℘
(
℘
xi)

(x) (6)

uA
℘

(
℘
xi)A

uA
℘

(
℘
xi)

(x) uA
℘

(
℘
xi)

uA
℘

(
℘
xi)

式中：  为随机隶属度   与经典截

集集合的相乘运算，构成一个新的云集合，定义

 与经典集合 A的相乘运算为

uA
℘

(
℘
xi)A =

 uA
℘

(
℘
xi), x ∈ A

0, x < A

uA
℘

(
℘
xi)证明　根据随机隶属度   与经典集合

A的相乘运算有 (
uA
℘

(
℘
xi)A

A
℘

(
℘
xi)

(x)
) (
℘
x
)
=

uA
℘

(
℘
xi),

℘
x ∈ AuA

℘
(
℘
xi)
,

P(I(uA
℘

(
℘
x)) > I(uA

℘

(
℘
xi)))

P(I(uA
℘

(
℘
xi)) > I(uA

℘

(
℘
x)))
⩾ 1

0,
℘
x < AuA

℘
(
℘
xi)
,

P(I(uA
℘

(
℘
x)) > I(uA

℘

(
℘
xi)))

P(I(uA
℘

(
℘
xi)) > I(uA

℘

(
℘
x)))
< 1

uA
℘

(
℘
x
i
),

℘
x ∈ A

uA
℘

(
℘
xi

),P(I(uA
℘

(
℘
xi)) > I(uA

℘

(
℘
x))) = 0

(7)

由式 (7) 可进一步得

A
℘
=
∪
℘
x∈U

uA
℘

(
℘
xi)AuA

℘
(
℘
xi)

(x) = ∨
℘
x∈U

uA
℘

(
℘
x
i
)AuA

℘
(
℘
xi)

(x) = [ ∨
℘
x∈U

P(I(uA
℘

(
℘
x))>I(uA

℘
(
℘
xi )))

P(I(uA
℘

(
℘
xi ))>I(uA

℘
(
℘
x)))
⩾1

uA
℘

(
℘
x
i
)AuA

℘
(
℘
xi)

(x)]∨ [ ∨
℘
x∈U

P(I(uA
℘

(
℘
x))>I(uA

℘
(
℘
xi )))

P(I(uA
℘

(
℘
xi ))>I(uA

℘
(
℘
x)))
<1

uA
℘

(
℘
x
i
)AuA

℘
(
℘
xi)

(x)]∨

[ ∨
℘
x∈U

P(I(uA
℘

(
℘
x
i
))>I(uA

℘
(
℘
x)))=0

uA
℘

(
℘
x
i
)AuA

℘
(
℘
xi)

(x)] = [ ∨
℘
x∈U

P(I(uA
℘

(
℘
x))>I(uA

℘
(
℘
xi )))

P(I(uA
℘

(
℘
xi ))>I(uA

℘
(
℘
x)))
⩾1

[uA
℘

(
℘
x
i
)]]∨ [ ∨

℘
x∈U

P(I(uA
℘

(
℘
x))>I(uA

℘
(
℘
xi )))

P(I(uA
℘

(
℘
xi ))>I(uA

℘
(
℘
x)))
<1

[0]]∨ [ ∨
℘
x∈U

P(I(uA
℘

(
℘
x
i
))>I(uA

℘
(
℘
x)))=0

[uA
℘

(
℘
x
i
)]] = uA

℘

(
℘
x
i
)

A
℘

U

C(Ex,En,He) uA
℘

(
℘
x)

℘
xi ∈ U

定理 2　设   为论域   上的云子集，具有云

模型  表示的隶属函数 ， ，则

称式 (8) 为云集合的分解定理 2，简称云分定理 2：

A
℘
=
∪
℘
xi∈U

uA
℘

(
℘
xi)A℘

xi
(x) (8)

证明　根据式 (4) 和式 (5)，易知：
A℘

xi
(x)=AuA

℘
(
℘
xi)

(x)

于是有∪
℘
xi∈U

uA
℘

(
℘
xi)A℘

xi
(x)=
∪
℘
xi∈U

uA
℘

(
℘
xi)AuA

℘
(
℘
xi)

(x)

根据云分定理 1 得到：∪
℘
xi∈U

uA
℘

(
℘
xi)A℘

xi
(x) = A

℘

4   结束语

本文参照模糊集，提出一种云模型的集合理

I P论与方法。提出  运算和  运算有效解决了云集

合基础运算中的“取大”和“取小”运算，并在此基

础上给出了云集合基础运算方法，提出了云集合

的截集和分解定理，并对分解定理进行了证明。

进一步的研究工作是应用本文提出的理论方法解

决相关问题。
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