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摘    要：偏联系数是联系数的一种伴随函数，其计算过程反映出联系数的联系分量在各个微观层次上的“矛盾

运动”，计算结果指示出这种“矛盾运动”的阶段性结果，是“系统宏观状态与微观趋势多层分析法”的主要数学

工具。本文系统阐述常用的二元至五元联系数的偏联系数算法和若干新思路，并从智能技术创新和信息能开

发利用等角度指出偏联系数算法是一种新的智能算法。
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Abstract: Partial connection numbers (PCNs) are a kind of adjoint function of connection numbers. Their computation-
al process reflects a paradoxical movement on the micro level, and the result indicates that the phase result of such para-
doxical  movement  is  the  main  mathematical  tool  of  the  multi-layer  approximation  method  of  macro-state  and  micro-
trend.  This  paper  also  systematically  expounds  the  commonly  used  PCN algorithms  from 2-  to  5-element  connection
numbers and some ideas and establishes that the PCN algorithm is an intelligent algorithm from the aspects of intelli-
gent technology innovation and information energy development and utilization.
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联系数是赵克勤在集对分析理论中给出的一

种新颖结构函数，具有“数与系统合一”特点。借

助联系数进行数学建模，结合系统的不确定性分

析，使集对分析在处理不确定性问题中得到广泛

应用 [1– 41]。偏联系数是联系数的一种伴随函数，

也是基于集对分析的“系统状态–趋势分析法”的
主要数学工具，自赵克勤于 2005 年提出以来 [42]，

已在飞机维修 [43]、地铁施工 [44]、隧道施工 [45]、矿山

过程安全[32]、火灾预防[46]、水文水资源[47]、区域创新[48]、

技术预警 [49]、教育评估 [50]、网络舆情传播 [51]、建筑

供应链风险管理 [ 5 2 ]、卫生统计 [ 5 3 ]、系统风险分

析 [ 5 4 ]、隐私保护 [ 5 5 ] 等领域得到应用。最近，文

献 [56] 建立一种融合偏联系数模糊聚类 (PCFCM)
算法和教与学随机森林 (TLRF) 算法的雷达调制

信号分选新模型 (PCFCM-TLRF)，仿真实验结果

显示，与其他分选模型相比，PCFCM-TLRF 模型

具有更高的分选准确度，能够有效地实现雷达调

制信号的分选。

但由于文献 [42] 所在出版物不是学术期刊，

传播上有一定局限，致使相当一部分应用偏联系

数的学者看不到文献 [42]。为此，本文对偏联系
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数的计算与应用研究作一梳理，以促进集对分析

和偏联系数在人工智能等领域中的进一步应用。

1   联系数及其联系分量的示性系数

由文献 [19] 知，联系数最早由赵克勤在解读

集合论罗素悖论时给出，至今已有不同的表达形

式，其中常用的二元到五元归一化联系数为
µ = a+bi (1)
µ = a+bi+ c j (2)
µ = a+bi+ c j+d (3)

µ = a+bi+ c j+dk+ el (4)
µ

a,b,c,d,e ∈ [0,1] a+b = 1

a+b+ c = 1 a+b+ c+d = 1

a+b+ c+d+ e = 1

µ

µ

i

式中：a、b、c、d、e 统称为联系数   的联系分量，
，且对式 (1) 有 ，对式 (2) 有

，对式 (3) 有  ，对式 (4) 有
 的归一化约束。每一个联系分

量的系数称为该联系分量的示性系数，显然联系
数   中第一个联系分量 (首项) 的示性系数是+1，
同时规定联系数  中最末一个联系分量 (末项) 的
示性系数是−1，位于首项与末项之间的其他联系
分量都具有不确定性，这些联系分量的不确定性
通过它们的示性系数  等在给定区间取不同数值
加以体现，见式 (5)：

1 i j k l
1 [−1,1]
1 [−1,1] [−1]
1 [0,1] [−1,0] [−1]
1 [0.33,1] [−0.33,0.33] [−1,−0.33] −1

 (5)

i、 j、k

但式 (5) 给出的是式 (1)～(4) 中联系分量示
性系数 i、j、k在 [−1，1] 大区间取值作均匀分布假
定条件下的值域，这些  在给定小区间中取
何值仍要根据联系分量本身的不同情况才能确
定，这是联系数的一个重要特点，也是对联系数
开展系统分析的一个难点，如何消去这些不确定
取值的示性系数，得出联系数系统在微观层次上
的演化趋势，已成为集对分析理论研究中的一个
热点，后面要讨论的偏联系数算法就是针对这一
难点作出的探索。

2   偏联系数

2.1    基本原理

偏联系数主要依据联系数的假定提出：假定

联系数中当前处在较低 (负、偏负、正负不定) 层

次和较高 (正、偏正 ) 层次的联系分量存在由低

(负、偏负、正负不定) 到高 (正、偏正) 的正向层次

迁移，同时又存在由高 (正、偏正 ) 到低 (负、偏

负、正负不定) 的负向层次迁移，这些联系分量之

间相互对立的层次及其迁移构成联系数的系统结

构 (由联系分量组成的结构) 在微观层次上的矛

盾运动，运动结果决定这个联系数的系统结构在

微观层次上的演化趋势，该演化趋势与同一联系

数的联系分量在宏观层次上的演化态势可能相

同，可能相异，可能相反。
显然，以上假定符合哲学关于事物处于运动

和变化之中的思想，也是不少文献中的实例验
证，因此也称为联系数中联系分量的微观运动原
理或矛盾运动原理，不致误解时，简称联系数微
观运动原理。研究表明，联系数的微观运动原理
就是偏联系数原理。

2.2    二元联系数的偏联系数

µ = a+bi a

b [−1,1]

a b b

a+b a a/ (a+b)

由式 (1) 知，二元联系数   中的   处
在+1 层次，  处在具有不确定性的  层次，根
据联系数中联系分量的运动原理，可以假定当前
的   原本也处在   层次，是从   层次朝正向提高
而来，为此用  作分母，  作分子，  作
为正向演化率，记

∂+a = a/ (a+b) (6)
µ = a+bi a

∂+a µ

µ ∂+µ

则称式 (6) 为二元联系数   中联系分量  
的一阶偏正联系数；由于二元联系数只有 2 个联
系分量，所以   同时又是二元联系数   的一阶
偏正联系数，若记  的一阶偏正联系数为 ，则

∂+µ = ∂+a (7)
也就是：

∂+µ = ∂+(a+bi) = a/(a+b) = ∂+a (8)
因此有定义 1：

µ = a+bi a ∈ [0,1]

b ∈ [0,1] a+b = 1 i ∈ [−1,1]

定义 1　设有二元联系数  ， ，
， ， ，则记

∂+µ = ∂+(a+bi) = a/(a+b) (9)
µ = a+bi式 (9) 为二元联系数  的一阶偏正联系数。

b a

a

a+b b

b/ (a+b)

另一方面，根据集对分析的“成对原理”(事物
或概念都是成对存在) 和联系数中联系分量的微
观运动原理，可以假定当前的   原本也处在   层
次，是从   层次朝正负不定 (相对于完全确定
的+1 层偏负) 演化而来，为此用  作分母，用 
作分子，用  作为演化率，记

∂−b = b/ (a+b) (10)
µ = a+bi b

∂−b µ

µ

∂−µ b

b

i ∈ [−1,1] b

b a a

则称式 (10) 为二元联系数  中联系分量 
的一阶偏负联系数；由于二元联系数只有 2 个联
系分量，所以这个   同时又是二元联系数   的
一阶偏负联系数，若记   的一阶偏负联系数为

，并考虑到式 (10) 中作为分子的   是当前的
，具有不确定性，按式 (1 ) 做法，应当用一个

 作为   的示性系数以说明其不确定性，
式 (10) 分母中的  因在  层次，应当与  同等看
待，没有不确定性，所以有：

∂−µ = i∂−b (11)
也就是：

·866· 智　能　系　统　学　报 第 14 卷



∂−µ = ∂− (a+bi) = i [b/ (a+b)] = i∂−b (12)
因此有定义 2：

µ = a+bi a ∈ [0,1]

b ∈ [0,1] a+b = 1 i ∈ [−1,1]

定义 2　设有二元联系数  ， ，
， ， ，则记
∂−µ = ∂− (a+bi) = i [b/ (a+b)] = i∂−b (13)

µ = a+bi称式 (13) 为二元联系数   的一阶偏负联
系数。

µ进一步有二元联系数  的一阶全偏联系数定
义 3：

µ = a+bi (a ∈ [0,1] ,

b ∈ [0,1]) a+b = 1 i ∈ [−1,1]

定义 3　设有二元联系数  ，

， ， ，则记
∂±µ = ∂+µ+∂−µ (14)

µ = a+bi

∂±µ µ ∂±µ

µ

称式 (14) 为二元联系数  的一阶全偏联系

数，其中   是   的一阶全偏联系数记号，  也
读作  的一阶正负全偏联系数。

根据定义 3 可知：
∂±µ = ∂+µ+∂−µ = ∂+a+ i∂−b =

a
a+b

+
bi

a+b
= a+bi

(15)

i

i

式 (15) 表明二元联系数的一阶全偏联系数是二元
联系数自身，计算结果中仍然存在二元联系数中
表示不确定性的示性系数 ，为此，在实际应用时
需要对  作出解析才能确定二元联系数所确定的
演化趋势。

µ = 0.6+0.4i

∂+µ ∂−µ ∂±µ

例 1　试求二元联系数  的偏正联
系数 、偏负联系数 、全偏联系数 ，并判
别其在微观层次上的演化趋势。

µ解　根据定义 1 和式 (15) 得  的偏正联系数：

∂+µ = ∂+ (a+bi) = ∂+ (0.6+0.4i) =
0.6

0.4+0.6
= 0.6

µ根据定义 1 和式 (13) 得  的偏负联系数：

∂−µ = ∂− (a+bi) = ∂− (0.6+0.4i) =
0.4i

0.6+0.4
= 0.4i

µ根据定义 3 和式 (14) 得  的全偏联系数：
∂±µ = ∂+µ+∂−µ = ∂+a+∂−b = 0.6+0.4i
i ∂±µ

i = −1 ∂±µ = 0.2 i = 1 ∂±µ = 1 i

[−1,1] ∂±µ ⩾ 0 µ = 0.6+

0.4i

当   遍历 [−1，1] 时，  遍历 [0.2，1]，即当
 时， ；当  时， ；由于  遍历
 时，均有  ，所以二元联系数  

 时系统在微观层上的演化趋势为正向趋势。

2.3    三元联系数的偏联系数

式 (2) 所示三元联系数的偏联系数计算原理
同二元联系数，但内容较多；为节约篇幅，以下直
接给出三元联系数中各阶偏联系数的定义 (见定
义 4)。

µ = a+bi+ c j a ∈ [0,1] ,

b ∈ [0,1] ,c ∈ [0,1] ,a+b+ c = 1 i ∈ [−1,1], j = −1 µ

∂+µ

定义 4　设有三元联系数 ，
， ，记  

的一阶偏正联系数为 ，则

∂+µ = ∂+a+ i∂+b =
a

a+b
+

b
b+ c

i (16)

∂+a =
a

a+b
∂+b =

b
b+ c

∂+a =
a

a+b
∂+b =

b
b+ c

b c c

b+ c b
b

b+ c
b b µ

b

i b

c c i

式中： ， 。式 (16) 表明三元联

系数的一阶偏正联系数是一个二元联系数，由两

个偏正联系数作为联系分量相加而成，其中

 的含义同式 (6)，  的含义是假

定当前的 ，此前也处在  层次上，是从  层次向

正方向演化而来，所以用   作分母，用   作分

子，用分式  作为正向演化率。由于作为分子

的  是当前的 ，是现在进行时，所以在纳入  的
一阶偏正联系数时，应当乘上一个反映  具有不

确定性的示性系数  ，而同时作为分母中的  ，则

处在  层次上，与  一样是确定的，所以不用乘 。
三元联系数的一阶偏负联系数见定义 5。

µ = a+bi+ c j a ∈ [0,1] ,

b ∈ [0,1] ,c ∈ [0,1] ,a+b+ c = 1 i ∈ [−1,1] , j = −1 µ

∂−µ

定义 5　设有三元联系数 ，

， ，记  
的一阶偏负联系数为 ，则

∂−µ = (∂−b) i+ (∂−c) j =
b

a+b
i+

c
b+ c

j (17)

b
a+b

c
b+ c

c

c b+ c
c

b+ c
c

j

式 (17) 表明三元联系数的一阶偏负联系数是一个

二元联系数，由两个偏负联系数相加而成，其中

 的含义同式 (10)；  的含义是假定当前的

，此前也处在 b层次，是从 b层次负向演化而来，所

以用   做分子，用   作分母，用分式   作为

偏负向演化的演化率，由于这时作为分子的   处
在当前状态，所以乘上表示当前状态的示性系数 。

三元联系数的一阶全偏联系数见定义 6：
µ = a+bi+ c j a ∈ [0,1]

b ∈ [0,1] ,c ∈ [0,1] ,a+b+ c = 1 i ∈ [−1,1] , j = −1

定义 6　设三元联系数 ， ，

， ，其一

阶偏正联系数为

∂+µ =
a

a+b
+

b
b+ c

i

一阶偏负联系数为

∂−µ =
b

a+b
i+

c
b+ c

j

∂±µ

则其一阶全偏联系数是一阶偏正联系数和一阶

偏负联系数的代数和，记一阶全偏联系数为  ，

则有
∂±µ = ∂+µ+∂−µ =

a
a+b

+
b

b+ c
i++

b
a+b

i−+
c

b+ c
j (18)

显然，定义 6 中的式 (18) 可以化简成：

∂±µ =
a+bi−

a+b
+

bi++ c j
b+ c

(19)

如果约定三元联系数的偏联系数就是指这

个三元联系数的全偏联系数，则式 (19) 可以再简

写成：

∂µ =
a+bi−

a+b
+

bi++ c j
b+ c

(20)
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i、 j

i

i

式 (18)、式 (19) 中仍有示性系数 ，计算时会遇

到示性系数   取何值的问题，是否有合适又合理

的途径可以消去这个 呢？看定义 7：
µ = a+bi+ c j a ∈ [0,1]

b ∈ [0,1],c ∈[0,1] ,a+b+ c = 1 i ∈ [−1,1] , j = −1

定义 7　设有三元联系数 ， ，

，  其一

阶偏正联系数为

∂+µ = ∂+a+ i∂+b =
a

a+b
+

b
b+ c

i (21)

µ

∂2+µ

则对其再求一次偏正演化计算，其演化率为   的
2 阶偏正联系数，记为 ，则

∂2+µ = ∂(∂+µ) =

a
a+b

a
a+b

+
b

b+ c

(22)

∂+a
(
=

a
a+b

)
i∂+b

(
=

b
b+ c

)
i∂+b

(
=

b
b+ c

)
a

a+b

( a
a+b

+

b
b+ c

)
µ ∂2+µ

µ ∂2−µ

式 (22) 的物理意义是：式 (21) 中的  此

前也处在   层次上，是从  

层次往正向演化而来，所以用   去除  

，得到   的二阶偏正演化率  。与此类

似，有   的二阶偏负演化率   定义（见定义

8）。
µ

µ ∂−µ =
b

a+b
i+

c
b+ c

j

µ

定义 8　设有与定义 7 中给定的三元联系数 ，

且已知  的一阶偏负联系数为 ，

则有  的二阶偏负联系数为

∂2−µ = ∂− (∂−µ) =

c
b+ c

b
a+b

+
c

b+ c

j (23)

进一步有定义 9。

µ µ

∂2±µ

定义 9　设有与定义 7 中给定的三元联系数

，且已知  的二阶偏正联系数如式 (22) 所示，二

阶偏负联系数如式 (23) 所示，则其二阶全偏联系

数  如式 (24) 所示：

∂2±µ =∂2+µ+∂2−µ =

a
a+b

a
a+b

+
b

b+ c

+

b
a+b

b
a+b

+
c

b+ c

j =

a
a+b

a
a+b

+
b

b+ c

−

b
a+b

b
a+b

+
c

b+ c

(24)

i

∂2±µ > 0 µ

∂2±µ < 0 µ

∂2±µ = 0

µ

显然，式 (24) 是一个没有示性系数  的实数，其物

理意义是：当  时，表明三元联系数  的系

统在微观层次上的演化趋势是正向趋势；当

 时，表明三元联系数  的系统在微观层次

上的演化趋势是负向趋势；当  时，表明三

元联系数  的系统在微观层次上的演化趋势处在

正负临界状态。

参照式 (19) 对式 (18) 的简写做法，这里也约

µ ∂2±µ ∂2µ定   的二阶全偏联系数   简记成  ，也就是

说，我们通常说一个联系数的偏联系数，是指这

个联系数的某阶全偏联系数。

µ

∂+µ ∂−µ µ

要指出的是，对式 (18) 所示   的一阶全偏联

系数不能再作一次全偏联系数计算，因为式 (18)
中的  和  相对于 ，已处在同一层次，不再

存在“层间迁移”运动，如果仍按前面的“层间迁

移”假定作运算，其结果为
∂± (∂±µ) = ∂± (∂+µ+∂−µ) =

∂+µ

∂+µ+∂−µ
+

∂−µ

∂+µ+∂−µ
=
∂+µ+∂−µ

∂+µ+∂−µ
= 1

∂+µ ∂−µ

µ

这个结果证实了式 (18) 中的  和  相对

于 ，已处于同一层次，因此要求一个三元联系数

的二阶全偏联系数只能采用式 (24)。
µ = 0.5+0.3i+0.2 j

∂2+µ ∂2−µ

∂2±µ

例 2　试求三元联系数   的
二阶偏正联系数 、二阶偏负联系数 、二阶

全偏联系数  ，判别该联系数系统在微观层次

上的演化趋势。

µ解　按定义 7 和式 (22) 得   的二阶偏正联

系数：

∂2+µ =

0.5
0.5+0.3

0.5
0.5+0.3

+
0.3

0.3+0.2

=
25
49
= 0.510 2

µ按定义 8 和式 (23) 得  的二阶偏负联系数：

∂2−µ =

0.2
0.3+0.2

0.3
0.5+0.3

+
0.2

0.3+0.2

j = −16
31
= −0.516 1

µ根据定义 9 和式 (24 ) 得   的二阶全偏联

系数：

∂2±µ = ∂2+µ+∂2−µ = 0.510 2−0.516 1 = −0.006
µ = 0.5+0.3i+0.2 j所以三元联系数   系统在微

观层上的演化趋势为微弱负向趋势。

2.4    四元联系数的偏联系数

式 (3) 所示四元联系数的偏联系数计算原理

同三元联系数，但内容增多；为节约篇幅，以下直

接给出四元联系数中各阶偏联系数的定义：

µ = a+bi+ c j+dk
a ∈ [0,1] ,b ∈ [0,1] ,c ∈ [0,1] ,d ∈ [0,1] , a+b+ c+d = 1,

i ∈ [0,1] , j ∈ [−1,0] ,k = −1 µ

∂+µ

定义 8 中设四元联系数  ，

，则记   的一阶偏正联系

数为 ，即
∂+µ = ∂+a+ i∂+b+ j∂+c (25)

∂+a =
a

a+b
,∂+b =

b
b+ c
,∂+c =

c
c+d

µ

∂2+µ

其中 ，记  的二阶

偏正联系数为 ，则

∂2+µ =∂+ (∂+µ) = ∂+ (∂+a+ i∂+b+ j∂+c) =
∂+a

∂+a+∂+b
+

∂+b
∂+b+∂+c

i (26)

µ ∂3+µ记  的三阶偏正联系数为 ，则
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∂3+µ = ∂+
(
∂2+µ

)
= ∂+

[
∂+ (∂+µ)

]
= ∂+

[
∂+ (∂+a+ i∂+b+ j∂+c)

]
=

∂+
(
∂+a

∂+a+∂+b
+

∂+b
∂+b+∂+c

i
)
=

∂+a
∂+a+∂+b

∂+a
∂+a+∂+b

+
∂+b

∂+b+∂+c
(27)

∂+a =
a

a+b
,∂+b =

b
b+ c
,∂+c =

c
c+d

把 代入式 (27) 得

∂3+µ =

a
a+b

a
a+b

+
b

b+ c
a

a+b
a

a+b
+

b
b+ c

+

b
b+ c

b
b+ c

+
c

c+d

(28)

µ ∂−µ另一方面，记  的一阶偏负联系数为 ，则
∂−µ = i∂−b+ j∂−c+ k∂−d (29)

∂−b =
b

a+b
,∂−c =

c
b+ c
,∂−d =

d
c+d

µ

∂2−µ

式中：  。记   的

二阶偏负联系数为 ，则

∂2−µ =∂− (∂−µ) = ∂− (i∂−b+ j∂−c+ k∂−d) =
∂−c

∂−b+∂−c
j+

∂−d
∂−c+∂−d

k (30)

µ ∂3−µ记  的三阶偏负联系数为 ，则

∂3−µ = ∂−
(
∂2−µ

)
= ∂−

[
∂− (∂−µ)

]
=

∂−
[
∂− (i∂−b+ j∂−c+ k∂−d)

]
=

∂−
(
∂−c

∂−b+∂−c
j+

∂−d
∂−c+∂−d

k
)
=

∂−d
∂−c+∂−d

k

∂−c
∂−b+∂−c

+
∂−d

∂−c+∂−d (31)

∂−b =
b

a+b
,∂−c =

c
b+ c
,∂−d =

d
c+d

把  代入式 (31) 得

∂3−µ =

d
c+d

c
b+ c

+
d

c+d

k

c
b+ c

b
a+b

+
c

b+ c

+

d
c+d

c
b+ c

+
d

c+d

(32)

k = −1 µ

∂3±µ

注意到式 (32) 中的  ，于是得   的三阶全偏

联系数  为

∂3±µ=

a
a+b

a
a+b
+

b
b+c

a
a+b

a
a+b
+

b
b+c

+

b
b+c

b
b+c
+

c
c+d

−

d
c+d

c
b+c
+

d
c+d

c
b+c

b
a+b
+

c
b+c

+

d
c+d

c
b+c
+

d
c+d

(33)
i

∂3±µ > 0 µ

显然，式 (33) 是一个没有示性系数  的实数，

其物理意义是：当   时，表明四元联系数  

∂3±µ < 0 µ

∂3±µ = 0

µ

的系统在微观层次上的演化趋势是正向趋势；当

 时，表明四元联系数  的系统在微观层次

上的演化趋势是负向趋势；当  时，表明四

元联系数  的系统在微观层次上的演化趋势处在

正负临界状态。

2.5    五元联系数的偏联系数

式 (4) 所示五元联系数的偏联系数计算原理

同四元联系数，但内容增多；为节约篇幅，以下直

接给出五元联系数中各阶偏联系数的定义 (见定

义 9)：
µ = a+bi+ c j+dk+

el,a ∈ [0,1],b ∈[0,1],c ∈[0,1],d ∈[0,1],e ∈[0,1] a+b

c+d+ e = 1 i ∈ [
0.333,1

]
, j ∈[−0.333,0.333

]
k = [−1,

定义 9 　 设 五 元 联 系 数  
,  +

,  ,  
−0.334], l=−1, 记 μ的一阶偏正联系数为∂+μ，则

∂+µ = ∂+a+ i∂+b+ j∂+c+ k∂+d (34)

∂+a =
a

a+b
∂+b =

b
b+ c

∂+c =
c

c+d
∂+d =

d
d+ e

µ ∂2+µ

式中： ， ， ， 。

记  的二阶偏正联系数为 ，则

∂2+µ = ∂
+

(∂+a+ i∂+b+ j∂+c+ k∂+d) =
∂+a

∂+a+∂+b
+

∂+b
∂+b+∂+c

+
∂+c

∂+c+∂+d
(35)

µ ∂3+µ记  的三阶偏正联系数为 ，则

∂3+µ = ∂+(∂2+µ) =
∂
+

[∂
+

(∂+a+ i∂+b+ j∂+c+ k∂+d)] =

∂
+

[
∂+a

∂+a+∂+b
+

i∂+b
∂+b+∂+c

+
j∂+c

∂+c+∂+d
] =

∂+a
∂+a+∂+b

∂+a
∂+a+∂+b

+
∂+b

∂+b+∂+c

+

∂+b
∂+b+∂+c

i

∂+b
∂+b+∂+c

+
∂+c

∂+c+∂+d

(36)

µ ∂4+µ记  的四阶偏正联系数为 ，则

∂4+µ = ∂+
(
∂3+µ

)
=

∂+


∂+a

∂+a+∂+b
∂+a

∂+a+∂+b
+

∂+b
∂+b+∂+c

+

∂+b
∂+b+∂+c

i

∂+b
∂+b+∂+c

+
∂+c

∂+c+∂+d

 =
∂+a

∂+a+∂+b
∂+a

∂+a+∂+b
+

∂+b
∂+b+∂+c

∂+a
∂+a+∂+b

∂+a
∂+a+∂+b

+
∂+b

∂+b+∂+c

+

∂+b
∂+b+∂+c

∂+b
∂+b+∂+c

+
∂+c

∂+c+∂+d
(37)

µ ∂−µ另一方面，记  的一阶偏负联系数为 ，则
∂−µ = i∂−b+ j∂−c+ k∂−d+ l∂−e (38)

µ ∂2−µ记  的二阶偏负联系数为 ，则

∂2−µ = ∂− (∂−µ) =
∂− (i∂−b + j∂−c+ k∂−d+ l∂−e) =

j∂−c
∂−b+∂−c

+
k∂−d
∂−c+∂−d

+
l∂−e

∂−d+∂−e

(39)
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µ ∂3−µ记  的三阶偏负联系数为 ，则

∂3−µ = ∂−
(
∂2−µ

)
= ∂−

[
∂− (∂−µ)

]
=

∂−
(

j∂−c
∂−b+∂−c

+
k∂−d
∂−c+∂−d

+
l∂−e

∂−d+∂−e

)
=

k∂−d
∂−d+∂−c

∂−d
∂−d+∂−c

+
∂−c

∂−b+∂−c

+

l∂−e
∂−d+∂−e

∂−e
∂−d+∂−e

+
∂−d

∂−d+∂−c

(40)

µ ∂4−µ记  的四阶偏负联系数为 ，则

∂4−µ = ∂−
(
∂3−µ

)
=

∂−


k∂−d
∂−c+∂−d

∂−c
∂−b+∂−c

+
∂−d

∂−c+∂−d

+

l∂−e
∂−d+∂−e

∂−d
∂−c+∂−d

+
∂−e

∂−d+∂−e

 =
l∂−e

∂−d+∂−e
∂−d

∂−c+∂−d
+

∂−e
∂−d+∂−e

∂−d
∂−c+∂−d

∂−c
∂−b+∂−c

+
∂−d

∂−c+∂−d

+

∂−e
∂−d+∂−e

∂−d
∂−c+∂−d

+
∂−e

∂−d+∂−e
(41)

l = −1

µ = a+bi+ c j+dk+ el ∂4±µ

注意到式 (41) 中的 ，所以得五元联系数

 的四阶全偏联系数 ，即

∂4±µ = ∂4+µ+∂4−µ =

∂+a
∂+a+∂+b

∂+a
∂+a+∂+b

+
∂+b

∂+b+∂+c
∂+a

∂+a+∂+b
∂+a

∂+a+∂+b
+

∂+b
∂+b+∂+c

+

∂+b
∂+b+∂+c

∂+b
∂+b+∂+c

+
∂+c

∂+c+∂+d

+

−∂−e
∂−d+∂−e

∂−d
∂−c+∂−d

+
∂−e

∂−d+∂−e
∂−d

∂−c+∂−d
∂−c

∂−b+∂−c
+

∂−d
∂−c+∂−d

+

∂−e
∂−d+∂−e

∂−d
∂−c+∂−d

+
∂−e

∂−d+∂−e

(42)

∂+a =
a

a+b
、∂+b =

b
b+ c
、∂+c =

c
c+d

∂+d =
d

d+ e
∂−b =

b
a+b

、∂−c =
c

b+ c
∂−d =

d
c+d

、∂−e =
e

d+ e

∂4±µ > 0 µ

∂4±µ < 0

µ

∂4±µ = 0 µ

把 、 、

、  代入

式 (42) 就得到具体数值。也就是说，式 (42) 是一

个没有不确定示性系数的实数，其物理意义是：

当   时，表明五元联系数   的系统在微观

层次上的演化趋势是正向趋势；当  时，表

明五元联系数  的系统在微观层次上的演化趋势

是负向趋势；当  时，表明五元联系数  的
系统在微观层次上的演化趋势处在正负临界

状态。

3   反偏联系数

n µ

∂(n−1)±µ n µ

arc
(
∂(n−1)±µ

)
arc∂(n−1)±µ

定义 10　已知   元联系数   的偏联系数为

，求这个   元联系数  ，称这个计算函数为

反偏联系数，记为 ，计算时也可直接写

成 。

n µ ∂(n−1)±µ

arc∂(n−1)±µ

显然，求一个  元联系数  的偏联系数 
与计算这个偏联系数的反偏联系数   是
一对互逆运算，不仅相互检验计算过程中是否存

在计算错误，更重要的是其中的物理意义：偏联

系数指示出当前的联系数系统在微观层次上的状

态 (由联系分量所确定的状态) 存在何方向多大

程度的演化趋势，反偏联系数则是在已知联系数

系统在微观层次上存在何方向多大程度的演化趋

势条件下去反推该联系数所在宏观状态 (由联系

分量所确定的状态)，因此是一种“宏观状态和微

观趋势”的互逆运算[57]。

arc∂(n−1)±µ

∂(n−1)±µ

但是反偏联系数运算   比偏联系数

运算  复杂，需要作进一步研究。

4   偏联系数算法研究的若干新思路

4.1    加权偏联系数

北京师范大学研究生易测吉在 2018 年第

6 期全国偏联系数专题高级讲研班上提出，联系

数中不同层次的联系分量之间的层次迁移，也可

能存在一个联系分量在一次层次迁移中，只有其

中的一部分参与层次迁移的情况。经我们研究，

基于易测吉思路形成的偏联系数算法与第 3 章所

定义的偏联系数算法有不同，由这种新算法得到

的偏联系数是否可以称为加权偏联系数，待进一

步研究。

4.2    基于相互作用的全偏联系数

n (n ⩾ 2) k (k ⩾ 1)

n+ k n+ k n+ k−1

n (n ⩾ 2) n−1

赵克勤在 2018 年第 6 期全国偏联系数专题

高级讲研班上还讲到联系数中相邻联系分量以乘

积形式表示的相互作用联系数，基此情况，给定

一个   元联系数，可以衍生出   个
 元联系数；  元联系数的  阶全偏联

系数，显然是   元联系数的   阶全偏联

系数的细化，但其计算过程也较复杂，需要进一

步研究。

最近，金菊良等 [58] 又提出效应全偏联系数，

并把其用于水资源评价，也需进一步研究。

5   应用举例

例 3　随机抽取某广播电视大学 2016 级行政

管理专业 30 名学生 7 门课程成绩 (见表 1)，试用
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x1

x2 x3 x4

x5 x6

x7

偏联系数计算这 7 门成绩的提高趋势，其中  为
应用写作，  为英语，  为管理学基础，  为中国

特色社会主义理论，  为开放教育入学指南，

为西方行政制度，  为地域文化。
 

  
表 1    30 位学员 x1～x7 课程成绩

Table 1    30 students’ x1～x7 course results
 

序号 姓 x1 x2 x3 x4 x5 x6 x7

1 刘 93 65 84 81 100 81 95

2 宋 96 89 86 88 100 73 94

3 张 96 90 81 87 100 66 86

4 刘 88 77 90 89 97 72 95

5 马 94 94 90 88 100 81 94

6 郑 90 76 80 88 99 75 94

7 王 96 87 85 88 100 72 86

8 陈 96 68 84 82 99 79 79

9 李 95 86 84 87 100 76 95

10 张 93 86 78 87 100 75 86

11 张 91 78 72 84 95 74 96

12 阎 91 84 80 83 98 77 96

13 任 98 62 82 87 87 76 82

14 毛 89 81 79 86 100 74 93

15 李 85 88 82 86 99 82 95

16 李 96 84 83 86 100 65 95

17 王 94 73 89 86 100 75 81

18 刘 96 72 89 89 99 78 94

19 张 95 89 92 89 100 79 95

20 冯 97 94 92 89 100 78 95

21 郭 70 62 70 84 20 33 0

22 沈 96 88 86 87 100 78 95

23 张 93 86 81 87 100 76 93

24 杨 82 88 83 86 99 82 94

25 赵 85 87 87 86 100 81 95

26 王 85 93 87 86 98 73 95

27 杨 85 73 80 85 98 68 86

28 刘 96 81 83 87 100 68 94

29 张 70 63 84 79 98 80 94

30 李 70 75 84 88 96 0 0
 
 

A B C

D E

60

A B
C D

解　1) 设置并定性  (同 )、 (偏同 )、 (中 )、
(偏反)、 (反)，联系分量，为此令  91～100 为优

(同 )， 81～ 90 为良 (偏同 )， 71～ 80 为中 (中 )，
60～70 为一般 (偏反)，  以下为差 (反)，也就是

把属于优的成绩记入 ，属于良的成绩记入 ，属

于中的成绩记入 ，属于一般的成绩记入 ，属于

E差的成绩记入  ，据此得到 7 门课程成绩的五元

联系数：
u (x1) = 19+8i+0 j+3k+0l
u (x2) = 3+15i+7 j+5k+0l
u (x3) = 2+22i+5 j+1k+0l
u (x4) = 0+29i+1 j+0k+0l
u (x5) = 28+1i+0 j+0k+1l
u (x6) = 0+5i+19 j+4k+2l
u (x7) = 21+6i+1 j+0k+2l

2) 把上述五元联系数归一化处理，得：
µ (x1) = 0.6333+0.2667i+0 j+0.1k+0l
µ (x2) = 0.1+0.5i+0.2333 j+0.1667k+0l
µ (x3) = 0.0667+0.7333i+0.1667 j+0.0333k+0l
µ (x4) = 0+0.9667i+0.0333 j+0k+0l
µ (x5) = 0.9333+0.0333i+0 j+0k+0.0333l
µ (x6) = 0+0.1667i+0.6333 j+0.1333k+0.0667l
µ (x7) = 0.7+0.2i+0.0333 j+0k+0.0667l
3) 按式 (42) 计算全偏联系数，并对全偏联系

数的大小作出排序，得

∂4±µ (x1) = 0.226 2
∂4±µ (x2) = 0.310 2
∂4±µ (x3) = 0.323 2
∂4±µ (x4) = 0
∂4±µ (x5) = 0.247 8
∂4±µ (x6) = −0.775 4
∂4±µ (x7) = −0.383 5

x3

x2 x5

x1 x4

x7 x6

由此可知，课程   的成绩提高趋势最好 (上
升)，其次是课程  (上升)，第 3 是课程  (上升)，
第 4 是课程  (上升 )，第 5 是课程  (临界 )，第

6 是课程 (下降)，第 7 是课程 (下降)。

6   讨论

1) 关于事物微观运动的数学刻画。众所周

知，客观事物处于相互联系和运动变化之中，如

何定量刻画事物的相互联系和运动变化，是包括

人工智能学者在内的众多科技人员的研究课题。

文献 [1–60] 和本文的工作表明，基于集对分析理

论的联系数及其偏联系数是定量刻画事物相互联

系和运动的一个新数学工具，其理由：首先，偏联

系数把联系数中的各个联系分量不再看作相互独

立的量，而是假设成一定条件下相互生成的量，

理论上，这种假设成立；其次，借助偏联系数的算

法，揭示联系数中联系分量的相互生成是在微观

层次上的一对矛盾运动，这也可以接受；因为哲

学、物理学和无数事实告诉我们，矛盾普遍存在，

运动成对进行，“作用力与反作用力大小相等，方

向相反，作用在 2 个不同的物体上”已是一种科学

常识；再次，偏联系数着眼于事物的运动在微观

层次上的定量刻画。科学史表明，牛顿的微积分
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在刻画事物宏观层次上的运动已取得巨大成

功 ,但人们对事物在微观层次上的运动观测和测

量则受制于海森堡的“测不准原理”；正是在这一

点上，集对分析借助联系数对不确定性“客观承

认、系统描述、定量刻画、具体分析”[59]，使得基于

联系数的偏联系数算法能够刻画出事物在微观层

次上的矛盾运动。当然，微观与宏观是一个相对

的划分，文献 [19] 中指出，“在生物学中，全体是

宏观，个体就是微观；个体是宏观，细胞就是微

观；细胞是宏观，基因就是微观；在物理化学中，

肉眼直接见到的是宏观，要在显微镜下看到的是

微观；在低倍显微镜下看到的是宏观，在高倍显

微镜下看到的是微观；在时间序列中，世纪是宏

观，年度就是微观；年度是宏观，月度是微观，小

时是宏观，分钟就是微观；分钟是宏观，秒是微

观，如此等等”。
正是宏观与微观划分的相对性，导致事物在

宏观层次上相对静止的同时，在微观层次上依然

发生着细微尺度上的变化和运动，如实刻画事物

宏观状态的联系数因而能借助偏联系数的计算刻

画事物在微观层次上的运动规律。

n (n ⩾ 2)

n−1 n−1

n n

n

∂c = c/ (a+ c)

µ

2) 关于全偏联系数。由第 2 章可知，计算一

个给定  元联系数的偏联系数时，需要同时

计算其   阶偏正联系数和   阶偏负联系数

及其代数和，才能如实反映该   元联系数的   个
联系分量在微观层次上的矛盾运动及其结果，这

里说的代数和就是给定   元联系数的全偏联系

数，概念清晰，意义明确。文献 [52] 把 
看成   的全偏联系数，错误地理解全偏联系数，

诱导出错误的结论，这说明对基本概念的正确理

解极为重要。

µ = a+bi+ c j

3) 关于偏联系数的生成机制和时态。在偏联

系数计算过程中，需要注意各阶偏联系数中各联

系分量的生成机制和时态。一般地说，用分式表

示的某阶偏正 (负) 联系数中的联系分量，其分子

的状态指过程完成时所处的状态，分母的状态则

是 过 去 进 行 时 的 状 态 ， 例 如 三 元 联 系 数

，其一阶偏正联系数为

∂+µ = ∂+a+ i∂+b =
a

a+b
+

b
b+ c

i

a
a+b

a

a
b

b+ c
i bi

式中：第一个用分式表示的联系分量 ，分子 

的状态是过程完成时所处的状态，即当前状态，

分母中的   则属于过去进行时状态；同理，第二

个用分式表示的联系分量  中的分子  是过

程完成时所处的状态，即当前状态，由于这个当

前状态是具有不确定性的状态，故按集对分析理

b

i b c

i

论，分子中的  带有表示不确定取值的示性系数

，而分母中的  则与  处在同一层次且属于过去

进行时状态，所以不带 。

0
0

µ (x4) = 0+0.966 7i+0.033 3 j+0k+0l

∂+µ = ∂+a+ i∂+b+

j∂+c+ k∂+d ∂+a =
a

a+b
,∂+b =

b
b+ c
,∂+c =

c
c+d

∂+d =
d

d+ e
µ (x4) d = 0,e = 0

∂+d =
d

d+ e
∂+d =

0
0+0

0
0+0

0 0k 0 0

0 0l 0

0 0k 0 0l

0 0

ε

ε+0 = ε
0

0+0
=

0
ε+0

=
0
ε
= 0

∂+d = 0

µ (x4)

µ (x4)
0

0+0

用同样的道理可以合理地处置例 3 中五元联

系数的偏联系数计算过程中遇到的“ ”如何运算

的问题，例如  ，

按式 (34)，其一阶偏正联系数为  

， 其 中 ，

， 由 于   中 的  ， 代 入

得  ，这个   式子在初等数

学中被认为是一个无意义的式子 (零不能作除

数)，在高等数学中被认为是一个不确定式，但按

前面的讨论可知，分子   是代表   的  ，这个  
是当前状态的 ，是确定的；分母中代表  的  也
是确定的 ，分母中代表  的  虽然与代表  的

 处在同一个层次，却是一个在变化着的 ，按微

积分思想，这个在变化着的 0，本质上是一个以零

为极限的无穷小量  ，由此可知分母实质上是

，由此得到  ，也就是

。这一结果从问题本身的角度也说得通，

因 为   说 明 当 前 状 态 下 ， 确 实 没 有 出 现

60～70 分之间的成绩。同理，可以处置在计算

 的一阶偏负联系数时出现  的情况。

4) 不难推知，第 4 章中有关加权偏联系数和

效应全偏联系数的算法，以及基于相互作用的偏

联系数算法，要比第 2 章中介绍的偏联系数基本

算法复杂，由此推知反加权偏联系数、反效应全

偏联系数、反相互作用偏联系数的算法更复杂，

限于篇幅，本文没有展开介绍，特此说明。

5) 偏联系数算法是一种新的智能算法。首

先，从信息利用的角度看，偏联系数算法有效地

挖掘了联系数中联系分量的动态信息，这种动态

信息反映出联系数所刻画的研究对象的本质。因

为客观事物总是处于动态变化之中，某一时刻相

对静止的宏观状态与这种状态在微观层次上的变

化趋势共存在一个系统中是所有研究对象的共同

属性，借助联系数的偏联系数计算，能够看到系

统在宏观静态下的微观动态，显然是一种智能；

其次，从系统的角度看，偏联系数算法揭示了对

象系统线性与非线性的关系，因为从形式上看，

联系数中的各个联系分量可以有序地放置在一根

水平轴上，具有明显的线性特征，但式 ( 6 )～
式 (42) 表明，偏联系数所展示的图象是一幅非线

性图象；再次，从人工智能技术创新的角度看，基
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于偏联系数的聚类、模式识别、系统综合评价决

策与风险防控以及社交网络中的隐私保护研究，

也在一定意义上属于智能技术的范畴，偏联系数

算法因而是一种新的智能算法，需要作深入系统

研究。

6) 运动需要能量，无论这种运动处在宏观层

次还是微观层次。偏联系数及其算法既然刻画了

联系数中联系分量之间的矛盾运动，人们自然会

问，驱使这种运动的能量又是什么性质的能量？

回答是“信息能”。“信息能”是赵克勤在 2015 年

7 月在杭州举办的第 3 期非传统安全集对分析研

学班上提出的一个概念，认为信息是物质和能量

相互作用的产物，信息具有能量，称为信息能[15, 60]。

联系数是刻画研究对象某个特定状态的一个信息

系统，本身蕴含着一定的信息能，且具体蕴含在

联系数中联系分量所在不同层次的系统结构中；

偏联系数及其算法在一定程度上开发了这种“信
息能”，得到的结果让人们从系统的一组宏观状态

参数中认识和掌握这种状态在微观层次上的演化

趋势，从而把联系数中的“信息能”在一定程度上

转化成“智能”；但更多关于“信息能”转化成“智
能”的问题待深入研究。

7   结束语

n(n > 5)

联系数是一种结构函数，也是集对的特征函

数，具有系统和数的双重特性。偏联系数是联系

数的一种伴随函数，其计算过程和计算结果刻画

了联系数中全体联系分量在微观层次上的相互联

系、相互制约和相互生成的矛盾运动，具有丰富

的系统信息。本文从应用的角度梳理了二元到五

元联系数的偏联系数计算，指出规范地计算一个

联系数的偏联系数是得出正确结果的一个前提，

文中给出的算法可以推广到   元联系数的

偏联系数计算。此外，也简要地介绍了近期有关

偏联系数的若干创新思路和创新算法。

数学是人工智能的基础。偏联系数是一个新

的数学概念，由于人工智能面临的实际问题众

多，偏联系数计算又是一种新的信息处理算法，

因而有许多问题需要作进一步的系统深入研究。
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