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双论域下多粒度模糊粗糙集上下近似的包含关系

胡志勇1，米据生1，冯涛2，姚爱梦1
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摘    要：针对双论域上集合的多粒度乐观与悲观上下近似不具有包含关系的问题，本文给出了双论域上集合的

多粒度上下近似具有包含关系的一个充分条件，进而采用标准化的方法将不具有包含关系的上下近似转化为

具有包含关系的上下近似。通过实例验证，该方法能有效解决双论域下多粒度模糊粗糙集上下近似具有包含

关系的问题。
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Inclusion relation of upper and lower approximations of
multigranularity fuzzy rough set in two universes

HU Zhiyong1，MI Jusheng1，FENG Tao2，YAO Aimeng1

(1. College of Mathematics and Information Science, Hebei Normal University, Shijiazhuang 050024, China; 2. School of Sciences,
Hebei University of Science and Technology, Shijiazhuang 050024, China)

Abstract: To solve the problem that the upper and lower approximations of multigranularity rough set in two universe
may no longer have an inclusion relation, this paper will present a sufficient condition for the inclusion relation of the
upper and lower approximations in two universes. Furthermore, we use the standardized method to transform upper and
lower approximations with no inclusion relation into upper and lower approximations with an inclusion relation. It is
verified by an example that this method can effectively solve the problem that the upper and lower approximations of the
multigranularity fuzzy rough set in two universes have inclusion relation.
Keywords: fuzzy set; rough set; dual domain; multi-granularity; upper approximation; lower approximation; standard-
ized method; inclusion relation; sufficient condition

模糊集概念[1] 是由 Zadeh 教授在 1965 年提出

的。它解决了对不确定性概念的描述性问题，使

得模糊数学在理论和应用方面的研究迅速发展起

来，并取得了丰富的研究成果。1982 年由波兰数

学家 Pawlak 提出的粗糙集理论一直被认为是处

理信息系统和知识发现方面问题的重要工具 [2]。

在信息系统或者决策表的研究方面，集合近似的

定义方式作为一个重要的问题，一直受到研究者

的广泛关注。在单个粒度的粗糙集模型下，一个

关系产生的一组上下近似常用来刻画一个目标概

念的特征。然而在实际生活或者应用中，由于用

户需求的不同以及解决问题最终目标的不同，用

多个关系来刻画一个目标概念往往更加贴合实

际。基于此，钱宇华等[3-6] 提出了多粒度粗糙集模
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型，使得粗糙集理论在解决实际问题方面的应用
更加广泛 [7-9]。在多粒度粗糙集模型中，乐观多粒
度和悲观多粒度是两个不同的基本研究方法。

此外，研究对象很可能来自于不同论域，因
而，两个或者多个论域对真实世界的描述更具有
一般性，对进一步研究信息表的规则提取具有积
极的作用。因此双论域粗糙集模型[10-12] 具有很强
的研究价值以及实用价值。

在粗糙集理论 [13-15] 中，上下近似算子是一对
基本的概念，从经典的理论意义和直观理解上，
它们之间存在着包含关系。但是，当把它们推广
到双论域上多粒度粗糙集模型 [16-18] 时，集合的上
下近似并不一定存在着包含关系。本文将就这一
问题展开讨论。

1   多粒度模糊粗糙集

实际生活中的数据集大部分都是连续的，然
而粗糙集研究的一般是离散型数据，利用模糊粗
糙集理论就可以解决这一矛盾。对对象集的划分
一直是粗糙集研究的重要基础，多粒度粗糙集就
是在满足多个关系的情况下对对象集的划分，将
这些理论推广到双论域上，使得理论更具有推广
性。多粒度模糊粗糙集是将模糊粗糙集与多粒度
粗糙集两种理论相结合研究。

U X U
X : U → [0,1] X(x)

x X

定义 1
[1]　论域 上的模糊集合 是由 上的

一个隶属函数 来表示的，其中 表
示元素 隶属于模糊集合 的程度。

S = (U,AT)
U AT A1,A2,A3, · · · ,Am

AT Ai

Ri U

X X
m∑

t=1
RO

t (X)
m∑

t=1
RO

t (X)

定义 2
[19]　设 是一个信息系统，其

中 为论域， 是非空属性集合。
表示 的属性子集，对于每个 都可根据问题的
需要定义模糊关系 与之对应。对 上任意的模

糊集 ， 的乐观多粒度下上近似分别为 、

，定义如下：
m∑

t=1

RO
t (X)(x) = ∨m

t=1∧z∈U[(1−Rt(x,z))∨X(z)],∀x,z ∈ U

m∑
t=1

RO
t (X) = ∼

m∑
t=1

RO
t (∼X)

X
m∑

t=1
RP

t (X)
m∑

t=1
RP

t (X)

的悲观多粒度下上近似分别为 、

，定义如下：
m∑

t=1

RP
t (X)(x) = ∧m

t=1∧z∈U[(1−Rt(x,z))∨X(z)],∀x,z ∈ U

m∑
t=1

RP
t (X) =∼

m∑
t=1

RP
t (∼ X)

定义 3
[ 2 0 ]　设 U、V 是两个非空有限集合，

Rt U V Rt ∈ F(U ×V)

t = 1,2, · · · ,m ℜ U V ℜ =
{R1,R2, · · · ,Rm} (U,V,ℜ)

为论域 到论域 的二元关系， ，其

中 。 是从 到 的二元关系簇，

。有序三元组 称为双论域上

的多粒度近似空间。

(U,V,ℜ)

A ∈ F(V) A

(U,V,ℜ) ℜO
m∑

t=1
Rt

(A)

ℜO
m∑

t=1
Rt

(A)

定义 4
[21]　设有序三元组 为双论域上

的多粒度模糊近似空间。对任意 ， 在

中的乐观下近似 和乐观上近似

分别定义为：

ℜO
m∑

t=1
Ri

(A)(x) = ∨m
t=1∧y∈V[(1−Rt(x,y))∨A(y)],∀x ∈ U,y ∈ V

ℜO
m∑

t=1
Rt

(A)(x) = ∧m
t=1∨y∈V[Rt(x,y)∧A(y)],∀x ∈ U,y ∈ V

A (U,V,ℜ) ℜP
m∑

t=1
Rt

(A)

ℜP
m∑

t=1
Rt

(A)

在 中的悲观下近似 和悲观上

近似 分别定义为：

ℜP
m∑

t=1
Rt

(A)(x) = ∧m
t=1∧y∈V[(1−Rt(x,y))∨A(y)],∀x ∈ U,y ∈ V

ℜP
m∑

t=1
Rt

(A)(x) = ∨m
t=1∨y∈V[Rt(x,y)∧A(y)],∀x ∈ U,y ∈ V

U V ∨ ∧当论域 和 为有限域时，运算 表示取大， 表示

取小。

{x1, x2, x3}
{y1,y2,y3} Rt(t = 1,2,3) ∈ F(U ×V)

U V A

例 1　在医疗诊断中，设 U={病毒性发热，痢

疾，伤寒}= 为疾病集，V={发烧，头痛，胃

痛 } = 为症状集， 是

3 个专家分别给出的 到 的关系， 为病人对自

己症状的描述，设

R1 =

 0.2 0.5 0.2
0.1 0.3 0.7
0.6 0.3 0.4


R2 =

 0.2 0.5 0.3
0.4 0.4 0.3
0.3 0.6 0.2


R3 =

 0.4 0.3 0.3
0.5 0.5 0.4
0.3 0.8 0.4


A =

0.4
y1
+

0.6
y2
+

0.9
y3

x1

x1

病人对病情的描述 ，则对于疾病

，应用定义 4 可以求得医生通过病人描述判断

病人患疾病 估计为

ℜP
m∑

t=1
Rt

(A)(x1) =[(0.2∧0.4)∨ (0.5∧0.6)∨
(0.2∧0.9)]∨ [(0.2∧0.4)∨
(0.5∧0.6)∨ (0.3∧0.9)]∨
[(0.4∧0.4)∨ (0.3∧0.6)∨
(0.3∧0.9)] = 0.5

ℜP
m∑

t=1
Rt

(A)(x1) =([(1−0.2)∨0.4]∧ [(1−0.5)∨0.6]∧
[(1−0.2)∨0.9])∧ ([(1−0.2)∨0.4]∧
[(1−0.5)∨0.6]∧ [(1−0.3)∨0.9])∧
([(1−0.4)∨0.4]∧ [(1−0.3)∨0.6]∧
[(1−0.3)∨0.9]) = 0.6
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A同理，可以计算 的悲观上下近似分别为

ℜP
m∑

t=1
Rt

(A)=
0.5
x1
+

0.7
x2
+

0.6
x3

ℜP
m∑

t=1
Rt

(A)=
0.6
x1
+

0.5
x2
+

0.4
x3

ℜP
m∑

t=1
Rt

(A)

ℜP
m∑

t=1
Rt

(A)

表示悲观情况下病人患上述几种病

的乐观估计， 表示悲观情况下病人患几种

病的保守估计。

另外，可以经过计算得到：

ℜO
m∑

t=1
Rt

(A)(x1) =[(0.2∧0.4)∨ (0.5∧0.6)∨
(0.2∧0.9)]∧ [(0.2∧0.4)∨
(0.5∧0.6)∨ (0.3∧0.9)]∧
[(0.4∧0.4)∨ (0.3∧0.6)∨
(0.3∧0.9)] = 0.4

ℜO
m∑

t=1
Rt

(A)(x1) =([(1−0.2)∨0.4]∧ [(1−0.5)∨0.6]∧
[(1−0.2)∨0.9])∨ ([(1−0.2)∨0.4]∧
[(1−0.5)∨0.6]∧ [(1−0.3)∨0.9])∨
([(1−0.4)∨0.4]∧ [(1−0.3)∨0.6]∧
[(1−0.3)∨0.9]) = 0.6

同样，可以计算 A的乐观上下近似分别为

ℜO
m∑

t=1
Rt

(A)=
0.4
x1
+

0.4
x2
+

0.4
x3

ℜO
m∑

t=1
Rt

(A)=
0.6
x1
+

0.7
x2
+

0.6
x3

ℜO
m∑

t=1
Rt

(A)

ℜO
m∑

t=1
Rt

(A)

其中， 表示乐观情况下病人患上述几种病

的乐观估计， 表示乐观情况下病人患几种

病的保守估计。

ℜP
m∑

t=1
Rt

(A)(x1) >

ℜP
m∑

t=1
Rt

(A)(x1) ℜP
m∑

t=1
Rt

(A)(x2) <ℜP
m∑

t=1
Rt

(A)(x2)

由计算结果可知，双论域上集合 A 的乐观与

悲观上下近似并不存在包含关系，例如

，但是 。但是在

已经具有某种症状的情况下，在直觉上认为医生

对病人疾病诊断的保守估计应该不小于乐观估计

的患病的概率，即上下近似之间应具有包含关

系。所以计算结果同直观理解是不匹配的。

2   双论域多粒度模糊粗糙集上下近
似包含关系的充分条件

A

由上一章可以看到，将单论域上集合的上下

近似定义推广到双论域时，其上下近似不一定具

有包含关系。下面给出双论域上给定集合 的多

粒度近似算子具有包含关系的充分条件。

|U | = |V | = 3 at
i j+dσ ⩽ 1

t = 1,2,3 σ=1,2,3 i=1,2,3 j=1,2,3

命 题 1  当 ， 时 ， 其 中

； ； ； ，则双论域上的

多粒度粗糙集上下近似具有包含关系。

证明　不妨设：

R1 =

 a1
11 a1

12 a1
13

a1
21 a1

22 a1
23

a1
31 a1

32 a1
33


R2 =

 a2
11 a2

12 a2
13

a2
21 a2

22 a2
23

a2
31 a2

32 a2
33


R3 =

 a3
11 a3

12 a3
13

a3
21 a3

22 a3
23

a3
31 a3

32 a3
33


0 ⩽ at

i j ⩽ 1 A =
d1

y1
+

d2

y2
+

d3

y3
0 ⩽ dσ ⩽ 1 t = 1,2,

3; i = 1,2,3; j = 1,2,3;σ = 1,2,3

式中： ； ； ；

。

首先证明悲观近似算子的情况。

ℜP
m∑

t=1
Rt

(A)(x1) =([(1−a1
11)∨d1]∧ [(1−a1

12)∨d2]∧
[(1−a1

13)∨d3])∧ ([(1−a2
11)∨d1]∧

[(1−a2
12)∨d2]∧ [(1−a2

13)∨d3])∧
([(1−a3

11)∨d1]∧ [(1−a3
12)∨d2]∧

[(1−a3
13)∨d3])

ℜP
m∑

t=1
Rt

(A)(x1) =[(a1
11∧d1)∨ (a1

12∧d2)∨ (a1
13∧d3)]∨

[(a2
11∧d1)∨ (a2

12∧d2)∨ (a2
13∧d3)]∨

[(a3
11∧d1)∨ (a3

12∧d2)∨ (a3
13∧d3)]

p q并且对于任意两个数 、 ，有

p∨q =
p+q

2
+
|p−q|

2

p∧q =
p+q

2
− |p−q|

2(
1−a1

11

)∨d1 =
1−a1

11+d1

2
+
|1−a1

11−d1|
2

a1
11∧

d1 =
a1

11+d1

2
− |a

1
11−d1|

2

那么， ，

。

Rt dσ

Rt Rt

at
i j

at
i j

由定义 4 可以看到，双论域上的多粒度近似

算子同 中的元素与模糊隶属度 有关。要使双

论域上的多粒度近似算子具有包含关系，在悲观

近似算子的情况下，只需悲观上近似中的元素全

都不大于或者不小于下近似中的元素。而关系矩

阵 中的元素是任意给出的，所以只需论证 中

某一元素的性质，其他元素同理可证。以下具体

论证元素 的性质。于是问题转化为讨论悲观下

近似中同 有关的部分全都不大于或者不小于上

近似中的元素。具体论证下面的情况：
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[(1−at
i j)∨d j]− [at

i j∧d j] =

1−at
i j+d j

2
+
|1−at

i j−d j|
2

−
[at

i j+d j

2
−
|at

i j−d j|
2

]
=

1−at
i j+d j

2
+
|1−at

i j−d j|
2

−
(at

i j+d j)

2
+
|at

i j−d j|
2

=

1−2at
i j

2
+
|1−at

i j−d j|+ |at
i j−d j|

2
⩾

1−2at
i j

2
+
|1−at

i j−d j+at
i j−d j|

2
=

1−2at
i j

2
+
|1−2d j|

2
⩾

1− (at
i j+d j)

[(1−at
i j)∨d j]− [at′

i j∧d j] =

1−at
i j+d j

2
+
|1−at

i j−d j|
2

−
at′

i j+d j

2
−
|at′

i j−d j|
2

 =
1−at

i j+d j

2
+
|1−at

i j−d j|
2

−
(at′

i j+d j)

2
+
|at′

i j−d j|
2

=

1− (at
i j+at′

i j)

2
+
|1−at

i j−d j|+ |at′
i j−d j|

2
⩾

1− (at
i j+at′

i j)

2
+
|1−at

i j−d j|+at′
i j−d j

2
=

1−at
i j−d j

2
+
|1−at

i j−d j|
2

⩾ 0

[(1−at
i j)∨d j]− [at

hk ∧dk] =

1−at
i j+d j

2
+
|1−at

i j−d j|
2

−
[
at

hk +dk

2
−
|at

hk −dk |
2

]
=

1−at
i j+d j

2
+
|1−at

i j−d j|
2

−
(at

hk +dk)
2

+
|at

hk −dk |
2

=

1−at
i j−at

hk +d j−dk

2
+
|1−at

i j−d j|+ |at
hk −dk |

2
⩾

1−at
i j−at

hk +d j−dk

2
+
|1−at

i j| −d j+ |at
hk −dk |

2
=

1−at
i j−at

hk −dk

2
+
|1−at

i j|+ |at
hk −dk |

2
⩾

1−at
i j−at

hk −dk

2
+
|1−at

i j|+at
hk −dk

2
=

1−at
i j−dk

2
+
|1−at

i j| −dk

2
= 1− (at

i j+dk)

at
i j+dσ ⩽ 1 t = 1,2,3 σ = 1,2,3

1,2,3 j=1,2,3

由上面 3 个证明过程可以推出，在悲观的情

况下，当 时，其中 ； ； i=
； ，双论域上的多粒度粗糙集上下近似

具有包含关系。

同理可证：乐观的情况下，上下近似算子中的

基本元素并没有发生改变，所以仍满足下近似中

的任意元素都大于上近似中的任意元素，故最终

求得的包含度仍具有相同的大小关系。

m

一般情况，当论域基数变大且给定粒度的个

数推广至 时，上述结论仍成立，其结果如下。

at
i j+dσ ⩽ 1

A

3, · · ·,n j = 1,2,3, · · ·, l σ = 1,2,3, · · ·, l t = 1,2,3, · · ·,m

命题 2　当 时，双论域上的多粒度

粗糙集 的上、下近似具有包含关系，其中：i=1, 2,
； ； ； 。

证明　设

Rt =


at

11 at
12 · · · at

1l

at
21 at

22 · · · at
2l

...
...

...
at

n1 at
n2 at

nl


t = 1,2, · · · ,m A x1其中 。根据定义 4，对 中的对象 有

ℜP
m∑

t=1
Rt

(A)(x1) =([(1−a1
11)∨d1]∧ [(1−a1

12)∨d2] · · ·∧
[(1−a1

1l)∨dl]) · · · ∧ ([(1−am
11)∨d1]∧

[(1−am
12)∨d2] · · · ∧ [(1−am

1l)∨dl])

ℜP
m∑

t=1
Rt

(A)(x1) =[(a1
11∧d1)∨ (a1

12∧d2) · · ·∨
(a1

1l∧dl)] · · · ∨ [(am
11∧d1)∨

(am
12∧d2) · · · ∨ (am

1l∧dl)]

a1
1 j+dσ ⩽ 1 a2

1 j+dσ ⩽ 1, · · · ,am
1 j+

dσ ⩽ 1 σ=1,2, · · · , l j = 1,2, · · · , l ℜP
m∑

t=1
Rt

(A)(x1) ⩾

ℜP
m∑

t=1
Rt

(A)(x1)

类比命题 1 的证明过程并改变索引集的取值

范围后，可得结论：当 ，

， ， 时，有

。

xi i = 1,2,3, · · · ,n
a1

i j+dσ ⩽ 1 a2
i j+dσ⩽1, · · · am

i j+dσ⩽1

i=1,2, · · ·,n j=1,2, · · ·, l σ=1,2, · · ·, l ℜP
m∑

t=1
Rt

(A)(xi)⩾

ℜP
m∑

t=1
Rt

(A)(xi)

同理，对 A中的对象 ， ，也有类

似的结论，即当 ， ， ，

， ， 时，有

。

at
i j+dσ ⩽ 1

A
i = 1,2, · · · ,n j=1,2, · · · , l σ=1,2, · · · , l t=1,2, · · · ,m

对于乐观的情况，根据命题 1 同理可证其上

下近在满足上述条件时仍具有包含关系。由此可

以得到结论：当 时，双论域上的多粒度

粗 糙 集 的 上 下 近 似 具 有 包 含 关 系 。 其 中 ：

； ； ； 。

在本章研究基础上，对于双论域上的多粒度

粗糙集上下近似不具备包含关系的，将给出标准

化的方法，使之转化为具有包含关系。

3   标准化方法

A

at
i j+dσ ⩽ 1 i = 1,2, · · · ,n j = 1,2, · · · , l σ = 1,2, · · · , l

t = 1,2, · · · ,m at
i j ⩽

1
2

dσ ⩽
1
2

由第 2 章的证明可知，要使双论域上的多粒

度粗糙集 的上下近似具有包含关系，需满足条件：

； ； ； ；

，则只需所有 及 。

(U,V,ℜ) ℜ
U V Rt ∈ ℜ t = 1,2, · · · ,m
ltn =

∑
x∈U

Rt(x,yn),yn ∈ V Rt U

yn ∈ V I t
mn=Rt(xm,yn), xm ∈ U,

yn ∈ V U xm V yn Rt

I t+
mn um U vn

I t+
mn=

I t
mn

2ltn
R+t = (I t+

mn)|U |×|V | Rt

A

定义 5　在多粒度空间 中， 是一簇

从 到 的二元关系， ，其中， 。

用 来表示关系 下 中全部对

象与 的关系的总和。定义

，表示 中对象 和 中对象 在关系 下对

应的值。称 为 相对其他 中的对象对 的相

对表现度， 。称 为 进行标准

化后的矩阵。称上面的方法为标准化方法。类似

的，可以对集合 进行标准化。

I t
mn ⩽ ltn I t+

mn ⩽
1
2

由上述定义可知 。故任意的 ，即
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at
i j ⩽

1
2

dσ ⩽
1
2

任意的 。同理可知任意的 。此时，多

个模糊关系和集合都满足第 2 章已证明的使双论

域上的多粒度粗糙集 A的上下近似具有包含关系

的充分条件，因而上述标准化方法可以使不具有

包含关系的双论域上的多粒度粗糙集 A的上下近

似转化为具有包含关系的上下近似。

例 2　续例 1：
l11 = 0.2+0.1+0.6 = 0.9

I1+
11 =

I1
11

l11
=

0.2
2×0.9

=
1
9

R1、R2、R3对 进行标准化，结果如下：

R+1 =



1
9

5
22

1
13

1
18

3
22

7
26

1
3

3
22

2
13



R+2 =



1
9

1
6

3
16

2
9

2
15

3
16

1
6

1
5

1
8



R+3 =



1
6

3
32

3
22

5
24

5
32

2
11

1
8

1
4

2
11


A+A进行标准化后为 ，则

A+ =

2
19
x1
+

3
19
x2
+

9
38
x3

则由双论域上多粒度粗糙集 (乐观、悲观) 上下近

似的定义，可以求得

ℜP
m∑

t=1
R+t

(A+)=

17
22
x1
+

19
26
x2
+

2
3
x3

ℜP
m∑

t=1
R+t

(A+)=

3
16
x1
+

9
38
x2
+

2
11
x3

ℜO
m∑

t=1
R+t

(A+)=

5
6
x1
+

19
24
x2
+

4
5
x3

ℜO
m∑

t=1
R+t

(A+)=

3
22
x1
+

2
11
x2
+

2
13
x3

A

由计算结果可知：双论域上的多粒度粗糙集

同与之对应的二元关系进行标准化后，所得到

的上下近似已具有包含关系。

4   结束语

at
i j+dσ ⩽ 1

i = 1,2, · · · ,n j = 1,2, · · · , l σ = 1,2, · · · ,l t = 1,2, · · · ,m

本文证明了双论域下多粒度模糊粗糙集上下

近似具有包含关系的一个充分条件为 ，

； ； ； 。

并对该模型下，上下近似不具备包含关系的粗糙

集给出了一种名为标准化的方法，使之在标准化

之后，集合的上下近似之间具有包含关系。

at
i j ⩽

1
2

dσ ⩽
1
2

α α ∈ (0,1) at
i j ⩽ α dσ ⩽ 1−α
α

为了表述和计算的方便，在进行标准化的时

候限定所有 ， 。接下来，我们可以进一

步引入阈值 ， ，使得所有 ， 。

这样标准化的方法可以进一步在 水平下进行。
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